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ФІЗІКА 
 

УДК 621.3969 
 

Н.Н. Ворсин 
канд. физ.-мат. наук, доц. каф. физики 

Брестского государственного технического университета 
 

ЦИФРОВАЯ СВЧ РАДИОМЕТРИЯ 
 
Решена задача определения параметров СВЧ-радиометра с цифровым детектированием ВЧ-

сигнала. Определены требования к характеристикам АЦП на основе допустимого проигрыша в чув-
ствительности аналоговому радиометру 

 
Введение 
Успехи микроэлектроники в улучшении быстродействия и чувствительности 

аналого-цифрового преобразования сигналов позволяют в настоящее время создавать 
цифровые радиометры СВЧ-диапазона. Упоминания об этом имеются во многих рабо-
тах, например, [1–3]. При этом возникает ряд задач о структуре и параметрах узлов та-
кого радиометра, решению которых посвящена данная работа. 

 

 
Рисунок 1. 

 
1. Очевидная схема радиометра с цифровым квадратичным детектором показана 

на рисунке 1. Однако ввиду возможных очень высоких значений несущей частоты ра-
диометрических сигналов СВЧ-диапазона такое построение требует чрезвычайно высо-
ких параметров быстродействия цифровых узлов. В связи с этим оказывается необхо-
димым понизить до нуля несущую частоту принятого сигнала. Таким образом, мы при-
ходим к структуре гетеродинного радиометра, показанной на рисунке 2, с нулевой про-
межуточной частотой.  
 

 
Рисунок 2. 

 
При таком построении радиометра оказывается потерянной компонента сигнала, 

ортогональная гетеродинному колебанию. Это приводит к ухудшению чувствительно-
сти в √2 раз в сравнении с возможной. Для сохранения наилучшей чувствительности 
требуется квадратурное преобразование несущей частоты принятого сигнала, при кото-
рой выделяются обе ортогональные его компоненты. На рисунке 3 показана структура 
радиометра с квадратурным преобразователем несущей частоты. Выходной сигнал 
каждой из квадратурных составляющих оцифровывается своим АЦП, после чего циф-
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ровые отсчеты возводятся в квадрат и складываются, образуя вновь единый цифровой 
поток. Дальнейшая обработка этого потока состоит в накоплении квадратов отсчетов, 
что на несколько порядков снижает его широкополосность. Заметим, что структура ра-
диометра, показанная на рисунке 3, соответствует блок-схеме оптимального измерите-
ля мощности узкополосного сигнала и синтезируется средствами статистической ра-
диотехники [4]. 
 

 
Рисунок 3. 

 
Если за квадраторами сигнальных кодов следуют только линейные операции, 

то их можно поменять местами с операцией сложения квадратурных составляющих. 
При практическом построении радиометра такая смена мест операций не выгодна, по-
скольку требует больших аппаратных затрат, однако при теоретическом анализе позво-
ляет провести вычисления только для одного из двух идентичных каналов. Последую-
щее суммирование канальных сигналов сведется только к умножению на 2 амплитуды 
сигнального отклика и мощности шумовых флуктуаций. На рисунке 4 показана схема 
радиометра с цифровым квадратичным детектированием сигнала, для определения чув-
ствительности которого достаточно провести вычисление для одного из каналов и по-
делить полученный результат на √2. 

 

 
Рисунок 4. 

 
2. При проведении вычислений необходимо учитывать три фактора, свойствен-

ных процессам цифровой обработки сигналов: а) квантование сигнальных уровней; 
б) квантование времени; в) превышение разрядной сетки АЦП – его насыщение. Вычи-
сление чувствительности проведем по следующей схеме: определим среднее значение 
сигнального кода на выходе канального накопителя: 



ФІЗІКА 7

2
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1 N

k
k

S y
N 

 
  
 
      (1) 

Определим приращение среднего значения сигнального кода, обусловленное из-
менением шумовой температуры – Тш на входе радиометра: 

ш
ш

d S
S T

dT
   .     (2) 

Вычислим дисперсию выходного кода: 

22 2

1

1 N

S k
k

y S
N




   
 
 .     (3) 

Приравнивая S  к σs, найдем величину ΔТш min, которая является чувствитель-
ностью одного из квадратурных каналов. 

min
S

ш

ш

T
d S
dT


   .     (4) 

Полная чувствительность радиометра с учетом суммирования продуктов обра-

ботки обеих квадратурных компонент будет равна ΔТш min/ 2 . 
Следуя намеченному порядку, запишем выражение для мгновенного кода вы-

ходного сигнала цифрового накопителя 

2

1

1 N

k
k

S y
N 

  ,      (5) 

где yk – k-тый отсчет сигнала x(t), выполняемый АЦП. Полагая, что отсчеты делаются 
мгновенно через одинаковые интервалы времени Δt, можем записать: 

( )k ky x k t    ,      (6) 

где δk – ошибка квантования, обусловленная конечностью шага квантования – а. Как 
известно из [4], ошибка квантования распределена практически равномерно на интерва-
ле шага квантования, вследствие чего 

0;    
2

2

12

a  .     (7) 

Таким образом, выражение (6) учитывает конечность шага квантования и кван-
тование времени (Δt). Для того чтобы учесть последствия насыщения АЦП, конкрети-
зируем раствор его передаточной характеристики, приняв ее симметричной относи-
тельно нуля и равной 2L. График принятой передаточной характеристики показан 
на рисунке 5. 

 
Рисунок 5. 
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Аналогичную передаточную характеристику будет иметь устройство, состоящее 
из линейного ограничителя и следующего за ним не насыщающегося АЦП. Поэтому 
можно принять АЦП не насыщающимся, но его входной сигнал х – выходным сигна-
лом линейного ограничителя. Входным сигналом этого ограничителя является полосо-
вой гауссовский шум ξ(t), с дисперсией σξ

2 и корреляционной функцией 
2 sin( )пч

пч

f
R

f 








, 

где Δfпч – ширина частотной полосы, занимаемой сигналом ξ(t), который поступает 
на вход АЦП с усилителя и фильтра сигнала промежуточной частоты (ПЧ). 

Передаточная характеристика линейного ограничителя выражается следующей 
формулой: 

L при L

x при L L

L при L


 



  
   
 

.    (8) 

После подстановки (6) в (5) и осреднения по ансамблю х и δ получим величину 
выходного сигнала накопителя: 

2 2 2 2

1

1
( ) 2 ( )

N

k k
k

S x k t x k t x
N

  


       .    (9) 

В (9) учтена стационарность процессов х и δ, в связи с чем их средние величины 
не зависят от времени. 

Согласно общему правилу вычисления среднего значения средний квадрат сиг-
нала на входе АЦП выразится следующей формулой: 

2 ( ) ( )x x p d  




  , в которой 
2

2
1

( )
2

p e






  – плотность вероятности гауссовского си-

гнала на входе воображаемого ограничителя, передаточная характеристика которого за-
дана формулой (8). Подставив в (9) выражения для х и р и выполнив интегрирование, 
будем иметь: 

2

2 2 2
2 1 ' 2 1

L L L L L
x 

    


    

                                           
.  (10) 

В данном выражении величина  /L   – значение интеграла вероятности, 

 ' /L  – его производная, которая совпадает с р(L/σ). 

Вычислим производную 2( ) / шd x dT , входящую в выражение для чувствительно-

сти радиометра (4): 

     2 2 2

2ш ш ш

d x d x d xd

dT d dT d T
 

 

 
 

  .    (11) 

В (11) учтено, что σξ
2~Тш, вследствие чего dσξ

2/dТш= σξ/2Тш. 
Продифференцируем (10) по σξ и подставим производную в (11). В результате 

получим окончательную формулу для 2( ) / шd x dT : 

 2 2
2

2 '
ш ш

d x L L L

dT T


  


  

    
               

.    (12) 
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Поскольку ошибка квантования δ не связана с Тш, 2 / 0шd dT   и после подста-

новки (12) в (9) будем иметь: 

 2

1 / 2

ш ш ш

d x Ad S

dT dT T
  .     (13) 

В (13) введено обозначение 

2
1

2
2 2 1 '

L L L
A 

  


  

    
                

,    (14) 

идея которого будет ясна в последующем. 
Вычислим дисперсию выходного кода σs

2. Для этого подставим в исходное со-
отношение (3) формулу для уk (6), в результате чего получим: 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1 1

1 1 4
( ) ( ) ( )

N N N N

S k k m m k m
k m k m

x x x x x x
N N N

   
   

       .  (15) 

Величина 2x  определена соотношением (10) через дисперсию шума σξ
2 на входе 

воображаемого линейного ограничителя и отношение (L/ σξ), где ±L – пороги ограни-
чения. Как видно из (15), величина σs

2 выражается через автокорреляционную функцию 
процесса x2(t): 

2

2 2( ) ( ) ( )
x

R x t x t   . 

Выразим Rx
2(τ) через те же параметры σξ и L. Для этого используем т.н. метод дельта-

функции [4]. Согласно этому методу корреляционная функция процесса на выходе не-
линейного элемента (в нашем случае – на выходе ограничителя) представляется в виде 
степенного ряда от коэффициента автокорреляции rξ(τ) процесса на входе нелинейного 
элемента: 

2

2( 1) ( ) ( 1 )

1

( )
( ) ( )

!

n
n

x
n

rz
R g z dz

n
  





 




  

 

  
       

  . (16) 

В формуле (16) g(ν)(z) – ν-ая производная от характеристики нелинейного эле-
мента. В рассматриваемом случае преобразования полосового шума ξ(t) в ограничен-
ный по амплитуде шум x(t) и возведения x(t) в квадрат функция g(z) определится воз-
ведением в квадрат выражения (8): 

2

2

2

( )

L при L

g z z при L L

L при L






  
   
 

.   (17) 

На рисунке 6 показаны графики функции g, g' и g''. Из них видно, что что g'' 
представляет собой дельта-функции в точках ±L и ноль за пределами этого интервала. 
Это означает, что для удобства вычисления интеграла в (16) следует использовать ν = 2.  
При этом 

(2) ( 1) ( 1) ( 1)( ) 2 ( ) 2 2 ( )
L L L

n n n

L L L

z z z z
g z dz L z L dz dz L z L dz

   

 
   

   
  

   

       
                       

       
    (18) 

Вследствие симметрии функции интеграла вероятности 
2( 1)

( 1) 2
( 1)

1
( )

2

z tn
n

n

d
z e dt

dz 







   . 

Выражение (18) оказывается равным нулю при нечетных n. С учетом этого фор-
мула для коэффициентов ряда Аn в разложении (16) принимает следующий вид: 
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Рисунок 6. 
 

Заметим для проверки, что А1, вычисленное из (19), совпадает с А1, определен-
ным формулой (14). Имея формулы для коэффициентов разложения корреляционной 
функции, запишем выражение для нее: 
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 .     (20) 

Заменив в (15) индексы суммирования по следующим формулам: k+m=j, k-m=i, 
и подставив 2

2 2( ) ( ) ( )
x

x k t x m t R i t    , получим: 
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     .   (21) 

В (21) учтено также, что , вследствие чего  

Для приведения (21) к привычному виду заменим число накапливаемых отсче-
тов – N величиной tнакопл/Δt, где tнакопл – время накопления сигнала. Полагая, что 
tнакопл>>Δt, т.е. N>>1, и  при больших i приведем (21) к следующему виду: 
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 .   (22) 

Все величины, входящие в (22), уже вычислены. В частности,  согласно 

(20) будет равен 

2

1

(0) nx
n

R A




 .     (23) 

Коэффициент корреляции полосового шума на входе АЦП rξ(τ) определяется из-
вестной формулой: 
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sin( )f
r

f








,     (24) 

в которой Δf полоса пропускания ВЧ тракта, предшествующего АЦП. 
Подставив (13) и (22) в (4), получим формулу, выражающую чувствительность 

одного из двух каналов радиометра с цифровым детектором и накопителем. 
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 .  (25) 

Чувствительность двухканального радиометра, построенного по схеме, приве-

денной на рисунке 3, будет в 2  раз лучше величины, определенной в (25): 
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В формуле (26) выделен привычный член ш

накопл

T

t f
, представляющий чувстви-

тельность аналогового радиометра. Последующий коэффициент, выделенный фигур-
ными скобками, отражает эффекты цифровой обработки. 

Отношение 

2 1

1 1

(0) n
x n

A
R

B
A A



 


, 

в котором Аn вычисляются по формуле (19) и определяет ухудшение чувствительности, 
обусловленное эффектом насыщения АЦП. Для наглядности на рисунке 7 показан гра-
фик зависимости этого члена от величины (L/σξ). Как видно из данного графика, ухуд-
шением чувствительности при (L/σξ)>3 можно пренебрегать. Таким образом, раствор 
передаточной характеристики АЦП может быть всего −3σ – 3σ. Можно даже прими-
риться с 5% ухудшением чувствительности и принять L=2σ. 

 

 
Рисунок 7. 
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Влияние на чувствительность эффектов квантования времени отражено в (26) 
слагаемым 
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Если подставить в (26) выражение (20) для Rx(τ), то получится весьма громозд-
кое выражение, зависящее от двух параметров: от периода отсчетов Δt и отношения 
ширины раствора АЦП к дисперсии шума на его входе (L/σξ). Однако численные расче-
ты показывают, что зависимость С от (L/σξ) очень слабая и ее можно не принимать во 
внимание ни на практике, ни в теории. Графики для С(ΔtΔf), показанные на рисунке 8 
при различных величинах (L/σξ), практически сливаются. Некоторое расхождение гра-
фиков существует лишь в интервале значений ΔtΔf от 0.2 до 0.9, а максимальная вели-
чина расхождений не превышает 5%. Данное обстоятельство свидетельствует об удач-
ности выбора метода анализа, благодаря чему в конечной формуле сомножители, отра-
жающие эффекты насыщения АЦП и дискретизации времени, разделились. 

 

 
 

Рисунок 8. 
 
Последнее слагаемое в (26) определяет ухудшение чувствительности, обуслов-

ленное квантованием сигнальных уровней (конечностью шага квантования). В прово-
димом анализе для упрощения расчетов полагалось отсутствие корреляции между по-
грешностями квантования различных отсчетов. Это допущение справедливо, если шаг 
квантования существенно меньше дисперсии квантуемого сигнала или если мала кор-
реляция между самими отсчетами. Последнее означает, что сумма, входящая в (26), 
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Поэтому вклад слагаемого 
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определяющего вклад шума квантования, необходимо оценивать при малых значениях 
данной суммы. Зависимость величины 
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от отношения (L/ σξ) представлена в виде графика на рисунке 9. При заданном значении 
(L/ σξ) формула (28) позволяет определить вклад шума квантования в общее ухудшение 
чувствительности радиометра. Относительное увеличение выражения в квадратных 
скобках (26), обусловленное шумом квантования, будет равно 1+D. 
 

 
 

Рисунок 9. 
 
3. Оценим параметры АЦП и последующих узлов обработки сигнала в радио-

метре с цифровым детектированием, задавшись незначительным ухудшением чувстви-
тельности (5%), в сравнении с аналоговым детектированием и накоплением. Поделим 
(26) на величину чувствительности аналогового радиометра и приравняем это отноше-
ние к 1.05. В результате получим 
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Или в принятых ранее обозначениях: 2 ( ) 1.1B C D  . 
Имеется возможность распределить вклад величин В, С, D в ухудшение чув-

ствительности таким образом, чтобы облегчить техническую реализацию АЦП. В част-
ности, учитывая быстрый рост параметра С (рисунок 8) с увеличением Δt необходимо 
принять ΔtΔfвч=1. Это обеспечит С=1. 

Величина В2 (рисунок 7) уменьшается с 1.08 до 1.01 при увеличении (L/σξ) от 2 
до 2.5. Дальнейшее увеличение (L/σξ) лишь незначительно изменяет В2. Следовательно, 
необходимо обеспечить (L/σξ) ≥2.5. 

Таким образом, основной вклад в ухудшение чувствительности остается за шу-
мом квантования сигнальных уровней. 

2

2

2
4

0.1
(0)

3 2
2
x

a
D

R







  . 

При определенном ранее параметре (L/σξ) =2.5 с помощью рисунка 9 получим: 
0.62a  . Теперь определится требуемое число уровней квантования: 

2.52
8

0.31

L
M

a







   . 

Таким образом, минимальная требуемая разрядность АЦП при описанных усло-
виях равна 3. Построение такого АЦП, работающего с частотой отсчетов 1–2 ГГц не яв-
ляется трудной задачей для современной микроэлектроники [5]. Желательно объеди-
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нить на одном кристалле двухканальный АЦП, комбинационные квадраторы и предва-
рительный накопитель сигнала. 
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ЧАСТИЦА ДИРАКА – КЭЛЕРА В СФЕРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ РИМАНА: 
БОЗОННАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ, ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 

 
Построены точные решения уравнения Дирака – Кэлера в случае пространства Римана посто-

янной положительной кривизны. Для случая минимального значения сохраняющегося углового момента, 
0j  , радиальные уравнения приведены к уравнениям второго порядка, которые решаются в терминах 

гипергеометрических функций. В случае ненулевых значений углового момента 1 2 3j      радиальные 

уравнения сводятся к двум сложным дифференциальным уравнениям четвертого порядка. С применени-
ем метода факторизации построено общее решение этих уравнений, включающее четыре фундамен-
тальных решения, последние представлены в виде комбинаций из гипергеометрических функций. 
Найденный спектр энергии существенно отличается от спектра энергии обычной дираковской части-
цы в сферическом пространстве Римана. 

 
Введение 
Понятие об элементарных частицах как неких релятивистски инвариантных объ-

ектах в рамках 4-мерного пространства-времени Минковского является надежно уста-
новленным и общепризнанным. Для любой частицы предполагаются заданными опре-
деленные трансформационные свойства отвечающей ей полевой функции и связанное 
с этими свойствами релятивистское волновое уравнение. Интересной проблемой, при-
тягивающей долгое время пристальное внимание, является волновое уравнение для ча-
стицы Дирака – Кэлера. Этому вопросу посвящена обширная литература [1–33]. Анализ 
этого вопроса начался уже в ранний период развития теории квантово-механических 
волновых уравнений сразу же после открытия уравнения Дирака [1]. Фактически урав-
нение Дирака – Кэлера было получено еще в 1928–1929 гг. Дарвином [2], а также Ива-
ненко и Ландау [3] как альтернатива уравнению Дирака. Основным мотивом при этом 
было стремление построить уравнение для частицы со спином 1/2 на основе тензорных 
величин без использования спиноров, последние казались тогда мистическими и непо-
нятными в сравнении с более знакомыми тензорными объектами. Поле Дирака – Кэле-
ра состоит из набора тензоров, эквивалентных биспинору второго ранга. Оно содержит 
16 независимых компонент, и волновое уравнение для него может быть представлено 
как формально несвязанные друг с другом четыре уравнения дираковского вида. Глав-
ная особенность в понимании тогда этого поля заключалась в том, что оно давало воз-
можность осуществить плавный переход от тензоров к спинорам. В определенном смы-
сле это была попытка устранения спиноров вообще, тем не менее сохранив связь с ди-
раковским фермионом. 

Однако упомянутая несвязанность четырех уравнений Дирака, используемых 
в теории Дирака – Кэлера, имеет место только в случае плоского пространства-времени 
Минковского, и это свойство не сохраняется в присутствии внешних гравитационных 
полей, описываемых с привлечением пространственно-временных моделей с неевкли-
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довой геометрией. Таким образом, наиболее интересным является вопрос о физической 
интерпретации поля Дирака – Кэлера: является ли это поле сложным (составным) бозо-
ном или же эта система эквивалентна набору из четырех фермионов.  

 
1. Постановка задачи 
В пространстве Минковского частица Дирака – Кэлера описывается 16-компо-

нентной волновой функцией ( )U x , биспинором второго ранга, или эквивалентным 

набором тензорных полей: { ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}ii mnx x x x x      , где ( )x  – скаляр, ( )i x  – 

вектор, ( )x  – псевдоскаляр, ( )i x  – псевдовектор, ( )mn x  – антисимметричный тен-

зор. Связь между этими величинами задается соотношением 

   5 5 1l mn l
ll mnU i i i E                   (1.1) 

где 5 0 1 2 3 1
4 ( )ab a b b ai               и E  – биспинорная метрическая матрица 

[33]. В искривленном пространстве общековариантное уравнение Дирака – Кэлера в 4-
спинорной форме имеет вид: 
  [ ( ) ( ( )) ] ( ) 0i x x B x m U x 

        (1.2) 

где B  – 2-биспинорная связность, 1
( ) ( )2 ( )ab
a bB J e e

    , ab ab abJ I I      – гене-

раторы тензора второго ранга относительно группы Лоренца. Это спинорное уравнение 
эквивалентно системе тензорных уравнений [33]: 
  0 0m m 

             

  0m
           

 
1

( ) 0
2

x m
             

  ( ) 0x m
                  (1.3) 

Ковариантные тензорные полевые переменные связаны локальными тетрадными 
переменными соотношениями 
  ( ) ( ) ( ) ( )    

i i m n
ii mne e e e                   (1.4) 

Леви-Чивита тензор определяется равенством ( ) ( ) ( ) ( )( ) abcd
a b c dx e e e e        

Большая часть имеющихся работ по теории поля Дирака – Кэлера посвящена 
в основном исследованию свойств симметрии и других фундаментальных связей с обыч-
ными полями Дирака [1–33], однако фактически нет каких-либо нетривиальных рас-
смотрений вопроса о решениях уравнения Дирака – Кэлера на фоне пространства с не-
евклидовой геометрией. 

В настоящей работе мы строим точное общее решение для уравнения Дирака – 
Кэлера в случае простейшей неевклидовой геометрической модели – сферического ри-
манова пространства постоянной положительной кривизны. Для случая минимального 
значения общего сохраняющегося углового момента, 0j  , радиальные уравнения при-
ведены к обыкновенным дифференциальным уравнениям второго порядка, которые ре-
шаются в терминах гипергеометрических функций. В случае ненулевых значений угло-
вого момента 1 2 3j      радиальные уравнения сводятся к двум уравнениям четверто-
го порядка. С применением метода факторизации построено общее решение этих урав-
нений, включающее четыре фундаментальных решения, последние представлены в ви-
де комбинаций из гипергеометрических функций. Дискретные уровни энергии получе-
ны наложением требования квази-полиномиальности волновых функций. Найденный 
спектр энергии существенно отличается от спектра энергии обычной дираковской ча-
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стицы в сферическом пространстве Римана. Ни один из найденных уровней энергии 
не совпадает с уровнями энергии для обычной частицы Дирака в сферическом прост-
ранстве Римана. Все это указывает на невозможность фермионной интерпретации поля 
Дирака – Кэлера как поля, эквивалентного четырем полям Дирака. 

 
2. Разделение переменных 
Изложим кратно результаты по разделению переменных в уравнении Дирака – 

Кэлера в пространствах Минковского и Римана. Запишем уравнение Дирака в прост-
ранстве Минковского [33] в базисе сферической тетрады: 

 
1 31 2 32

0 3 1
( ) 0t r

J J
i i m U x

r r  
   

  
          

  
  (2.1) 

 
12

1 2 12 12 12cos
( )

sin

i iJ
i J I I

  


   



 
            (2.2) 

Диагонализируя оператор общего углового момента 

 
12 12

1 1 2 2 3 3

cos sin

sin sin

iJ iJ
J l J l J l

 
 

          (2.3) 

для функции Дирака – Кэлера, получаем следующую общую подстановку: 

 

11 1 12 0 13 1 14 0

21 0 22 1 23 0 24 1

31 1 32 0 33 1 34 0

41 0 42 1 43 0 44 1

( )
i t

jm

f D f D f D f D

f D f D f D f De
U t r

f D f D f D f Dr

f D f D f D f D



  

 


 

 

 

       (2.4) 

где ( )ab abf f r , ( 0)j
mD D        – функции Вигнера [35], квантовое число j  прини-

мает значения 0 1 2 …   . Следующий шаг, существенно упрощающий систему радиаль-
ных уравнений, состоит в диагонализации оператора пространственной инверсии. 
В сферическом тетрадном базисе этот оператор задается выражением 

  � �

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0

P

 
 

    
 

 

  (2.5) 

Уравнение на собственные значения � jm jmU U     накладывает ограничения:  

  31 24 32 23 33 22 34 21f f f f f f f f             
  41 14 42 13 43 12 44 11f f f f f f f f              (2.6) 

где верхний знак относится к собственному значению 1( 1) j   , нижний знак отно-

сится к ( 1) j   . Уравнение (2.4) переписывается как 

 

11 1 12 0 13 1 14 0

21 0 22 1 23 0 24 1

24 1 23 0 22 1 21 0

14 0 13 1 12 0 11 1

( )
i t

jm

f D f D f D f D

f D f D f D f De
U t r

f D f D f D f Dr

f D f D f D f D



   
   

   

 


 

 

 

       (2.7) 

где 1    относится к случаю ( 1) j   , 1    – к случаю 1( 1) j   .  
Система радиальных уравнений для 1    имеет вид: 
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  24 24 14 11 23 23 14 13 120 0 0
d i ia d i ia

f i f f mf f i f f f mf
dr r r dr r r

              

  14 14 23 24 21 13 13 23 220 0 0
d i ia d i ia

f i f f f mf f i f f mf
dr r r dr r r

              

  22 22 12 13 21 12 11 14
21

0 0 0
d i ia i iad

f i f f mf f i f f mf
dr r r r rdr

              

  12 12 21 22 23 11 11 21 240 0 0
d i ia d i ia

f i f f f mf f i f f mf
dr r r dr r r

               (2.8) 

Набор уравнений для случая 1    следует из приведенной формальной замены 
m m . Вводя обозначения 
  11 22 11 22 12 21 12 21( ) ( ) ( ) ( )A f f iB f f C f f iD f f             
  13 24 13 24 14 23 14 23( ) ( ) ( ) ( )K f f iL f f M f f iN f f              (2.9) 

уравнения (2.8) приводим к виду без комплексных коэффициентов: 

  0 0
dL a dB a

K N mA A D mK
dr r dr r

            

  0 0
dK a dA a

L M mB B C mL
dr r dr r

            

 
1 1

0 0
dN a dD a

M N L mC C D B mM
dr r r dr r r

              

 
1 1

0 0
dM a dC a

N M K mD D C A mN
dr r r dr r r

               (2.10) 

Эти уравнения допускают наложение следующих линейных ограничений:  
  ,A K B L C M D N            (2.11) 
где 1   . Для случая 1    вместо (2.10) получаем четыре уравнения: 

  ( ) 0 ( ) 0
dK a dL a

M m L N m K
dr r dr r

            

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
d a d a

M K m N N L m M
dr r r dr r r

                  
   

  (2.12) 

Если здесь m  заменить на m , то получим набор уравнений, соответствующий случаю 
1   .  
Уравнения (2.12) могут быть упрощены дальше наложением определенных ли-

нейных ограничений:  

  ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )i j K r f r j L r g r       

  ( ) ( ) ( ) ( )j M r f r j N r g r     

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
d j d j

f m g g m f
dr r dr r

                 
   

  (2.13) 

 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ii j K r f r j L r g r     

  1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )j M r f r j N r g r         

  ( ) 0 ( ) 0
d j d j

f m g g m f
dr r dr r

                
   

  (2.14) 

Полученные уравнения применимы для случаев ненулевого j . Случай 0j   

требует отдельного рассмотрения, поскольку вигнеровские функции 0 1
jD   при 0j   
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не имеют смысла. В этом случае начальная подстановка для волновой функции должна 
быть выбрана в более простом виде 

 

12 14

21 23
00

32 34

41 43

0 0

0 0
( )

0 0

0 0

i t

f f

f fe
U t r

f fr

f f







     (2.15) 

Оператор пространственной инверсии делит решения (2.15) на два класса: 
  32 23 34 21 41 14 43 121 ( 1) f f f f f f f f                    (2.16) 

  32 23 34 21 41 14 43 121 ( 1) f f f f f f f f                    (2.17) 

Используя тождество 00 0U    , получаем радиальную систему уравнений:  

  0 0
dN N dM M

M m C N m D
dr r dr r

            

  0 0
dD D dC C

C m M D m N
dr r dr r

             (2.18) 

Полученную систему можно упростить  
                   ( 1),C M D N          

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
d d

M m N N m M
dr r dr r

                
   

  (2.19) 

                   ( 1),C M D N          

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
d d

M m N N m M
dr r dr r

                
   

  (2.20) 

Таким образом, в пространстве Минковского радиальные уравнения для части-
цы Дирака – Кэлера по сути сводятся к уравнениям того же вида, что и в теории обыч-
ных частиц Дирака. Однако такое упрощение возможно только в пространстве Минков-
ского и невозможно в любом сферически симметричном пространстве с кривизной. 

Вышеприведенный анализ легко распространяется (хотя и не полностью) на слу-
чай сферического пространства Римана. Метрика этой геометрической модели задается 
выражением 
  2 2 2 2 2 2 2sin ( sin )dS dt dr r d d         (2.21) 
уравнение Дирака – Кэлера имеет вид: 

 
1 31 2 32

0 3 1
( ) 0 ,

tan sint r

J J
i i m U x

r r  
   

  
         

  
  (2.22) 

квантовое число общего углового момента принимает значения 0 1 2j     Дальней-
шие вычисления по разделению переменных в значительной степени совпадают с опи-
санными в [33], различия появляются только в явном виде результирующих радиаль-
ных уравнений. 

Для случая минимального 0j   задача сводится к системе: 

  0 0
tan tan

dN N dM M
M m C N m D

dr r dr r
            

  0 0 ;
tan tan

dD D dC C
C m M D m N

dr r dr r
            (2.23) 

для больших значений 1 2 3j      задача сводится к более сложным уравнениям 

( ( 1)a j j  ): 
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  ( ) 0
sin

dK a
M m L

dr r
      

  ( ) 0
sin

dL a
N m K

dr r
      

 
1

( ) 0
tan sin

d a
M K m N

dr r r
       

 
 

 
1

( ) 0
tan sin

d a
N L m M

dr r r
       

 
  (2.24) 

 
3. Случай минимального значения полного момента 0j   
Для 0j   система (2.23) упрощается с использованием двух подстановок: 
               ( 1)C M D N           

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
tan tan

d d
M m N N m M

dr r dr r
                

   
  (3.1) 

               ( 1)C M D N        ,  

 
1 1

( ) 0 ( ) 0
tan tan

d d
M m N N m M

dr r dr r
                

   
  (3.2) 

Уравнения первого порядка (3.1) дают уравнения второго порядка для M  и N :  

 
2 2

2 2
2 2

1 cos
0

sin

d r
m M

dr r


 
     

 
  (3.3) 

 
2 2

2
2 2 1

2
1 0 const i m rd

m N N e
dr

    
       

 
  (3.4) 

Уравнение (3.3) решается в терминах гипергеометрических функций. Действи-
тельно, переходя к новой переменной (1 cos ) 2x r   , получим  

 
2

2 2
2

1 1 1
(1 ) 1 0

2 2 2(1 )

d M dM
x x x m M

dx dx x x

                 

  (3.5) 

далее с использованием подстановки ( ) (1 ) ( )A BM x x x F x   
при 1/ 2 1;   1/ 2 1A B       приходим к гипергеометрическому уравнению для 

( ) ( )F x F x       с параметрами 

  2 2 2 2 5
2 1    2 1    

2
m m                  (3.6) 

Чтобы получить решение, конечное в сферическом пространстве (напоминаем, 
что [0 ]r   ), следует использовать положительные значения 1A  , 1B  . Требование 
полиномиальности   0 1 2n n          дает спектр энергии для состояний с 0j  :  

  2 2 21 (2 ) 0 1 2 3m n n              (3.7) 
Чтобы завершить анализ этого случая, следует определить относительный коэф-

фициент между функциями ( )M r  и ( )N r :  

  0 (1 ) ( 1 3 3 2 )N N x x F n n x           
  0 0 0(1 ) ( 4 5 2 ) (2 3) ( )M M x x F n n x M N m                 (3.8) 

 
4. Анализ радиальных уравнений для 1 2j      
С помощью первых двух уравнений системы (2.24) исключим функции L  и N :  
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1 1 1

sin tan sin

d a d a
L K M N M M K

m dx x m dx x x 
                  

  (4.1) 

в результате получим два уравнения второго порядка, связывающие функции K  и M  
(используем обозначение 2 2 2  0m p p     ):  

 
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

2 cos 2 2 cos
1

sin sin sin sin

d a a x d a a x
p K M p M K

dx x x dx x x

   
           

   
  (4.2) 

Уравнения (4.2) преобразуем к переменной 2cosx r :  

 
2 2

2
2

2
(1 )4 2(1 2 )

1 1

d d a a x
x x x p K M

dx dx x x

 
         

  (4.3) 

 
2 2

2
2

2 2
(1 )4 2(1 2 ) 1

1 1

d d a a x
x x x p M K

dx dx x x

 
          

  (4.4) 

Около точки 1x   асимптотическое поведение решений задается формулами  
       0 0(1 ) (1 )M M x K K x        
при этом (4.3) и (4.4) дают алгебраическое уравнение  
  2 2 2 2

0 0 0 0(4 2 ) 2 0 2 (4 2 2) 0a K aM aK a M                 (4.5) 

Отсюда находим четыре возможных значения для  : 
2   ( 2) 2   ( 1) 2   ( 1) 2j j j j              . Только положительные значения 
2   ( 2) 2j j       могут соответствовать связанным состояниям (т.е. конечным и не-

прерывным в сферическом пространстве функциям).  
Исключая ( )M x  из (4.3)–(4.4), найдем уравнение для функции ( )K x : 

4 3 2 2 2 2
2 2

4 3 2 2

5 1 28 15 2
7 5 10

1 2 2(1 ) 4(1 )

d K d K p a a d K
x x p

dx x dx x x dx

                  
 

 
2 2 2 2

2 3

1 3 7 3 9

4 4(1 ) 4(1 ) 4(1 )

p p a a dK

x x x x dx

   
        

 

 
2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 3 4

2 2 ( 1) ( 2)
0.

8 8(1 ) 16(1 ) 8(1 ) 16(1 )

p a p a p p a a p a a
K

x x x x x

      
          

  (4.6) 

Аналогично, исключая ( )K x , получим уравнение для ( )M x :  

 
4 3 2 2 2 2

2 2
4 3 2 2

5 1 28 15 2
7 5 10

1 2 2(1 ) 4(1 )

d M d M p a a d M
x x p

dx x dx x x dx

                  
 

 
2 2 2 2

2 3

1 3 6 3 9

4 4(1 ) 4(1 ) 4(1 )

p p a a dM

x x x x dx

   
        

 

 
2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2

2 3 4

1 1 2 2 3 ( 1) ( 2)
0

8 8(1 ) 16(1 ) 8(1 ) 16(1 )

p a p a p p a a p a a
M

x x x x x

         
           

 

 
5. Общее решение 
Полученные сложные уравнения 4-го порядка можно решить, применив метод 

факторизации. Оба дифференциальных оператора 4-го порядка можно единственным 
способом разложить в произведения двух операторов первого порядка. 

Уравнение (4.6) для ( )K x  факторизуется следующим образом: 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2015 2222

 
2 2 2 2 2 2

2 2

1 3 7 1 10 10 6
( ) 0

2 1 4 1 (1 )

d d p a p a a
f x

dx x x dx x x x

                      
  (5.1) 

где  

 
2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 3 1
( ) ( )

2 1 4 1 (1 )

d d p a p a a
f x K x

dx x x dx x x x

                   
  (5.2) 

Можно построить некоторые решения ( )K x , наложим требование ( )f x =0. Де-

лаем подстановку  ( ) (1 ) ( )A BK x x x F x  : 

  21 1 1
0 4 1 ( ) ( )

2 4 4
A B a F x F x                 (5.3) 

  2 21 1 1 1 1
1 1 2

2 2 2 2 2
A B p A B p A                   (5.4) 

Каждая пара значений (  )A B  дает некоторое решение уравнения (4.6) в гипергеомет-
рических функциях. Поскольку по физическим соображениям интересны конечные 
и непрерывные решения в точках 0x   и 1x  , дальше анализируем только два следу-
ющих независимых решения уравнения (4.6), 1( )K x  и 2 ( )K x :  

  21 1 1
( ) 4 1 0

2 4 4 2

j
i A B a           

  1 2 2 2 2
1

1 1
(1 ) 1 2 1 1 2 1 3 2

2 2
jK x x F j p j p x                  

 
  (5.5) 

  21 1
( ) 0 4 1 0

4 4 2

j
ii A B a           

  2 2 2
2

1 1
(1 ) 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2

2 2
jK x F j p j p x                   

 
  (5.6) 

Можно проверить, что если 1( )K x  и 2 ( )K x  подставить в уравнение (4.3), то в ре-

зультате получим две независимые функции 1( )M x  и 2 ( )M x  соответственно, которые 

удовлетворяют уравнению (4.7) для ( )M x .  
В свою очередь, уравнение (4.7) для ( )M x  факторизуется так:  

 
2 2 2 2 2 2

2 2

1 3 7 ( ) 1 9 9 6
( ) 0

2 1 4 1 (1 )

d d x p a p a a
g x

dx x x dx x x x

                      
  (5.7) 

где  

 
2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 3 1 1 1
( ) ( )

2 1 4 1 (1 )

d d p a p a a
g x M x

dx x x dx x x x

                     
  (5.8) 

Уравнение ( ) 0g x   также решается в гипергеометрических функциях. С использова-

нием подстановки ( ) (1 ) ( )C DM x x x F x   получаем:  

  21 1 1
0 4 1 ( ) ( )

2 4 4
C D a F x F x                   (5.9) 

 
1 1 1

2
2 2 2 2 2

p p
C D C D C                   (5.10) 

Только два выбора параметров ведут к конечным в точках 0  1x    решениям:  
  1 2 2C D j        
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  1 2 2
3 (1 ) 1 2 1 2 3 2

2 2
j p p

M x x F j j x                
 

  (5.11) 

  ( ) 0 2iv C D j       

  2
4 (1 ) 2 1 2 2 1 2 1 2

2 2
j p p

M x F j j x                 
 

  (5.12) 

Легко проверить, что, подставив 3( )M x  и 4 ( )M x  в уравнение (4.4), получим две 

независимых функции, соответственно 3 ( )K x  и 4 ( )K x , которые удовлетворяют уравне-

нию (4.6) для ( )K x . Затем можно убедиться, вычисляя вронскиан для четверки реше-

ний, что решения 1 2 3 4   K K K K    являются линейно независимыми, и, следовательно, 

они образуют систему фундаментальных решений уравнения (4.6), т.е. дают общее ре-
шение задачи. Аналогично утверждение верно и для четверки решений 

1 2 3 4   M M M M   , дающих общее решение уравнения (4.7).  

Накладывая требования полиномиальности решений (это достигается обрывани-
ем гипергеометрических рядов до полиномов с помощью условия n   ), получаем 
явное описание четырех типов связанных состояний частицы Дирака – Кэлера в сфери-
ческом пространстве Римана: 
  2 2

(1)( ) ( 2 2 ) 1 0 1 2i p j n n            

  2
1 1( ) (1 ) ( 2 3 2 ) ( )jK x x x F n j n x M x             (5.13) 

  2 2
(2)( ) ( 1 2 ) 1 0 1 2ii p j n n            

  2
2 2( ) (1 ) ( 1 1 2 ) ( )jK x x F n j n x M x             (5.14) 

  2 2
(3)( ) ( 2 ) 0 1 2iii p j n n          

  2
3 ( ) (1 ) ( 2 3 2 )jM x x x F n j n x            (5.15) 

  2 2
(4)( ) ( 1 2 ) 0 1 2iv p j n n           

  2
4 ( ) (1 ) ( 1 1 2 )jM x x F n j n x            (5.16) 

сопутствующие функции 1( )M x , 2 ( )M x  и 3 ( )K x , 4 ( )K x  задаются соотношениями:  

 
2

1 2 1

(1 ) 3
( ) ( ) 2 ( 1) 1 2

2( 1)

jx
i M x n x F n j n x

j j

              
 

  2 1

3
( 2 ( 1) 1) 2

2
jx n x x F n j n x

              
  (5.17) 

 
2

2 2 1

(1 ) 1
( ) ( ) 2 ( 1) 1 1

2( 1)

jx
ii M x n x F n j n x

j j x

              
 

  2 1

1
( 2 ( 1)) 1

2
jx n x F n j n x

            
  (5.18) 

 
2

3 2 1

(1 ) 3
( ) ( ) 2 ( 1) 1 2

2( 1)

jx
iii K x n x F n j n x

j j

              
 

  2 1

3
(( 2) 2 ( 1) 1) 2

2
j x n x F n j n x

              
  (5.19) 

 
2

4 2 1

(1 ) 1
( ) 2 ( 1) 1 1

2( 1)

jx
K x n x F n j n x

j j x
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  2 1

1
(( 1) 2 ( 1)) 1

2
j x n x F n j n x

             
  (5.20) 

Выбранные решения (5.13)–(5.16) определяют четыре набора решений, которым 
соответствуют дискретные спектры энергии частицы Дирака – Кэлера. Найденные ре-
шения (волновые функции и спектр энергии) демонстрируют существенные отличия 
от случая обычной дираковской частицы в сферическом пространстве Римана. 

Явный вид уравнения Дирака в этой геометрической модели следующий:  

  0 3 1
0 .

sin
i i m

t r r            
  (5.21) 

Общая структура волновых функций, отвечающих диагонализации оператора полного 
момента дираковской частицы, имеет вид  

 

1 1 2

2 1 2

3 1 2
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где функции Вигнера [35] обозначены как ( 0)J
mD D       ; J  принимает полуцелые 

значения: 1 2 3 2J        Опуская детали вычислений [34], приведем спектр энергии для 
дираковской частицы в сферическом пространстве  
  2 2 2( 1)m n J        (5.23) 
или в обычных единицах измерения  

 
2 2

2 2 4 2
2

( 1)
c

E m c n J


    


  (5.24) 

где   обозначает радиус кривизны сферического пространства Римана.  
Все четыре серии энергетических уровней для частицы Дирака – Кэлера (5.13)–

(5.16) отличаются от спектра энергии дираковской частицы (5.24). Можно также отме-
тить, что 2 2

(2) (1)p p , 2 2
(4) (3)p p , если j  сдвигается на единицу: 1j j  . Однако соот-

ветствующие волновые функции различаются и, следовательно, представляют различ-
ные состояния. Таким образом, спектр энергии частицы Дирака – Кэлера состоит из двух 
различающихся серий уровней энергии. Найденный спектр энергии для частицы Дира-
ка – Кэлера в сферическом пространстве Римана существенно отличается от спектра 
энергии обычной дираковской частицы в этом пространстве. Спектр энергии для части-
цы Дирака – Кэлера существенно более сложный. Ни один из найденных уровней энер-
гии не совпадает с уровнем энергии обычной частицы Дирака в сферическом простран-
стве Римана. 
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Ishkhanyan A.M., Florea O., Ovsiyuk E.M., Redkov V.M. Dirac − Kähler Particle in Riemann 

Spherical Space: Boson Interpretation, Exact Solutions 
 
We construct the exact general solution of the Dirac – Kähler equation for the case of the spherical 

Riemann space of constant positive curvature. In the case of the minimal value of the total angular momentum, 
0j  , the radial equations are reduced to second-order ordinary differential equations, which are solved in 

terms of the hypergeometric functions. For non-zero values of the total angular momentum, the radial equations 
are reduced to a pair of complicated fourth-order differential equations. Employing the factorization approach, 
we derive the general solution of these equations involving four independent fundamental solutions written in 
terms of combinations of the hypergeometric functions. The corresponding discrete energy spectrum is then de-
termined via termination of the involved hypergeometric series, resulting in quasi-polynomial wave-functions. 
The constructed solutions lead to notable observations when compared with those for the ordinary Dirac parti-
cle. 
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СЕТЕВАЯ СИСТЕМА УПРАВЛЕНИЯ 
МЕТЕОРОЛОГИЧЕСКИМ СОСТОЯНИЕМ ПОМЕЩЕНИЯ 

 
В основе настоящей работы лежит концепция вычислительной сети физических объектов, по-

лучившая название «Интернет вещей». Работа посвящена управлению микроклиматом на основе мик-
роконтроллерной лаборатории на базе платы Arduino. Микроконтроллерная лаборатория включает две 
составляющие: аппаратную и программную. Статья содержит описание результатов проектирования 
некоторых аппаратных компонентов системы управления микроклиматом. В работе представлены: 
структурная и принципиальные схемы, разработанные в процессе реализации сетевой системы; описан 
способ подключения шагового двигателя средней мощности к плате Arduino; приведены примеры про-
граммных кодов управления модулем нагрузки и шаговым двигателем. 

 
«Интернет вещей» (Internet of Things, IoT) [1] – одно из наиболее перспективных 

и популярных сегодня направлений развития информационных технологий. Смысл его 
заключается в тесной интеграции реального и виртуального миров. Считается, что в бу-
дущем вещи станут активными участниками информационных и социальных процес-
сов, смогут взаимодействовать и «общаться» не только с людьми, но и между собой, 
обмениваясь информацией об окружающем мире без участия человека. Сегодня эта те-
матика вызывает интерес не только потребителей, но и ведущих ИT-компаний [2]. 

Настоящее исследование посвящено проектированию сетевой системы управле-
ния метеорологическим состоянием на основе микроконтроллерной лаборатории. В ка-
честве основного управляющего компонента лаборатории выбрана плата Arduino c од-
ноименной интегрированной средой разработки (IDE) [3–5]. Цель работы – создать се-
тевую программно-аппаратную систему для управления микроклиматом. Для достиже-
ния указанной цели необходимо решить ряд задач, связанных с проектированием аппа-
ратной и программной составляющих указанной системы. 

Первая составляющая (аппаратная) представлена набором электронных элемен-
тов для контроля за температурой, влажностью и другими климатическими параметра-
ми. В качестве дополнительных параметров контроля могут выступать уровень радиа-
ции и (или) теплового излучения, состав воздуха и (или) скорость его перемещения, 
освещенности, давления и др. Кроме Arduino в состав аппаратной составляющей вклю-
чены платы расширения (Shields). Примером такой платы является Ethernet Shield [6] 
для поддержания Ethernet интерфейса. 

Вторая составляющая (программная) представлена сетевым приложением для 
управления аппаратной составляющей. 

Под «микроконтроллерной лабораторией» будем понимать совокупность аппа-
ратной и программной составляющих единой системы, управление которой осуществ-
ляется средствами микроконтроллера(-ов). В общем случае микроконтроллерная лабо-
ратория может быть использована для решения различных практических задач: конт-
роль микроклимата, управление роботами или беспилотными аппаратами, производ-
ственными процессами и т.д. 

Микроклимат [7] – это метеорологические условия внутренней среды помеще-
ния, которые определяются действующими на живой организм физическими фактора-
ми (освещенность, атмосферное давление, состав воздуха и др.). Ниже представлены 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2015 2828

результаты проектирования компонентов системы обеспечения микроклимата ограни-
ченного пространства. Управление микроклиматом требует анализа многих физических 
факторов. В отдельном экспериментальном случае такими факторами выбраны темпе-
ратура и влажность. 

Таким образом, управление микроклиматом включает контроль за состоянием 
выбранных параметров. Пусть имеется помещение, в котором нужно поддерживать за-
данную температуру, влажность в соответствии с программой на протяжении конечно-
го промежутка времени. Контроль параметров должен происходить с использованием 
вычислительной сети. 

Первичный анализ постановки задачи показывает, что функционирование сете-
вой системы управления микроклиматом сводится к измерению состояния температуры 
и влажности с помощью соответствующих датчиков и изменению перечисленных па-
раметров при помощи соответствующих устройств. Анализ задач создания микро-
контроллерной лаборатории для управления микроклиматом позволил представить ее 
решение следующей структурной схемой (рисунок 1). 

Стабилизатор 
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    50 Гц

 
Рисунок 1. – Структурная схема сетевой системы управления 

микроклиматом помещения 
 

Анализ первоисточников по теме исследования позволил уточнить структурную 
схему. Детализированная структурная схема микроконтроллерной лаборатории пред-
ставлена на рисунке 2. 
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Рисунок 2. – Детализированная структурная схема микроконтроллерной лаборатории 
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Опишем результаты проектирования отдельных компонентов, представленных 
на детализированной структурной схеме. Одним из обязательным компонентом лабора-
тории является блок питания. Блок питания должен обеспечивать выходные напряже-
ния +24 В, +10 В, +12 В и ~230 В. Условия универсальности изготовления блока пита-
ния состоит в том, что в его состав должны входить распространенные элементы. 

Для реализации блока питания применен обычный понижающий трансформа-
тор, напряжение на вторичной катушке которого равно ~24 В и сила тока составляет 
2 А. Для получения напряжения ~13 В на понижающем трансформаторе использована 
дополнительная катушка из медного провода сечением 0,5 мм с числом витков 80. 
Принципиальная схема блока питания показана на рисунке 3. 

 
Рисунок 3. – Принципиальная схема блока питания 

 

Как видно из схемы, для получения +10 В из ~13 В использован стабилизатор 
на микросхеме L7810cv [8], а для получения напряжения +24 В – L7824cv [9]. 

Результат проектирования блока питания представлен на фото (рисунок 4). 
 

 
Рисунок 4. – Блок питания 
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Необходимым узлом микроконтроллерной лаборатории является устройство уп-
равления нагрузкой. Устройство управления нагрузкой представлено набором реле. 
Принципиальная схема модуля управления нагрузкой показана на рисунке 5. Реле име-
ет управляющее напряжение +5 В и коммутируемое напряжение до 250 В. Приведен-
ным характеристикам удовлетворяет реле HF115F [10]. Управляющий сигнал поступает 
через биполярный p-n-p транзистор КТ3107 (аналог BC556, BC307) [11], который ис-
пользуется в качестве ключа. Модуль управления нагрузкой снабжен светодиодной ин-
дикацией, которая показывает состояние каждого реле. 

 

 
Рисунок 5. – Принципиальная схема модуля управления нагрузкой 

 

Изготовленный модуль управления нагрузкой представлен на фото (рисунок 6). 

 
 

Рисунок 6. – Модуль управления нагрузкой 
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Управление каждым компонентом аппаратной составляющей микроконтроллер-
ной лаборатории предполагает написание соответствующих программ. Программа, 
написанная в среде программирования Arduino, называется скетч (sketch) [12]. 

Пример кода скетча для управления нагрузкой приведен в листниге 1. 
 

Листинг 1. – Пример программного кода управления нагрузкой. 
 

int Relay1 = 3; 
int Relay2 = 4; 
int Relay3 = 5; 
int Relay4 = 6; 
int Relay5 = 7; 
 
 void setup() { 
  pinMode(Relay1, OUTPUT); 
  pinMode(Relay2, OUTPUT); 
  pinMode(Relay3, OUTPUT); 
  pinMode(Relay4, OUTPUT); 
  pinMode(Relay5, OUTPUT); 
 } 
 void loop() { 
  digitalWrite(Relay1, LOW);   // реле1 включено 
  digitalWrite(Relay3, LOW);   // реле3 включено 
  digitalWrite(Relay5, LOW);   // реле5 включено 
  delay(2000);                
  digitalWrite(Relay1, HIGH);  // реле1 выключено 
  digitalWrite(Relay3, HIGH);  // реле3 выключено 
  digitalWrite(Relay5, HIGH);  // реле5 выключено 
  delay(2000);     
  digitalWrite(Relay2, LOW);    
  digitalWrite(Relay4, LOW)  
  delay(2000);                
  digitalWrite(Relay2, HIGH);   
  digitalWrite(Relay4, HIGH); 
  delay(2000); 
 } 
 
Еще одним элементом лаборатории, требующим программного управления, яв-

ляется шаговый двигатель. Для управления шаговым двигателем необходимо сформи-
ровать управляющие напряжения, с заданной временной зависимостью, которое посту-
пает на выводы его обмоток. Задачу формирования управляющих напряжений выпол-
няет микроконтроллер ATmega328p [13]. Он является основной микросхемой платы 
Arduino [14]. 

Сформированные микроконтроллером управляющие напряжения поступают 
на контроллер шагового двигателя. В качестве контроллера могут быть использованы 
L293, ULN2003, A3967SBL и т.д. [15]. Нами выбран контроллер ULN2003A [16; 17]. 
Разработанная принципиальная схема подключения шагового двигателя показана 
на рисунке 7. 
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Рисунок 7. – Принципиальная схема контроллера шагового двигателя 
 

Шаговый двигатель и контроллер представлен на фото (рисунок 8). 

 
 

Рисунок 8. – Шаговый двигатель и контроллер в сборе 
 

Пример кода скетча для управления шаговым двигателем приведен в листниге 2. 
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Листинг 2. – Пример программного кода управления шаговым двигателем. 
 

#include <Stepper.h> 
const int stepsPerRevolution = 500;  //количество шагов 
Stepper myStepper(stepsPerRevolution, 8,9,10,11); 
void setup() { 
myStepper.setSpeed(10); 
Serial.begin(9600); 
} 
void loop() { 
Serial.println("clockwise"); 
myStepper.step(stepsPerRevolution);   //вращение по часовой стрелке 
delay(1000); 

Serial.println("counterclockwise"); 
myStepper.step(-stepsPerRevolution); // против часовой стрелки 
delay(1000); 

} 
 
Реализацию аппаратной составляющей микроконтроллерной лаборатории управ-

ления микроклиматом можно считать в основном законченной. Для достижения конеч-
ной цели требуется представить программные коды управления отдельными компонен-
тами. Весьма перспективным, по нашему мнению, может быть включение в состав мик-
роконтроллерной лаборатории компонентов контроля и управления такими физически-
ми параметрами, как радиация, тепловое излучение, состав и скорость перемещения 
воздуха, освещенность и т.д. Эти задачи решаются увеличением количества датчиков 
и не требуют принципиальных изменений в составе описанной системы. 
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Kazinski A.A., Tsanda A.V. Network Management System Weather Condition of the Premises 
 
At the core of this work is the concept of the computer network of physical objects, called «Internet of 

Things». The work is devoted to the climate control on the basis of laboratory microcontroller board based on 
Arduino. Microcontroller lab includes two components: hardware and software. The article contains a descrip-
tion of the results of designing some hardware components of the system for climate control. The paper presents: 
the structure and concepts developed during the implementation of the network system; describes a method for 
connecting stepper motor average power to the board Arduino; examples of program code module control a 
stepper motor and load. 
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КРИСТАЛЛИЗАЦИЯ КЛАСТЕРНЫХ ЖИДКОСТЕЙ 
(СТАТИСТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ) 

 
Кластерными системами называются жидкости (газы), в которых имеются области (класте-

ры) с атомно-молекулярным взаиморасположением с симметрией существенно более высокой, чем 
в среднем объеме. Отношение числа всех атомов, находящихся в кластерах, к общему числу атомов 
называется степенью кластеризации. Рассмотрена зависимость степени кластеризации от темпера-
туры расплава и потенциала межатомного взаимодействия. 

 
Введение 
Конденсированные состояния как атомно-молекулярные системы (АМС), в кото-

рых расстояния между атомами соизмеримы с размерами атомов, до недавнего времени 
подразделялись на 2 группы: кристаллы и некристаллы. Последние часто называли 
аморфными веществами. В настоящее время известно гораздо больше АМС. Кристал-
лы – это объекты с трансляционным (регулярным) расположением атомов по всем 
направлениям. Если регулярность сохраняется во всем объеме атома, то он называется 
монокристаллом. Если монокристалл диспергирован на достаточно большое число мел-
ких кристаллов, ориентация кристаллографических направлений  uvw  и нормалей 

к плоскостям  hkl  ориентированы независимо, то такие объекты – поликристаллы. Ес-

ли в поликристаллах  uvw  и нормали к  hkl  имеют преимущественное направление, 
то говорят о текстурах. 

Среди некристаллических объектов сейчас известны следующие. Стекла – это 
АМС, затвердевшая без кристаллизации. Если регулярность расположения атомов со-
храняется только для одного или двух направлений в пространстве, то говорят об OD-
структурах (от order-disorder – порядок-беспорядок). Если АМС в жидкостях соответ-
ствуют OD-структурам, то говорят о жидких кристаллах, которые подразделяют на не-
матические, смектические и холестерические типы. В жидкостях могут возникнуть объ-
единения атомов (молекул) со взаимным упорядочением более высоким, чем в среднем 
по всему объему объекта. Такие более симметричные области называются кластерами 
(от англ. cluster – гроздь), а соответствующая жидкость (или стекло) называется клас-
терной системой. 

Межатомная взаимоконфигурация в жидкостях отличается от той, что соответст-
вует закристаллизованной фазе. При резком охлаждении (капельная или спиннинговая 
методики) возникают АМС с некристаллографической локальной симметрией и с псев-
додальним порядком. Эти вещества получили название квазикристаллов. 
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При низкотемпературной сублимации углеродных паров возникает новая фаза 
углерода с молекулами сферического типа, на внешней координационной сфере кото-
рых расположены гексагональные и пентагональные углеродные кольца. Эти АМС по-
лучили названия фуллеренов. 

АМС, атомы в которых расположены регулярно вдоль прямолинейных ветвя-
щихся ломаных отрезков, получили название фронтальных кластеров или фракталов. 
Если при диспергировании макроразмерных полуфабрикатов размеры частиц находят-
ся в наноразмерном диапазоне (метод сверху) или выращиванием из раствора, расплава 
(метод снизу) получена новая фаза АМС, названная наночастицами. Наночастица обла-
дает двумя свойствами. Первое – наличие поверхности, второе – численное значение 
параметров физических свойств начинает зависеть от размера частиц. Не всякий нано-
размерный объект можно отнести к наночастице. Например, кластеры, квантовые точ-
ки, ямы, нити и т.п. наночастицами не являются. 

 
Кристаллизация кластерных жидкостей 
Вода, водные растворы, расплавы различных металлов являются типичными 

кластерными системами. Кластеры не являются устойчивыми системами. Возникший 
кластер может разрушаться, но при этом в других участках жидкости возникает новый 
кластер. Для описания кластерных систем рассмотрим следующие параметры. Число 
атомов в единице объема обозначим N , среднее число атомов в кластере равно m , 
а число кластеров в единице объема равно n . На рисунке 1 приведены примеры микро-
фотографий металлических и полупроводниковых закристаллизованных пленок. 

 

 
а – сферические частицы металлического висмута, б – частицы меди, 
в – порошок оксида алюминия, г – однородные наночастицы серебра 

 

Рисунок 1. – Электронно-микроскопические фотографии 
 
Используя статистическую модель, можно рассчитать зависимость степени кла-

стеризации  q  от температуры и параметров межатомного взаимодействия. Коэффи-
циент Q  определяется из условия: 

N

nm
q


 .            (1) 

Рассмотрим кластерную жидкость, т.е. VC TTT  , где CT , VT  – температуры 

кристаллизации и испарения (кипения) жидкости. Если F  – свободная энергия едини-
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цы объема кластерной системы, E  – внутренняя энергия, T  – температура объекта, 
S  – энтропия системы, то для анализируемой АМС применимо уравнение: 

TSEF  .      (2) 
Рассмотрим наиболее, на наш взгляд, сложный параметр – энтропию, которая 

определяется условием [1]: 
lnkS  ,      (3) 

где k  – постоянная Больцмана,   – общее число состояний системы. 
Общее число состояний определяется следующим условием: 

4321   .     (4) 

Число состояний 1  определяет число вариантов размещения N  атомов в клас-
терной системе, равной mn . 

   !mNN!mn

!N
C mn

N 
1     (5) 

В одном кластере размещается m  атомов. Число вариантов таких размещений равно 2 : 
 
 !mmn!m

!mn
C m

mn 
2     (6) 

Образовавшиеся n  кластеров могут создавать различные конфигурации в объ-
еме (единичном). Число таких состояний: 

!nPn 3 .      (7) 

Число вариантов размещения атомов в кластере равно: 
!mPm 4 .      (8) 

Подставим (5–8) в (4): 

   !mmn!mnN

!n!N


 .    (9) 

Следовательно, энтропия: 

    









!mmn!mnN

!n!N
lnkS .   (10) 

Рассмотрим  !Mln  при условии 1M . В этом случае применима формула 
Стирлинга: 

   1 MlnM!Mln .    (11) 
Условие (10) с учетом (11) примет вид: 

        
    }mmnlnmmn

nmNlnmnNnlnnNlnN{kS

1

111




  (12) 

Внутренняя энергия системы определяется суммой кинетических K  и потенци-
альных  P  энергий атомов 

PKE  .          (13) 
Так как кинетическая энергия атома в кластерном расплаве равна kT3 , то: 

NkTK 3 .      (14) 
Потенциальная энергия определяется потенциалом парного взаимодействия 

между атомами в кластере  0U , потому что для атомов, находящихся в некластерном 

состоянии, кинетическая энергия превышает потенциал взаимодействия. Кроме того, 
учтем, что потенциал взаимодействия имеет знаки «минус». Т.е. при использовании 
модуля 0U  формула (13) примет вид [2]: 
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02

1
3 mnUNktE  .     (15) 

Формула (2) с учетом (12-15) примет вид: 

        

    }mmnlnmmn

nmNlnmnNnlnnNlnN{kTU
mn

NkTF

1

111
2

3 0




 (16) 

Введем обозначения для слагаемых, не зависящих от m , n : NkTA 3 , 02

1
UB  , 

 1 NNC . В этом случае формула (3) примет вид: 

           ln 1 ln 1 ln 1F A mnB kT C n n N mn N mn mn n mn n                (17) 

При фиксированной температуре равновесие системы достигается вследствие 
вариации параметров  n,m . Следовательно, для равновесного расплава выполняется 
соотношение (при constT  ): 

0







m

F

n

F
,      (18) 

       01 



nmnlnmmnNlnmnlnkTBm
n

F
. (19) 

Так как 1m  и nlnm  , то (19) можно представить в виде 

  0
1

 mnlnmnNlnB
kT

.   (20) 

Поскольку:  
q

q
ln

mn

mnN
lnmnlnnmNln







1
, где q  введено (1) и определяет сте-

пень кластеризации расплава. Тогда условие (20) примет вид: 

q

q
ln

kT

B 


1
.     (21) 

С другой стороны,     0



nmnlnnnmNlnn
kT

Bn

m

F
. С учетом 

    mnmnnmn  1 : 

q

q
ln

mn

mnN
ln

kT

B 





1
.    (22) 

Полученная формула полностью совпадает с выражением (21). Это говорит о не-
противоречивости рассматриваемой статистической модели кластеризации. 

Итак, связь между степенью кластеризации q, энергией межатомного взаимодей-
ствия и температурой расплава имеет вид 










kT

U
exp

q

q

2

1 0 ,     (23) 

или      











kT

U
exp

q

2
1

1

0

.       (24) 

Из этой формулы следует, что наибольшая степень кластеризации наблюдается при T  
близких к CT , а наименьшее при VTT  . Изменения  Tqq   носят монотонный харак-

тер и схемы изменений указанной функции приведена на рисунке 2. 
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Рисунок 2. – Схема функции q(T) 
 

Из рисунка 2 следует, что эта функция является монотонно убывающей с ростом 
температуры. В работе [3] на основе несколько иной модели описания потенциала меж-
атомного взаимодействия была получена аналогичная зависимость, из которой следо-
вало, что  VTq . Однако кластеры могут существовать не только в расплавах с темпера-
турами, близкими к точке кипения, но и в газовой среде [4]. Так как в кластерах атомы 
находятся в состоянии плотнейшей упаковки, причем степень кластеризации уменьша-
ется с ростом температуры, то становится понятным, почему можно получить квази-
кристаллы при резком неполном охлаждении. Кластеризация металлических расплавов, 
как и других кластерных жидкостей (например, воды), приводит к возникновению по-
ликристаллических систем. Монокристаллы этих объектов с размерами порядка ì210  
получить очень трудно [5]. 

 

Заключение 
Предложенная статистическая модель расчета изменения степени кластеризации 

 q  может быть использована для анализа любых кластерных жидкостей. Модель поз-
воляет найти максимальное и минимальное значения q , выбрать наиболее оптималь-
ную температуру расплава для получения объектов методом резкого охлаждения и 
объясняет, почему при таких методах можно получить квазикристаллические объекты. 
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Cluster system called liquid (gas) in which there are areas (clusters) with the atomic and molecular 
symmetry with the interposition of a significantly higher than average volume. The ratio of the number of atoms 
in the clusters to the total number of atoms is called the degree of clustering. Was considered the degree of clus-
tering of the temperature of the melt and the interatomic interaction potential. 
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ОБ ОПИСАНИИ СТРУН 
НА ОСНОВЕ БЕЗМАССОВОГО УРАВНЕНИЯ ДИРАКА – КЭЛЕРА 

 
Даны тензорная и матричная формулировки релятивистского волнового уравнения, обеспечива-

ющего совместное описание электромагнитного поля (фотона) и безмассового поля Кальба – Рамонда 
с нулевой спиральностью (нотофа). Показано, что данное уравнение является частным случаем систе-
мы уравнений Дирака – Кэлера. Этот результат открывает новые возможности применения поля Ди-
рака – Кэлера в теории струн. 

 
1. Введение 
Как известно (например, 1), в теории струн рассматриваются два типа струн: 

открытые и замкнутые. Взаимодействие замкнутых струн осуществляется посредством 
безмассового поля с нулевой спиральностью. Концы открытых струн представляют со-
бой точечные электрические заряды противоположного знака (полюса). Следователь-
но, взаимодействие открытых струн должно осуществляться посредством скалярного 
и векторного полей, последнее из которых отождествляется с обычным электромаг-
нитным полем. А поскольку струна является единым физическим объектом, создавае-
мые ею поля должны описываться совместно, т.е. на основе не распадающейся 
по группе Лоренца системе уравнений. 

В настоящей работе исследуется возможный способ такого описания в про-
странстве размерности 4d  . 

 
2. Тензорная формулировка 
Простейшим претендентом на феноменологическое описание объединенного по-

ля открытой струны в четырехмерном пространстве может служить следующая система 
тензорных уравнений первого порядка: 

0 0 ,                  (1) 

  0 ,j                   (2) 

  0 ,                      (3) 

где скалярная 0  и векторная   функции являются потенциалами поля; антисиммет-

ричный тензор второго ранга    – напряжённость; j  – вектор плотности тока, соот-

ветствующего концам струны. 
Очевидно, что систему (1)–(3) можно трактовать как десятимерную формули-

ровку уравнений Максвелла, дополненную скалярной функцией 0  и, соответственно, 

уравнением (1), которое имеет здесь смысл условия калибровки Фейнмана, содержаще-
гося непосредственно в самой системе. 

Подействуем на уравнение (2) оператором  . Учитывая антисимметрию тензо-

ра   , получим уравнение второго порядка для скалярной функции 

0 .j   �               (4) 
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Однако поскольку ток, создаваемый движением точечных зарядов, сохраняется 

 0j   , уравнение (4) принимает вид  

0 0. �               (5) 

Отсюда следует, что поле 0  не «чувствует» источника j , не зависит от него. 

Поэтому для описания электромагнитного взаимодействия точечных зарядов присут-
ствие функции 0  в системе (1)–(3) является излишним. 

Данный вывод находится в соответствии с результатами работы [2], где на вто-
рично-квантованном уровне показано, что функция 0  в свободной (в отсутствие ис-

точников) системе (1)–(3) играет роль калибровочной функции и физического поля 
не описывает. 

Если же иметь в виду струну, то ситуация становится существенно иной. В слу-
чае взаимодействия открытых струн мы имеем два типа источников [1]: векторный j  

и тензорный  j  , создаваемый телом струны (body string). При этом между ними су-

ществует связь [1] 

  ,j j                  (6) 

и ток  j  , как следует из (6), вообще говоря, не сохраняется: 

  0,j    если 0.j              (7) 

В случае же замкнутых струн 
0,j     0.j               (8) 

Для того, чтобы струны в уравнениях (1)–(3) стали реальностью, необходимо 
ввести в эти уравнения источник  j  . Но при этом возникает затруднение, связанное 

с тем, что поле 0  является скалярным, а источник  j   – тензорным. 

Решение данной проблемы мы найдём, если обратимся к работе сорокалетней 
давности Огиевецкого и Полубаринова [3]. В этой работе было показано, что безмассо-
вое поле со спиральностью 0 может описываться тензор-потенциалом   . Не приво-

дя явного вида уравнений, которым подчиняется   , отметим главное: из шести 

компонент квантованного поля    независимой остаётся лишь одна, например,  12 . 

Квант этого поля был назван в [3] нотофом. Физических приложений для нотофа в то 
время найдено не было. Впоследствии поле нотофа получило в литературе название 
поля Кальба – Рамонда, так как было «переоткрыто» в иной формулировке и иной связи 
в работе [1]. 

Таким образом, между описаниями безмассового поля со спиральностью 0 по-
средством скалярной функции 0  и тензор-потенциалом    существует определён-

ный дуализм. Отсюда напрашивается идея перейти от системы (1)–(3) к дуально сопря-
жённой системе, в которой роль скалярного поля будет выполнять тензор-потенциал 

  . Такую систему для случая отсутствия источников можно получить, если в тен-

зорной формулировке обобщённого уравнения Дирака – Кэлера [4] 

0 0,p       
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           0,q                      

  0 0,r             

           0,s                       

      0m                   

выбрать параметры 
1,r s          0.p q m    

В результате имеем уравнения 
 0,                (9) 

         0,                       (10) 

  0 0,                   (11) 

          0,                          (12) 

  0.                      (13) 

Будем рассматривать функции   и    здесь в качестве потенциалов, 

а    как напряжённость. 

Важно отметить, что система (9)–(13) исследовалась в ряде других работ (напри-
мер, [5; 6]), но не в связи с описанием струн, поскольку вектор   в этих работах рас-

сматривался как напряжённость. Предлагаемая нами трактовка величин   в качестве 

потенциалов имеет принципиальное значение, если мы хотим описывать с помощью 
(9)–(13) именно струны. В данной трактовке потенциал   описывает поле полюсов 

открытой струны, а    – поле, создаваемое телом струны. 

Выясним теперь смысл скалярной функции 0  в системе (9)–(13). Нетрудно 

убедиться, что данная система, как и напряжённость   , остаётся инвариантной от-

носительно калибровочных преобразований 

 ,x                 (14) 

 0 0 ,x              (15) 

где калибровочная функция  x  удовлетворяет свободному уравнению Даламбера 

   0.x �            (16) 

Действуя на уравнение (11) оператором   и учитывая (9), получим, что функ-

ция 0  удовлетворяет аналогичному уравнению 

 0 0. �            (17) 

Введение источников j ,  j   в систему (9)–(13) не влияет на эти результаты. 

Следовательно, не уменьшая общности, можно рассматривать функцию 0  как калиб-

ровочную и выбрать 
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0 0.              (18) 

При выборе калибровки (18) система (9)–(13) с учётом наличия источников при-
нимает вид: 

   0,               (19) 

        0,                        (20) 

          0,                          (21) 

    .j                      (22) 

Уравнение (9) исчезло из системы (19)–(22), поскольку оно автоматически вытекает 
из уравнения (19). 

Выражая из уравнения (21) тензор    и подставляя его в (20), получаем урав-

нение второго порядка 

        0,                          

эквивалентное уравнению Даламбера 

  0. �             (23) 

Уравнение (23) показывает, что поле    не реагирует на наличие источни-

ков струнного типа. Следовательно, если ограничиться рассмотрением только струн, 
то поле    также можно исключить из системы (19)–(22). Вместе с ним исключа-

ется уравнение (20), автоматически вытекающее из (21) при условии 
   0.             (24) 

 В результате получаем систему уравнений 

  0,                (25) 

        0,                      (26) 

    .j                      (27) 

Система (25)–(27) не распадается в смысле группы Лоренца. Уравнение (27) 
здесь трактуется как уравнение движения; (26) – выражение для напряжённости    

через потенциалы   ; уравнение (25) устанавливает связь между потенциалами 

   и  , т.е. выступает как своего рода условие калибровки, включенное на равных 

в исходную систему уравнений. 
Здесь необходимо сделать следующие два замечания. 
Во-первых, в системе (25)–(27) отсутствует в явном виде составляющая напря-

жённости поля открытой струны, которая соответствует полюсам струны. Её можно 
ввести посредством обозначения 

.F                   (28) 

В этом случае уравнение (27) принимает вид 

     F j                (29) 

и содержит только наблюдаемые величины (напряжённости и ток), как и должно быть 
в уравнении движения. 
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Во-вторых, в (25)–(27) не фигурирует явно ток j , соответствующий полюсам. 

Он появляется при переходе к уравнениям второго порядка. Действуя на уравнение (26) 
оператором   и подставляя полученное таким образом выражение для производной 

    через потенциалы    в уравнение (27), получим 

    .j   �            (30) 

Аналогично, действуя на уравнение (27) оператором  , с учётом соотношения 

0   , вытекающего из (25), и определения (6), будем иметь 

.j   �             (31) 

Рассмотрим частные случаи системы (25)–(27). Для замкнутой струны имеем 
0  . В результате находим: 

        0,                      (32) 

    .j               (33) 

Уравнение 

  0,               (34) 

вытекающее из (25) при 0  , приобретает статус условия калибровки, связанного 

с инвариантностью системы (32), (33) относительно калибровочных преобразований 

    ,                     (35) 

и поэтому не включается в систему (32), (33) в качестве независимого уравнения. 
Наконец, если в (25)–(27) отбросить тензор-потенциал    и, соответственно, 

напряжённость   , то останется уравнение 

    ,j               

которое после свёртки с оператором   с учётом обозначения (28) принимает вид 

  .F j              (36) 

Совместно с (28), рассматриваемым уже как уравнение, (36) образует обычную десяти-
мерную формулировку уравнений Максвелла, как и должно быть. 

Выпишем ещё лагранжиан системы (25)–(27): 

       

          

2

2

1 1 1

2 2 6
1

.
12

L

j

       

     

     

   

        

    
     (37) 

 
3. Матричная формулировка 
Любая линейная система дифференциальных уравнений первого порядка с по-

стоянными коэффициентами может быть представлена в матричной форме. Сказанное 
относится и к системам уравнений, описывающим элементарные частицы. В работах 
[7; 8] показано, что свободные безмассовые частицы (поля) описываются универсаль-
ной формой 
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   0 0,x                (38) 

где ,  0  – квадратные матрицы  0det 0  ;  x  – многокомпонентная волновая 

функция, преобразующаяся по некоторому приводимому представлению группы Ло-
ренца. Матричная форма удобна, в частности, при исследовании спиновых свойств 
(спиральности) частиц. 

Для того, чтобы представить систему (25)–(27) в виде (38), перепишем её пред-
варительно следующим образом: 

  0,                (39) 

 
1

0,
2                  (40) 

0                        (41) 

(ограничимся случаем отсутствия источников). Здесь 

 
1

3!      –           (42) 

аксиальный вектор, дуальный тензору   ;   – тензор Леви-Чивита  1234 i   . 

В тензорном базисе 

  , ,        – столбец         (43) 

матрицы , 0  системы (39)–(41), записанной в форме (38), имеют вид 

        ,
2

i
e e e e       

      
       (44) 

0 ,e e     
           (45) 

где ABe  – элементы полной матричной алгебры [9];  , , ,A B      – собирательные 

индексы, пробегающие значения от 1 до 14. 
Для установления спиновой структуры релятивистского волнового уравнения 

(РВУ) с волновой функцией (43) и матрицами  (44), 0 (45) перейдём в канонический 

базис [10]. Схема зацеплений неприводимых представлений группы Лоренца, на кото-
рой базируется рассматриваемое РВУ, такова: 

 

   

1 1
,

2 2

0, 1 1, 0 .

1 1
,

2 2

 
 
 

 
 
 

      (46) 
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В схеме (46) представления 
1 1

, ,
2 2

 
 
 

 
1 1

, ,
2 2

 
 
 

   0,1 1,0  отвечают вектору 

 , псевдовектору   и антисимметричному тензору   . В каноническом базисе 

для матрицы 4 , играющей основную роль в РВУ (38), будем иметь выражение 
0

4 1
3

,
C

C I


 
  

 
          (47) 

где 0C  и 1C  – спиновые блоки, соответствующие спинам 0 и 1: 

0 0 0
,

0 0
C

 
  
 

 

1 1
13 14
1 1

1 23 24
1 1
31 32
1 1
41 42

0 0

0 0
.

0 0

0 0

c c

c c
C

c c

c c

 
 
 
 
  
 

      (48) 

Налагая на элементы 1
ijc  блока 1C  ограничения, вытекающие из требований ин-

вариантности уравнения относительно преобразований полной группы Лоренца и воз-
можности лагранжевой формулировки теории, получим 

1

0 0 1 1

0 0 1 11
.

1 1 0 02

1 1 0 0

C

 
  
 
  

         (49) 

Из (49) следует, что безмассовое поле, описываемое РВУ (38), (43)–(49), перено-

сит спин 1. При этом собственные значения 1  блока 1C  двукратно вырождены. Про-
ективная матрица 0  (45) обеспечивает «вырезание» трёх из шести максимально воз-

можных здесь состояний со спином 1, оставляя в совокупности три степени свободы: 

две на фотон  1s    и одну на нотоф  0s  . Нераспадение теории по группе Ло-

ренца означает, что речь здесь идёт не просто о совместном описании соответствую-
щих полей (электромагнитного и поля Кальба – Рамонда), а о едином безмассовом поле 
с возможными значениями спиральности 0, 1 , посредством которого реализуется вза-

имодействие открытых струн. Важно подчеркнуть, что во взаимодействиях это поле пе-
реносит спин 1 [3]. 

 
4. Заключение 
В работах [5; 6] было установлено, что безмассовые бозонные пределы уравне-

ния Дирака – Кэлера содержат в себе в качестве частных случаев теорию электромаг-
нитного поля (фотона), т.е. безмассового векторного поля со спиральностью 1 , и поля 
Кальба – Рамонда (нотофа) – безмассового поля со спиральностью 0, но переносящего 
во взаимодействиях спин 1. В настоящей работе показано, что данное уравнение позво-
ляет описывать указанные поля совместно, трактуя их как единый физический объект 
(аналогично тому, как электромагнитная волна объединяет электрическую и магнит-
ную составляющие). С точки зрения физических приложений указанное поле может 
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претендовать на роль переносчика взаимодействия открытых струн применительно 
к пространству размерности 4d  . 

Однако окончательные выводы относительно физического содержания системы 
уравнений (25)–(27) можно будет сделать после осуществления процедуры вторичного 
квантования, над чем в настоящее время работает автор. 
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Pletyukhov V.A. On Description of the Strings by a Massless Dirac – Kähler Equation 
 
Tensor and matrix formulations of the relativistic wave equation providing description both an electro-

magnetic field (photon) and a massless Kalb – Ramond field with the zero helicity (notoph) are given. It is shown 
that this equation is a particular case of the Dirac – Kähler system. It opens new possibilities for applications of 
the Dirac–Kähler field in the string theory. 
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ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ РАВНОВЕСИЕ И ЗАПАСЫ ЯДЕРНОЙ ЭНЕРГИИ 
В ЭЛЕКТРОННО-НЕЙТРОННО-ЯДЕРНОМ 
СИЛЬНО ЗАМАГНИЧЕННОМ ВЕЩЕСТВЕ 

 
Рассчитаны равновесные термодинамические и ядерные параметры холодного сверхплотного 

электронно-нейтронно-ядерного вещества при наличии сверхсильного магнитного поля. Исследовано 
влияние сверхсильного магнитного поля на параметры, соответствующие границам электронно-нейт-
ронно-ядерной фазы такого вещества. Показано, что в сильном магнитном поле возможно увеличение 
энергетического выхода процессов перехода от относительно к абсолютно равновесному состоянию 
холодного электронно-нейтронно-ядерного вещества. 

 
1. Согласно существующим представлениям, при плотностях, меньших ядерной 

плотности и характерных для оболочек нейтронных звезд и недр белых карликов, дол-
жны быть условия для реализации электронно-ядерной (Ае), электронно-нейтронно-
ядерной (Aen) или электронно-нуклонной (enр) фаз сверхплотного крайне вырожденно-
го вещества [1]. В любой из перечисленных фаз одним из компонентов вещества явля-
ется газ свободных электронов, который при плотностях  > 106 г/см3 является реляти-
вистским; при этом температура его вырождения превышает 1010 K, что значительно 
больше предполагаемых температур в недрах указанных астрофизических объектов. 
В веществе, находящемся в Aen- и enp-фазах, имеются свободные нерелятивистские 
нейтроны, а в enp-фазе еще и свободные нерелятивистские протоны. Известно, что 
сверхплотное вещество может находиться в относительно и абсолютно устойчивых со-
стояниях термодинамического равновесия по отношению к бета-процессам и пикно-
ядерным реакциям [1]. Теоретически обоснованная и подтвержденная наблюдательны-
ми данными (по крайней мере, косвенными) возможность существования в сверхплот-
ных звездах весьма сильных магнитных полей делает актуальной задачу об учете их 
влияния на физические свойства сверхплотного вещества.  

В настоящей работе мы проведем вычисление равновесных параметров Aen-фа-
зы замагниченного вещества и проведем оценку влияния магнитного поля на энергети-
ческий выход процесса перехода вещества от относительно к абсолютно устойчивому 
состоянию термодинамического равновесия. Следует заметить, что в [2] ставится под 
сомнение сама возможность существования Aen-фазы вещества из-за альтернативного 
нейтронизации процесса пионизации ядер. Проведенные нами исследования (например, 
[3]) дают, однако, основание полагать, что сверхсильные магнитные поля подавляют 
процесс пионизации более интенсивно, чем процесс нейтронизации, приводящий к об-
разованию Aen-фазы, и поставленная в настоящей работе задача вполне корректна 
и актуальна. 

При численных расчетах и оценках не будет учитываться зависимость величины 
магнитного момента нейтрона от индукции магнитного поля; не будет учитываться 
также малая величина аномального магнитного момента электрона. 

2. Представим энергию электронно-нейтронно-ядерного вещества в виде суммы 
энергий ядер, электронов и свободных нейтронов: 
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A e nE E E E   ;         (1) 
 

при этом мы пренебрегаем кинетической энергией ядер и считаем, что электроны обра-
зуют крайне вырожденный идеальный газ. Числа частиц компонентов вещества связа-
ны соотношением: 

n A n e
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N N AN N N

Z
    ,        (2) 

 

где , , ,A n eN N N N – соответственно числа всех нуклонов, ядер, свободных нейтронов 

и электронов в объеме V рассматриваемой электронейтральной среды, A и Z – массовое 
и зарядовое числа ядра. Концентрация всех нуклонов связана с концентрациями компо-
нентов среды и ядерными параметрами соотношением: 
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где n0 = 1,31038 см–3 – концентрация нуклонов в ядре. 
Энергию покоя ядра будем вычислять с помощью модифицированной следую-

щим образом формулы Бете – Вайцзеккера: 
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Здесь nm  и pm – массы нейтрона и протона, W – энергия связи ядра, В – индукция маг-

нитного поля; 0c = 15,75 МэВ, 1c = 17,8 МэВ, 2c = 0,71 МэВ, 3c = 23,7 МэВ (значения взя-

ты из [1]), 4c = 7,7 МэВ [4], 5c = 6,910–38 МэВ/Гс2 [5]. Заметим, что в [6] при решении 

аналогичной задачи при В = 0 с использованием модели невзаимодействующих сво-
бодных нейтронов берется 4c  = 3c /27  0,878 МэВ. Поправка в третьем слагаемом (5) 

связана с учетом кулоновского взаимодействия протонов ядра с окружающими ядрами 
(так называемая «кулоновская энергия решетки» [7]). 

Энергия свободных нейтронов и их число в объеме V равны [4] 
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где (например, [8], где имеются ссылки на соответствующие оригинальные работы) 
 

   2
n n n n nw n m c P   ,        (7) 

 

      
3/2

3/2 3/2

2 3

2

6
n

n n Я n Я n Я n Я

m
n B B       


     


,      (8) 

 

   
   

5/2 5/2

3/2 3/2

2

5
n Я n Я n Я n Я

n n

n Я n Я n Я n Я

B B
P n

B B

       

       

    


    
,      (9) 

 

38
38

13 1/3

40,4 1,61 10
1,48 10

1 6,25 10
n

Я n
n

n
n

n







 
  

 
 МэВ,     (10) 

 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2015 5050

nn  и nP  – концентрация и давление свободных нейтронов, 2
n n nm c   – их химиче-

ский потенциал, Я – ядерный магнетон, n = 1,913. 

Энергия ультрарелятивистского электронного газа в сверхсильном магнитном 
поле определяется следующим образом [9]: 
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где , ,e e en P  – концентрация, давление и химический потенциал электронов, em – масса 

электрона, B – магнетон Бора. 

Относительно и абсолютно устойчивым состояниям термодинамического равно-
весия соответствуют минимумы энергии среды Е относительно независимых парамет-
ров при фиксированных N и B: 
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Таким образом, имеем системы уравнений, которые позволяют выразить хими-
ческие потенциалы электронного и нейтронного газов в относительно устойчивом со-
стоянии: 
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а в абсолютно устойчивом состоянии позволяют установить однозначное соответствие 
между массовым числом А и зарядовым числом Z наиболее устойчивого ядра при фик-
сированном значении индукции магнитного поля В: 
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Полученные соотношения дают возможность, задавая значения В и /n N V  
(или значение массовой плотности nm n   вместо концентрации нуклонов n), вычис-

лять равновесные термодинамические и ядерные параметры электронно-нейтронно-
ядерного и электронно-ядерного замагниченного вещества (в последнем случае приме-
нимы все приведенные выше формулы при условии nn = 0). Порог развала ядер и обра-

зования сплошной ядерной материи (электронно-нуклонной еnр-фазы) можно оценить 
из условия равенства нулю энергии связи ядра. 

Численные оценки показывают, что в сверхсильном магнитном поле границы 
электронно-нейтронно-ядерной фазы относительно и абсолютно равновесного веще-
ства смещаются в сторону более высоких плотностей, и заметно изменяются пороговые 
значения термодинамических и ядерных параметров вещества. В таблицах 1 и 2 пред-
ставлены результаты расчетов значений массового числа А наиболее устойчивого ядра, 
зарядового числа Z, модуля удельной энергии связи ядра b, химического потенциала 
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Таблица 1. – Параметры абсолютно равновесного вещества у нижнего порога Aen-фазы  

Параметры В = 0 В = 21017 Гс В = 41017 Гс В = 61017 Гс 
A 112 110 105 97 
Z 37 37 36 33 

b, МэВ 7,53 7,52 7,49 7,44 
e, МэВ 23,8 23,7 23,4 23,0 
ne, см

–3 5,91034 1,81035 3,61035 5,41035 

we, МэВ/см3 1,11036 2,21036 4,11036 5,71036 

Pe, МэВ/см3 3,51036 2,21036 4,11036 5,71036 

n, см–3 1,81035 5,51035 1,11036 1,51036 

w, МэВ/см3 1,71038 5,11038 1,01039 1,41039 

, г/см3 2,91011 9,21011 1,81012 2,61012 

Таблица 2. – Параметры абсолютно равновесного вещества у верхнего порога Aen-фазы  

Параметры В = 0 В = 21017 Гс В = 41017 Гс В = 61017 Гс 
A 469 456 421 372 
Z 77 75 69 62 

e, МэВ 69,9 69,7 69,5 69,1 
ne, см

–3 1,51036 5,41035 1,11036 1,61036 

we, МэВ/см3 7,81037 1,91037 3,81037 5,61037 

Pe, МэВ/см3 2,61037 1,91037 3,81037 5,61037 

nn, см
–3 2,91037 2,91037 3,01037 3,11037 

wn, МэВ/см3 2,71040 2,81040 2,81040 2,91040 

Pn, МэВ/см3 2,21038 2,21038 2,31038 2,51038 

n, см–3 3,61037 3,21037 3,51037 3,81037 

w, МэВ/см3 3,61040 3,11040 3,51040 3,91040 

P, МэВ/см3 2,41038 2,41038 2,71038 3,11038 

, г/см3 6,01013 5,31013 5,91013 6,41013 

 
электронов e, концентраций en , nn , n соответственно электронов, свободных нейтро-

нов и всех нуклонов вещества, давлений eP , nP  и Р, плотностей энергии ew , nw  и w, 

массовой плотности   для фиксированных значений индукции магнитного поля В. За-
метим, что учет кулоновского взаимодействия мало влияет на значения равновесных 
параметров электронно-нейтронно-ядерного вещества. 

3. Приведенные выше соотношения позволяют оценить влияние сверхсильного 
магнитного поля на запасы ядерной энергии в холодном сверхплотном веществе, выде-
ляемой в процессе перехода от относительно к абсолютно устойчивому состоянию.  

На рисунке 1 представлены результаты расчетов величины   /отн абсw w n    

в зависимости от плотности вещества   при В = 0 и  const eB B  , где  eB   нижняя 
граница сверхсильного магнитного поля для ультрарелятивистских электронов, отнw  

и абсw   плотности энергии среды соответственно в относительно и абсолютно устой-

чивых состояниях. При этом рассматриваются значения массовой плотности в окрест-
ностях порога перехода фаз AeAen. Выбранный диапазон плотностей сравнительно 
невелик, что позволяет пренебречь имеющейся в реальных астрофизических объектах 
возможностью изменения индукции магнитного поля в веществе с изменением плотно-
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сти и проводить расчеты для случая постоянного поля. При более высоких плотностях 
рассматриваемые магнитные поля не являются сверхсильными для электронов, при 

меньших плотностях данные значения 2 2B c  , что вряд ли возможно в реальных 

астрофизических объектах. Для относительно равновесного состояния вещества приня-
то А = 64.  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 

1  В = 0;  2  В = 1,51017 Гс;  3  В = 2,01017 Гс 

Рисунок 1.  Зависимость величины запасов ядерной энергии 
в расчете на один нуклон от массовой плотности 

для Ае- и Aen-фаз холодного сверхплотного вещества 
 

В Ае-фазе сверхсильное магнитное поле уменьшает величину  при любых зна-
чениях . Препятствуя образованию свободных нейтронов и смещая порог перехода 
фаз AeAen в сторону более высоких плотностей, сверхсильное магнитное поле в Aen-
фазе при заданном значении массовой плотности может увеличивать энергетический 
выход пикноядерных реакций. 
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Sekerzhitsky V.S., German V.V. Thermodynamics Вalance and Reserves of Nuclear Energy 

in Electron-Neutron-Nuclear Strong Magnetized Matter 
 
We have calculated the equilibrium thermodynamic and nuclear parameters of cold superdense elec-

tron-neutron-nuclear matter during superstrong magnetic field. Influence of a superstrong magnetic field on 
parameters that correspond to bounds of electron-neutron-nuclear phase of such matter is investigated. In 
strong magnetic field may be increase energy exit of processes crossing from relatively to absolute balance state 
of cold electron-neutron-nuclear matter is show. 



 

МАТЭМАТЫКА 
 
 

О НАУЧНОЙ И НАУЧНО-ПЕДАГОГИЧЕСКОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 
ПРОФЕССОРА ВАЛЕРИЯ ГРИГОРЬЕВИЧА САМОЙЛЕНКО 

 

 
 
15 января 2015 г. исполни-

лось 60 лет члену редколлегии жур-
нала «Веснік Брэсцкага ўніверсітэ-
та. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка» 
Самойленко Валерию Григорьевичу. 

В.Г. Самойленко работает за-
ведующим кафедрой математиче-
ской физики Киевского националь-
ного университета имени Т. Шев-
ченко. Он доктор физико-матема-
тических наук, профессор, дейст-
вительный член Академии высшей 
школы Украины, известный и при-
знанный в научных кругах стран 
СНГ и далекого зарубежья украин-
ский ученый в области обыкновен-
ных дифференциальных уравнений 
и дифференциальных уравнений 
с частными производными. В.Г. Са-
мойленко – автор двух фундамен-
тальных монографий [1; 2], одна из 
которых была опубликована авто-
ритетным научным издательством 
World Scientific Publishing, и более 
250 научных статей в таких извест-
ных научных изданиях, как «Jour-
nal of Mathematical Physics», «Nonlinear Analysis», «Reports on Mathematical Physics», 
«Доклады АН СССР», «Теоретическая и математическая физика», «Дифференциальные 
уравнения», «Украинский математический журнал», «Нелинейные колебания» и др. Он 
удостоен звания лауреата Республиканской премии в области науки и техники, премий 
Национальной Академии Наук Украины имени В.М. Хрущева и имени М.В. Остроград-
ского. Профессор Самойленко подготовил 10 кандидатов физико-математических наук. 

Валерий Григорьевич родился в селе Большая Благовещенка Херсонской обла-
сти (Украина). Его родители не были математиками: отец работал инженером, а мама – 
агрономом в колхозе, но как будто сама судьба привела Валерия Самойленко в науку. 
С 1962 по 1972 гг. он обучался в средней школе. Уже в раннем возрасте проявились его 
способности к точным наукам. В пятом классе учитель математики П.П. Мосеенко, 
предвидя призвание своего ученика, дал ему для самостоятельного изучения книгу, по-
священную методу координат, которую ученик внимательно прочитал. С этого момен-
та, можно сказать, начался путь В.Г. Самойленко в математику. Будучи учеником седь-
мого класса средней школы № 1 Цюрупинска, маленького городка, находящегося неда-
леко от Херсона, Валерий Самойленко стал призером областной математической олим-
пиады среди учеников восьмых классов. Затем в летнем математическом лагере, орга-
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низованном Херсонской областной станцией юных техников, он прослушал курс лек-
ций преподавателей Херсонского педагогического института и познакомился с элемен-
тами теории булевых алгебр и теории множеств. За успехи в учебе в 1967 г. его избрали 
делегатом ІІІ-го Всесоюзного слета пионеров от Херсонской области, который прохо-
дил в Международном пионерском лагере «Артек». А в 1969 г. Валерий Самойленко 
был принят в 8 клас Киевской специализированной школы-интерната физико-матема-
тического профиля при Киевском государственном университете имени Т.Г. Шевчен-
ко (в то время в бывшем СССР действовали четыре такие специализированные школы: 
в Москве, Ленинграде, Киеве и Новосибирске). 

Физику и математику в Киевской физико-математической школе преподавали 
опытные доценты и профессора Киевского университета, а ученики выполняли много 
лабораторных работ по физике, требовавших от них творческого мышления и способс-
твовавших развитию навыков самостоятельной научно-исследовательской работы, ре-
шали множество различных математических задач, как правило, олимпиадного харак-
тера. Учебный процесс в школе был построен так, чтобы ученики не только получали 
более глубокие, чем в обычной школе, знания по физике и математике, но и знакоми-
лись и приобрели навыки самостоятельной научно-исследовательской работы. В это 
время большое влияние на формирование математической культуры В.Г. Самойленко 
оказал известный украинский математик-педагог В.А. Вышенский. Обучаясь в Киев-
ской физико-математической школе, Валера Самойленко ежегодно участвовал в олим-
пиадах г. Киева и Республиканских олимпиадах для школьников по физике и математи-
ке, где неоднократно занимал призовые места. 

После окончания школы в 1972 г. В.Г. Самойленко поступил на І курс механико-
математического факультета Киевского государственного университета имени Т.Г. Шев-
ченко, где учился исключительно на «отлично», был Ленинским стипендиатом, победи-
телем Республиканской студенческой олимпиады «Студент и научно-технический про-
гресс» по математике (1977 г.). Он специализировался по кафедре интегральных и диф-
ференциальных уравнений, которой в то время руководил член-корреспондент АН УССР 
А.М. Самойленко (ныне – академик НАН Украины, директор Института математики 
НАН Украины). Именно он предложил студенту ІV курса Валерию Самойленко тему 
будущей дипломной работы, связанной с исследованием системы двух слабо связанных 
осцилляторов типа Ван дер Поля. В дальнейшем по результатам этих исследований Ва-
лерий Григорьевич самостоятельно написал свою первую научную статью будучи еще 
студентом университета. 

После окончания в 1977 г. с отличием Киевского университета В.Г. Самойленко, 
как молодой перспективный специалист, получил направление в Институт математики 
АН УССР, которым в то время руководил академик АН УССР Ю.А. Митропольский. 
Здесь Валерий Григорьевич продолжил свою научную деятельность под руководством 
академика Митропольского в отделе математической физики и теории нелинейных ко-
лебаний: Юрий Алексеевич предложил ему задачу о построении в общем виде асимп-
тотических решений для слабо нелинейных дифференциальных уравнений с медленно-
меняющимися коэффициентами и с запаздыванием, которая молодым математиком бы-
ла успешно решена. 

В Институте математики Валерий Григорьевич проработал почти 20 лет: с 1 ав-
густа 1977 г. по 3 февраля 1997 г. – и прошел путь от инженера до ведущего научного 
сотрудника института. Здесь без отрыва от производства он обучался в аспирантуре 
(с ноября 1977 г. по ноябрь 1981 г.). В. Самойленко был командирован для участия 
в работе Международного математического конгресса (1983 г., Варшава) и ряда других 
международных конференций, а также для прохождения трехмесячной стажировки 
в Международном математическом центре имени С. Банаха (1986 г., Варшава), годич-
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ной стажировки в Математическом институте имени В.А. Стеклова АН СССР (1990–
1991 гг.), годичной стажировки в Технологическом институте штата Нью-Джерси 
(США) в рамках программы Cooperation in Science and Technology (1993–1994 гг.). 

В Институте математики АН УССР В.Г. Самойленко в 1982 г. защитил диссерта-
цию на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук по специаль-
ности «Дифференциальные уравнения и математическая физика» на тему «Исследова-
ние обратной периодической задачи для нелинейных дифференциальных и дифферен-
циально-разностных уравнений и метод усреднения» (научный руководитель – акаде-
мик АН УССР Ю.А. Митропольский), а в 1992 г. – диссертацию на соискание ученой 
степени доктора физико-математических наук по специальности «Дифференциальные 
уравнения» на тему «Анализ нелинейных динамических систем и их малых деформа-
ций на функциональных многообразиях». В 1988 г. ему было присвоено ученое звание 
«старший научный сотрудник» по специальности «Дифференциальные уравнения и ма-
тематическая физика». 

С февраля 1997 г. и по настоящее время В.Г. Самойленко работает на кафедре 
математической физики механико-математического факультета Киевского националь-
ного университета имени Тараса Шевченко, сначала на должности профессора, а с июня 
1998 г. – заведующим кафедрой. В 2001 г. ему присвоено ученое звание «профессор». 

Благодаря работе в Институте математики АН УССР, а в дальнейшем – в Киев-
ском университете, участию в различных научных конференциях и школах круг науч-
ных интересов В.Г. Самойленко постоянно расширялся и стал включать не только тео-
рию асимптотических методов, но и большое число разнообразных современных 
направлений теории обыкновенных дифференциальных уравнений и дифференциаль-
ных уравнений с частными производными: теория аналитических и качественных ме-
тодов, теория интегрируемых систем, теория систем с импульсным воздействием, тео-
рия сингулярно возмущенных уравнений, теория систем с вырожденной матрице при 
старшей производной и малым параметром, системы с запаздыванием, история матема-
тики, – где им получен ряд важных научных результатов. 

В.Г. Самойленко вместе со своими учениками (Ю.И. Каплун, В.В. Потороча, 
Л.В. Хомченко) разработал методы асимптотического интегрирования сингулярно воз-
мущенных дифференциальных уравнений с импульсным воздействием как для обыкно-
венных дифференциальных уравнений, в частности, для систем дифференциальных 
уравнений с вырожденной матрицей при старших производных, так и для дифференци-
альных уравнений с частными производными, для которых при помощи метода погран-
слоя Васильевой – Бутузова и метода Вишика – Люстерника ими построены асимптоти-
ческие решения и получены оценки точности для этих решений. Вместе с Ю.И. Каплун, 
В.В. Потороча он также получил достаточные условия существования периодических 
асимптотических решений упомянутых выше уравнений и достаточные условия суще-
ствования решений т.н. гибридных (алгебро-дифференциальных) систем уравнений 
и условия зависимости от параметра их решений. Он также разработал общий алгоритм 
построения асимптотических решений систем слабо нелинейных дифференциальных 
уравнений с запаздыванием и медленно меняющимися коэффициентами. 

В.Г. Самойленко получил ряд новых интересных и важных результатов в теории 
дифференциальных уравнений с импульсным воздействием, в частности, относительно 
влияния условий импульсного воздействия на качественное поведение решений таких 
систем. Им лично и в сотрудничестве с его учеником К.К. Елгондыевым показано, что 
наличие условий импульсного воздействия, даже в случае линейных дифференциаль-
ных уравнений, может обусловить качественное поведение решений указанных систем, 
свойственное только сильно нелинейным системам. В работах В.Г. Самойленко и его 
последователей (К.К. Елгондыев, В.В. Собчук) впервые дано применение знаменитой 
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теоремы А.Н. Шарковского (о сосуществовании периодических траекторий непрерыв-
ного отображения отрезка в себя) в теории дифференциальных уравнений с импульс-
ным воздействием и, в частности, показана возможность существования принципиаль-
но нового свойства решений дифференциальных уравнений с импульсным воздействи-
ем, связанным с сосуществованием бесконечного числа периодических решений, пери-
оды которых не являются соизмеримыми. Эти результаты в последующем были обоб-
щены ими для уравнения математического маятника и уравнения Дюффинга. 

Большой цикл научных работ по теории интегрируемых систем выполнен 
В.Г. Самойленко совместно с членом-корреспондентом Академии наук СССР Н.Н. Бо-
голюбовым (младшим) и профессором А.К. Прикарпатским. В этом направлении его 
научные работы касаются как дискретных систем (системы Тоды, Ленгмюра и дискрет-
ные аналоги уравнений Кортевега – де Фриза, нелинейного уравнения Шредингера 
и ряда других), так и классических интегрируемых систем, таких как уравнение Корте-
вега – де Фриза, нелинейное уравнение Шредингера, инверсное уравнение Кортевега – 
де Фриза и др. В этом важном разделе современной математики им получен ряд интере-
сных научных результатов, в частности, предложен дискретный аналог периодического 
варианта метода обратной задачи рассеяния, при помощи которого построены точные 
решения уравнений периодических цепочек Тоды, Ленгмюра и разностного аналога 
уравнения Кортевега – де Фриза. 

На основе использования специальных операторов в сотрудничестве с А.К. При-
карпатским разработан эффективный операторно-функциональный подход для иссле-
дования полной интегрируемости и построения гамильтоновой структуры нелинейных 
динамических систем, при помощи которого ими изучен широкий класс нелинейных 
динамических систем, включающих дискретные системы Тоды, Ленгмюра и Шредин-
гера, инверсное уравнение Кортевега – де Фриза, уравнение типа Мельникова, систему 
Буссинеска, системы осцилляторов типа Неймана и Неймана – Россохатиуса на сфере, 
для которых доказана их гамильтоновость и полная интегрируемость по Лаксу, а также 
получены их точные (конечнозонные) решения. 

В.Г. Самойленко рассмотрел задачу о деформации инвариантных подмногообра-
зий гамильтоновых динамических систем, заданных на функциональных многообрази-
ях, и получил условия их квазиинвариантности, вместе с А.К. Прикарпатским при по-
мощи метода усреднения Боголюбова – Уизема исследовал модуляцию почти периоди-
ческих волн (решений) нелинейного уравнения Шредингера. Совместно с Ю.А. Митро-
польским, А.К. Прикарпатским и И.О. Антонишиным Самойленко предложил новый 
подход в теории адиабатических инвариантов слабо возмущенных нелинейных вполне 
интегрируемых динамических систем, базирующийся на идеях Пуанкаре – Картана 
и методах гамильтонового анализа нелинейных динамическиих систем. 

Новые важные результаты в последнее время получены В.Г. Самойленко (вместе 
с учениками-единомышленниками) по теории асимптотических солитоноподобных ре-
шений сингулярно возмущенного уравнения Кортевега – де Фриза с переменными ко-
эффициентами, в частности, относительно условий существования таких решений, раз-
работки алгоритмов построения одно- двух- и многофазовых решений указанного типа, 
а также их обоснования. 

Совместно с учеными Института электродинамики НАН Украины В.Г. Самой-
ленко выполнил цикл научных исследований по теории электрических цепей, результа-
ты которых получили признание специалистов. Он опубликовал также серию научных 
и научно-популярных статей по истории математики в Киевском университете, в част-
ности, цикл работ о научной и научно-педагогической деятельности академика Н.Н. Бо-
голюбова в Киевском университете. 
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Указанные научные результаты В.Г. Самойленко получили национальное и меж-
дународное признание. Общее количество цитирований его работ составляет: 424 (со-
гласно данным Google Scholar Citation), 87 (согласно MathSciNet), 49 (согласно Scopus); 
индекс Хирша равен: 11 (согласно Google Scholar Citation), 4 (согласно MathSciNet), 
5 (согласно Scopus). 

В 1984 г. за разработку дискретного аналога периодического варианта метода об-
ратной задачи рассеяния В.Г. Самойленко был удостоен звания лауреата Республикан-
ской премии имени Николая Островского (в составе авторского коллектива), а в 2005 г. 
за цикл научных работ, посвященных аналитическим методам анализа нелинейных 
электрических цепей, стал лауреатом премии Национальной Академии Наук Украины 
имени В.М. Хрущева (в составе авторского коллектива). В 2012 г. В.Г. Самойленко 
также в составе авторского коллектива был отмечен премией Национальной Академии 
Наук Украины имени М.В. Остроградского за цикл научных работ, посвященных ана-
литическим и асимптотическим методам в теории интегрируемых систем, в 2014 г. за 
цикл научных работ по теории дифференциальных уравнений с частными производны-
ми стал лауреатом награды Ярослава Мудрого в области науки и техники. 

В.Г. Самойленко также награжден медалью «В память 1 500-летия г. Киева», 
Грамотой Верховного Совета Украины, нагрудным знаком Академии педагогических 
наук Украины «Ушинский К.Д.», почетными грамотами Киевского национального уни-
верситета имени Тараса Шевченко, грамотами Президиума Национальной Академии 
Наук Украины, грамотами Высшей атестационной коллегии Украины и грамотами Ко-
митета по Государственным премиям Украины в области науки и техники. 

В.Г. Самойленко активно развивает международное сотрудничество. Он неодно-
кратно выезжает по приглашениям зарубежных коллег для чтения лекций в универси-
тетах Италии, Германии, США, Польши, Беларуси, Узбекистана, Казахстана и для уча-
стия в работе и выступлений с научными докладами на престижных международных 
математических форумах. Он постоянно участвует в работе оргкомитетов по подготов-
ке и проведению международных научных конференций и симпозиумов, ряд из кото-
рых проходят в Беларуси и, в частности, в Брестском государственном университете 
имени А.С. Пушкина. 

В.Г. Самойленко уделяет большое внимание подготовке научных кадров высшей 
квалификации: им подготовлено 10 кандидатов наук. Его ученики за научные достиже-
ния отмечены Премией Президента Украины для молодых ученых, награждены Грамо-
той ректора Московского государственного университета имени М.В. Ломоносова, гра-
мотами Президиума Национальной Академии Наук Украины, стипендиями фонда име-
ни В. Пинчука «Завтра.UA». 

Плодотворную научную работу В.Г. Самойленко успешно сочетает с педагоги-
ческой и научно-методической деятельностью. На протяжении многих лет для студен-
тов механико-математического факультета он читает нормативные курсы лекций «Ком-
плексный анализ», «Уравнения математической физики», «Обобщенные функции и их 
применение в математической физике», а также специальные курсы по современным 
вопросам теории дифференциальных уравнений с частными производными. Им написа-
ны 6 учебных пособий и 7 научно-методических разработок для студентов механико-
математического факультета. 

Самойленко В.Г. ведет активную научно-организационную работу: он замести-
тель ответственного редактора научного издания «Вестник Киевского национального 
университета имени Т. Шевченко. Математика. Механика», член редколлегий журна-
лов «Нелинейные колебания», «Математические студии», «Математический вестник 
Научного общества имени Т. Шевченко», «Вестник Брестского университета. Серия 4. 
Физика. Математика» и ряда других научных изданий, ученый секретарь секции мате-
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матики и механики Комитета по Государственным премиям Украины в области науки 
и техники (с 1998 г.), ученый секретарь экспертного совета по математике и механике 
Министерства образования и науки Украины (с 2003 г.), член ученого совета механико-
математического факультета Киевского национального университета имени Т. Шев-
ченко, член специализированного ученого совета по защите докторских диссертаций 
Д 26.001.37 при Киевском национальном университете имени Т. Шевченко, неодно-
кратно привлекался для экспертной оценки научных проектов и рецензирования учеб-
ников, учебных пособий и отчетов по завершенным темам научно-исследовательских 
работ учреждений НАН Украины. 

Валерий Григорьевич полон сил и новых творческих планов. Пожелаем ему уда-
чи и новых успехов в его научно-педагогической деятельности! 
 
И.В. Гайшун, академик НАН Беларуси; В.И. Корзюк, академик НАН Беларуси; Н.А. Перестюк, 
академик НАН Украины; М.Ф. Городний, профессор; И.П. Мартынов, профессор; А.Н. Проко-
пеня, профессор; А.В. Чичурин, профессор; Г.Ч. Шушкевич, профессор; Н.Н. Сендер, доцент 

 
Список основных научных работ Валерия Григорьевича Самойленко 
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КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫЕ РЕШЕНИЯ 
ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 
В качестве феноменологической модели широкополосного генератора цифровых сигналов рас-

сматривается краевая задача для линейного дифференциального уравнения первого порядка с частными 
производными и нелинейным краевым условием. Введено понятие типа обобщенного кусочно-постоян-
ного n -периодического решения этой задачи и исследован вопрос о сосуществовании таких решений. 
Для некоторого класса краевых задач получен аналитический вид обобщенного кусочно-постоянного n -
периодического решения. 
 

Введение 
На сегодняшний день основными типами генерируемых, передаваемых и при-

нимаемых различными средствами связи сигналов являются аналоговые и цифровые 
(digital) сигналы. Если в конце XIX столетия для передачи информации применялся 
аналоговый сигнал, то с 70-х гг. XX в. для этой цели все чаще используется цифровой 
сигнал. Это же касается и средств хранения информации. Основное различие между 
аналоговым и цифровым сигналами заключается в структуре сигнального потока [1]. 
Если аналоговый сигнал можно представить в виде непрерывной волны, то графиком 
цифрового сигнала является кусочно-постоянная функция. 

В связи с широким распространением цифровых сигналов приобретает важное 
значение задача построения широкополосных генераторов таких сигналов, причем про-
стейших как с инженерной точки зрения, так и с точки зрения возможности полного ис-
следования математических моделей этих генераторов. Естественно ограничить класс 
рассматриваемых кусочно-постоянных функций периодическими. Тогда функции 
из этого класса могут быть определены подстановками, с помощью которых можно 
классифицировать периодические кусочно-постоянные функции. Классификация дис-
кретных периодических функций с помощью перестановок широко используется в те-
ории одномерных динамических систем, в частности, для изучения сосуществования 
циклов одномерных непрерывных отображений [2]. Хотя периодические кусочно-по-
стоянные функции определены на действительной оси, а дискретные периодические 
функции определены на множестве натуральных чисел, но и для первого, и для второго 
класса функций применима классификация по циклическим перестановкам. Поскольку 
традиционными моделями генераторов сигналов являются дифференциальные уравне-
ния, феноменологические модели генераторов цифровых сигналов будем искать в клас-
се дифференциальных уравнений, исследование которых редуцируется [3–6] к изуче-
нию свойств одномерных динамических систем. Но при этом, поскольку кусочно-пос-
тоянные функции разрывные, их надо рассматривать не как классические решения диф-
ференциальных уравнений, а в качестве обобщенных решений уравнений. Хорошо из-
вестно, что существуют классы краевых задач для уравнений в частных производных, 
исследование которых редуцируется к разностным уравнениям первого порядка с не-
прерывным аргументом, а свойства решений последних определяются динамической 
системой порожденной одномерным непрерывным отображением [3; 5–8]. 
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Одномерным динамическим системам, теория которых является одним из наи-
более эффективных инструментов нелинейной динамики, с одной стороны, свойстве-
нен широкий спектр динамического поведения траекторий, в частности, система может 
иметь много различных циклов одновременно, а с другой стороны, свойства таких сис-
тем могут быть детально исследованы [2]. Именно эти особенности одномерных дина-
мических систем позволяют использовать их для построения простейших феноменоло-
гических моделей генераторов цифровых сигналов. 

Поскольку большинство инженерных задач использует устойчивость решений 
по Ляпунову, применение полученных в данной работе результатов для таких задач 
требует использования следующего замечания. На устойчивости полученных обоб-
щенных периодических решений в данной работе внимание не акцентируется в связи 
с тем, что для произвольного отображения с краевого условия рассматриваемой крае-
вой задачи, имеющей неустойчивые обобщенные периодические решения, существует 
близкое в пространстве непрерывных функций отображения, такое, что краевая задача 
имеет периодическое решение того же типа, но устойчивое по Ляпунову. 

Исследованиями краевых задач для линейных уравнений в частных производ-
ных и нелинейными краевыми условиями путем их редукции к разностным уравнениям 
с непрерывным аргументом уже много лет занимаются в Институте математики НАН 
Украины [3–4]. Особые успехи достигнуты для уравнений гиперболического типа, что 
объясняется существованием формулы Д’Аламбера и метода характеристик получения 
общего решения уравнения. Разностные уравнения с непрерывным аргументом, полу-
ченные в результате редукции краевых задач, демонстрируют иногда очень сложное 
поведение траекторий, в частности, автостохастичность [7]. Найдены классы краевых 
задач, для которых имеют место те же качественные и количественные универсальные 
свойства бифуркаций решений, что и для соответствующих одномерных динамических 
систем [8]. 

В статье рассмотрена нелинейная краевая задача для линейного дифференци-
ального уравнения в частных производных первого порядка с хаотическим поведением 
решений, которая допускает широкий спектр кусочно-постоянных периодических ре-
шений. Поскольку кусочно-постоянная функция не является дифференцируемой, в ста-
тье введено понятие обобщенного кусочно-постоянного n -периодического решения 
с очень «разреженным» множеством точек разрыва. Исследование таких обобщенных 
кусочно-постоянных n -периодических решений происходит путем сведения краевой 
задачи для дифференциального уравнения в частных производных к разностному урав-
нению с непрерывным временем, а краевые условия и исходные данные обеспечивают 
редукцию полученного разностного уравнения к непрерывному отображению интерва-
ла. Заметим, что примененный метод позволяет получить решение некоторых классов 
краевых задач в аналитическом виде. В отличие от асимптотической устойчивости 
по Ляпунову, при которой спектр решений является узким, ведь все решения в опреде-
ленной окрестности имеют одинаковые асимптотические свойства, построенные реше-
ния имеют разные асимптотические свойства даже в случае близости начальных усло-
вий, что связано с хаотичностью системы. 

 
В качестве феноменологической модели генератора кусочно-постоянных сигна-

лов рассмотрим в области нелинейную краевую задачу, состоящую из линейного диф-
ференциального уравнения в частных производных первого порядка: 
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нелинейного краевого условия: 
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)),(0;(=)(1; tuftu    {0} Rt ,                                                   (2) 
и начального условия: 

),(=;0)( xxu     [0;1]x .                                                              (3) 

Здесь 1){0}([0;1]: RRu   , 11: RRf  , 1[0;1]: R . 

Поскольку краевая задача (1)–(3) является феноменологической моделью гене-
ратора кусочно-постоянных сигналов, выберем функцию )(x  постоянной (для любого 

[0;1]x  выполняется равенство cx =)( , где Rc  – фиксированное число) и будем 
изучать периодические решения задачи (1)–(3). 

Введем понятие периодического кусочно-постоянного решения краевой задачи 
(1)–(3), которое имеет разрывы, т.е. заранее не является гладкой функцией, как обоб-
щенного кусочно-постоянного периодического решения краевой задачи (1)–(3). 

Прямые consttx =  являются характеристиками уравнения (1), однако с крае-
вого условия (2) следует, что поведение решений краевой задачи (1)–(3) определяют 
прямые ixt = , где Ni . Учитывая, что краевая задача (1)–(3) определена в области 
 01,0|);( 11  txRRtx , вместо прямых ixt =  уместно рассматривать мно-

жества вида  ixtxRRtxPi  =1,<<0|);(= 11 , где Ni . 

Определение 1. Обобщенным решением краевой задачи (1)–(3) называется 
функция RRu   {0}[0;1]: , удовлетворяющая равенства (1)–(3) для произвольных 

значений i
Ni

PRtx 


  \{0}[0;1]);( . 

Сформулируем ряд необходимых определений. 
Определение 2. Функцию  11: RR  будем называть кусочно-постоянной, 

если множество   является конечным. 
Определение 3. Функцию  11: RR  будем называть n -периодической, 

где Nn , если для любого фиксированного значения 1Rx  выполняется равенство 
);(=);( txntx   , где n  является наименьшим среди чисел, для которых выполняется 

последнее равенство. 
Во множестве кусочно-постоянных n -периодических функций выделим под-

множество функций A  вида   {0}[0;1]: Ru , где  naaa ,,,= 21   – множество 

действительных чисел, таких, что для любых ji   выполняется неравенство ji aa  , 

где Nji , . В дальнейшем под обобщенным решением краевой задачи (1)–(3) будем 
понимать кусочно-постоянную n -периодическую функцию, которая принадлежит мно-
жеству A  и является обобщенным решением краевой задачи (1)–(3). 

Наиболее общий ответ на вопрос сосуществования обобщенных кусочно-посто-
янных n -периодических решений краевой задачи (1)–(3) дает следующая теорема, ко-
торая является аналогом теоремы Шарковского о сосуществовании циклов непрерыв-
ного отображения [12] и использует только период, чего недостаточно для классифи-
кации цифровых сигналов и затрудняет их использование для кодирования информации. 

Теорема 1. Пусть задана краевая задача (1), (2), где );(0 IICf   – непрерывная 
функция, с постоянной начальной функцией (3). Если краевая задача (1)–(3) имеет об-
общенное кусочно-постоянное n -периодическое решение, то она также имеет обоб-
щенное кусочно-постоянное n -периодическое решение, такое, что nn  , где 

3579325232522221 2232   . 
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Доказательство теоремы 1. Используя метод характеристик для нахождения 
решений краевой задачи (1)–(3), сведем ее к разностному уравнению с непрерывным 
аргументом [10; 11]. 

Общее решение уравнения (1) можно представить в виде типа Д’Аламбера: 
),(=);( txvtxu                                                                 (4) 

где ){0};(1 RRCv    – произвольная функция. 
Получив решение уравнения (1) в виде (4), сведем краевую задачу (1)–(3) к раз-

ностному уравнению с непрерывным временем. Подставляя (4) в краевое условие (2), 
получим автономное разностное уравнения с непрерывным аргументом: 

)),((=1)(  vfv                                                              (5) 

где {0} R . Используя (4) и (3), получим начальное условие для разностного урав-
нения (5): 

),(=)( v                                                                  (6) 
где [0;1) . 

Общее решение уравнения (5) с начальным условием (6) следующее: 
})),({(=)(  nfv                                                             (7) 

где 1);[  nn , 2,1,0,=n . Используя формулу (4), которая связывает решение крае-
вой задачи (1)–(3) и разностного уравнения с непрерывным аргументом (5) с началь-
ным условием (6), из (7) получим общее решение задачи (1)–(3): 

})),({(=);( ][ txftxu tx                                                        (8) 

где [0;1]x , {0} Rt . 
Поскольку функция   с начального условия (3) является постоянной, т.е. для 

любого [0;1]x  имеет место равенство cx =)( , где Rc  – фиксированное число, раз-
ностное уравнение с непрерывным аргументом (5) с начальным условием (6) опреде-
ляется дискретным разностным уравнением вида: 

)),((=1)( nvfnv                                                              (9)  
где {0}Nn , с начальным условием: 

.=(0) cv                                                                   (10)  
Для непрерывной функции f  с правой части уравнения (9) выполняется теоре-

ма Шарковского о сосуществовании циклов [12], согласно которой из наличия в непре-
рывном отображении отрезка цикла порядка n  следует наличие цикла периода n , 
такого, что nn  , где   обозначает порядок вида 

 9325232522221 2232   357   на множестве на-
туральных чисел. Поскольку разностное уравнение с дискретным аргументом (9) и на-
чальным значением (10) определяет разностное уравнение с непрерывным аргументом 
(5) и начальной функцией (6), которые являются результатами редукции краевой задачи 
(1)–(3), то из существования цикла периода n , где nn  , для дискретного отобра-
жения следует существование обобщенного кусочно-постоянного n -периодического 
решения краевой задачи (1)–(3), где nn  . 

Теорема 1 доказана. 
Информации о том, что краевая задача (1)–(3) имеет обобщенное кусочно-посто-

янное n -периодическое решение, недостаточно для передачи информации с помощью 
кусочно-постоянных функций. Нам необходима более детальная классификация перио-
дических решений уравнения (9) с начальным условием (10). Эта задача равносильна 
классификации циклов отображения f , поэтому для дальнейшего исследования нам 
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понадобится ряд определений и утверждений из теории циклических перестановок как 
типов циклов одномерных отображений. 

Пусть [0;1]=I , );(0 IICg  – некоторая непрерывная функция. В дальнейшем 
используются следующие определения [13]. 

Определение 4. Пусть  )(,),(,= 1  nggB   – цикл периода n  отображения 

);(0 IICg , где )(min= 1

1
 



i

ni
g  и  =)(ng . Упорядоченный набор чисел 

),,,,(= 1 ni rrrr  , каждый элемент которого определяется по формуле 

 )()(,1|#= 11    ik
i ggnkkr , ni 1 , где “ A# ” обозначает количество элемен-

тов множества A , называется типом цикла B . 
Определение 5. Типом произвольной периодической точки цикла называется 

тип этого цикла. 
Из определения 4 следует, что 1=1r  и для любых различных номеров ni 1 , 

nj 1  выполняется неравенство ji rr  . 

Любому циклу одномерного отображения можно поставить в соответствие не-
которую циклическую перестановку. Точки цикла B  обозначим теперь 

nii  ,,,,, 11   , где nii  <<<<< 11   . Пусть 
ijig  =)( , где 

ninji  1,1 . Тогда соответствующую циклу B  циклическую перестановку можно 

записать следующим образом: 








njjj

n





21

21
= . Если цикл имеет тип  , то будем 

считать   типом любой точки этого цикла. 
Циклическое изображения перестановки   имеет следующий вид: 

)(1),(1),(1),1,( 11  ni   , следовательно, в силу того, что цикл 

 )(...,),(,= 1  nggB , получим (1)= 1i
ir   для произвольного ni 1 . Из послед-

него следует, что определение типа цикла через соответствующую циклическую пере-
становку и упорядоченный набор ),,,,( 1 ni rrr   эквивалентны, т.е. этот упорядочен-

ный набор совпадает с циклическим изображением перестановки   цикла B . В связи 
с эквивалентностью циклической перестановки  , что соответствует циклу B , и типа 
цикла B  как строки ),,,,( 1 ni rrr  , в дальнейшем под типом цикла мы будем пони-

мать один из этих объектов в зависимости от контекста. 
Рассмотрим обобщенное кусочно-постоянное n -периодическое решение );( txu  

краевой задачи (1)–(3). Постоянную c  с начального условия (3) выбираем так, чтобы c  
была периодической точкой отображения f  с краевым условием (2). Определим 

области kniD  , где {0}, Nki , 10  ni , следующим образом: 

|{0}[0;1]);{(=  
 RtxD kni  }[0;1),=   knitx . Из начального условия (3) 

следует, в частности, равенство cu =(0;0) , из которого, используя представления ре-
шения (8), получим аналитическое представление обобщенного n -периодического ре-
шения краевой задачи (1)–(3): 
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                                              (11) 

Определение 6. Типом обобщенного кусочно-постоянного n -периодического 
решения краевой задачи (1)–(3) называется тип периодической точки c . 

Из определения 6 следует, что аналитическое представление (11) обобщенного 
n -периодического решения краевой задачи (1)–(3) имеет тип, равный типу периодиче-
ской точки c  начального условия (3). 

Для исследования сосуществования обобщенных кусочно-постоянных периоди-
ческих решений краевой задачи (1)–(3) с помощью их типов сформулируем следующие 
определения. 

Определение 7. Циклическая перестановка 








njjj

n





21

21
=  называется вы-

пуклой вверх [2, 9], если выполняются неравенства 1< ii jj  при ii


<1  и 1> ii jj  при 

nii <


, где 12  ni


 и ni =)(


 . 

Аналогично циклическая перестановка 








njjj

n





21

21
=  называется выпук-

лой вниз, если выполняются неравенства 1> ii jj  при ii


<1   и  1< ii jj  при nii <


, 

где 12  ni


 и 1=)(i


 . 
Очевидно, что два непрерывные отображения отрезка, одно из которых имеет 

цикл типа выпуклой вверх циклической перестановки, а другое – типа выпуклой вниз 
циклической перестановки, являются топологически сопряженными, поэтому доста-
точно рассмотреть свойства только выпуклых вверх циклических перестановок, ведь 
свойства выпуклых вниз циклических перестановок устанавливаются автоматически, 
используя их связь с выпуклыми вверх циклическими перестановками. В связи с этим 
в дальнейшем будем рассматривать только отображение, имеющее циклы, которым со-
ответствуют выпуклые вверх циклические перестановки. Такие перестановки будем на-
зывать выпуклыми циклическими перестановками. 

Множество всех выпуклых циклических перестановок обозначим  , а множе-
ство всех выпуклых циклических перестановок порядка n  обозначим n . 

С выпуклыми циклическими перестановками тесно связаны циклы унимодаль-
ных непрерывных отображений. Сформулируем определение унимодального отобра-
жения. 

Определение 8. Пусть );(0 IICg . Отображение g  называется унимодальным, 
если существует значение (0;1)c , такое, что g  монотонно не убывает (монотонно 
не возрастает) на отрезке ][0;c  и монотонно не возрастает (монотонно не убывает) 
на отрезке ;1][c . 

Из определения 8 следует, что унимодальное отображения состоит только из 
двух ветвей монотонности. 
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Учитывая, что мы рассматриваем выпуклые перестановки, будем считать, 
что унимодальное отображения g  выпуклое вверх. Выкладки для случая, когда g  – 
унимодальное выпуклое вниз отображения, аналогичные выкладкам для случая унимо-
дального выпуклого вверх отображения. 

Поскольку ограничение непрерывного отображения на цикл является цикличе-
ской перестановкой, типом любого цикла унимодального отображения является выпук-
лая циклическая перестановка, но возможно такое, что двум разным циклам одного пе-
риода унимодального выпуклого вверх отображения может соответствовать одна и та 
же выпуклая циклическая перестановка. Для того, чтобы различать циклы в таком слу-
чае, воспользуемся результатами, полученными в работе [17]. Коротко приведем соот-
ветствующие рассуждения. 

Поскольку nrn =  – максимальное число среди чисел nrr ,,1, 2  , образующих тип 

),,(1, 2 nrr   цикла, которому соответствует выпуклая циклическая перестановка  , 

а число 1nr  является прообразом элемента nr , то последовательно сравним каждое 

из чисел nrr ,,1, 2   с числом 1nr  и разобьем этот тип ),,(1, 2 nrr   на блоки (упорядо-

ченные цепочки чисел, с соблюдением уже установленного в типе порядка) по следу-
ющему правилу: каждый блок содержит элементы, которые или все меньше числа 1nr , 

или все не меньше числа 1nr . 

В результате тип ),,(1, 2 nrr   перестановки   можно записать в таком виде: 

|,,||,,|,1,(|
11111111111 11 ssss mllmlmlmlmmm rrrrr      

|),,,
111111 1 sssss lmllmmllm rr                                             (12) 

где символ |  разделяет соседние блоки. 

Числа im , il , где si 1 , для цикла типа ),,(1, 2 nrr   унимодального отображе-

ния g  имеют следующее значение. Пусть   – наименьшая точка цикла типа r  унимо-

дального отображения g . Тогда 1m  – это количество точек в последовательности 

))(,),(,( 1  ngg  , принадлежащих интервалу )[0;c , то есть )[0;)(1 cgi   , где 

11 mi  , 1l  – это количество точек в последовательности ))(,),(,( 1  ngg  , начи-

ная с )(1 mg , принадлежащих интервалу ;1][c , т.е. ;1][)(1 cgi   , где 111 1 lmim  , 

2m  – это количество точек в последовательности ))(,),(,( 1  ngg  , начиная с 

)(11 lmg  , принадлежащих )[0;c , т.е. )[0;)(1 cg i   , где 21111 1 mlmilm   и т.д. 

Аналогичным образом тип ),,(1, 2 nrr   перестановки   можно записать в виде: 

|,,||,,|,1,(|
11111111111 11 ssss mllmlmlmlmmm rrrrr      

|),,,
111111 1 sssss lmllmmllm rr                                               (13) 

где блоки с нечетными номерами содержат только числа, не больше 1nr , а блоки с чет-

ными номерами – только числа, больше 1nr . 

Аналогично числам строки (12), числа строки (13) тесно связаны с циклом отоб-
ражения g . Пусть   – наименьшая точка цикла типа r  унимодального отображения 

g . Тогда 1m  – это количество точек в последовательности ))(,),(,( 1  ngg  , при-

надлежащих интервалу ][0;c , то есть ][0;)(1 cgi   , где 11 mi  , 1l  – это количество 

точек в последовательности ))(,),(,( 1  ngg  , начиная с )(1 mg  , принадлежащих 
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интервалу ;1](c , т.е. ;1]()(1 cgi   , где 111 1 lmim  , 2m – это количество точек 

в последовательности ))(,),(,( 1  ngg  , начиная с )(11 lmg  , принадлежащих ][0;c , 

т.е. ][0;)(1 cgi   , где 21111 1 mlmilm   и т.д. 

Количество блоков в строках (12) и (13) является четным, поскольку 1>= nn rnr , 

т.е. каждая из строк (12), (13) заканчивается блоком с парным номером s2  и s2  соот-
ветственно. 

При этом выполняются следующие равенства: 

.=)(,=)(
=1=1

nlmnlm ii

s

i
ii

s

i

 


 

С чисел smmm ,,, 21  , slll ,,, 21  , smmm  ,,, 21  , slll  ,,, 21  , фигурирующих в (12) 

и (13), образуем числовые наборы вида: 
),,,,,,,,,( 112211 ssss lmlmlmlm                                               (14) 

1),,,,,,,,,( 112211 sss mlmlmlm                                                (15) 

где числовой набор (14) соответствует строке (12), а числовой набор (15) – строке (13). 
Будем считать, что числовой набор длины n  состоит только из повторяющихся 

блоков, если его можно представить в виде: 
),,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,( 221122112211 ssssss lmlmlmlmlmlmlmlmlm   

где ),,,,,,( 2211 ss lmlmlm   – повторяющийся блок ( s  – произвольный фиксированный 

делитель числа n , где psn = ). 
Определение 9. Если числовой набор (14), построенный по выпуклой цикличе-

ской перестановке  , не состоит только из повторяющихся блоков, которые его обра-
зуют, то (14) называется м-моделью типа цикла, которому соответствует выпуклая цик-
лическая перестановка  . Аналогично, если числовой набор (15), построенный по вы-
пуклой циклической перестановке  , не состоит только из повторяющихся блоков, его 
образующих, то (15) называется р-моделью типа цикла, которому соответствует выпук-
лая циклическая перестановка  . 

Определение 10. Весом модели типа цикла, которая представляется числовым 
набором ),,,,,,( 2211 ss lmlmlm  , называется число  , определяемое из равенства: 
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                                           (16) 

Определение 11. Если выпуклая циклическая перестановка   имеет одну 
модель типа цикла, то ее весом называется вес этой модели типа цикла. Если выпуклая 
циклическая перестановка   имеет две модели типа цикла, то ее весом называется 
больший из весов этих моделей типа цикла. Вес выпуклой циклической перестановки 
  обозначается  . 

Определение 12. Весом произвольной точки цикла называется вес выпуклой ци-
клической перестановки, которая является типом этого цикла. 

Геометрический смысл веса объясняет следующая лемма [17]. 
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Лемма 1. Координата минимальной точки x  цикла типа n  периода n  с мо-

делью типа цикла ),,,,,,( 2211 ss lmlmlm   отображения «тент», которое определено сле-

дующим образом: 
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xx
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xf ,                                                  (17) 

равна  . Учитывая, что каждая выпуклая циклическая перестановка имеет по крайней 

мере одну модель типа цикла, понятие веса выпуклой циклической перестановки опре-
делено корректно [17]. 

На множестве выпуклых циклических перестановок   введем отношение по-
рядка   следующим образом: две произвольные выпуклые циклические перестановки 
   и    находятся в отношении  , т.е.    , если     . Из определения отно-

шения порядка   следует, что   является отношением линейного порядка на множе-
стве выпуклых циклических перестановок  . 

Имеет место следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть задана краевая задача (1), (2), где );(0 IICf   – непрерывное 

отображение, с постоянной начальной функцией (3). Если значение начального условия 
(3) является периодической точкой типа 1  отображения f , то краевая задача (1), 

(2) имеет обобщенное кусочно-постоянное периодическое решение типа 2 , 

где 21   . 
Доказательство теоремы 2. Пусть );( txu  – обобщенное кусочно-постоянное 

периодическое решение краевой задачи (1), (2) с начальным условием (3), таким, 
что 1=)( cx , где 1c  является периодической точкой типа 1  отображения f . Ана-
логично доказательству теоремы 1, используя формулу Д’Аламбера и постоянство 
функции в начальном условии (3), краевую задачу (1)–(3) сведем к разностному урав-
нению с дискретным аргументом (9) и начальным условием (10), таким, что 1=(0) cv , 

где 1c  – постоянная с начального условия (3). Поскольку 1  – тип обобщенного кусоч-
но-постоянного периодического решения краевой задачи (1)–(3), то в результате редук-
ции к разностному уравнению (9), (10), 1  является типом цикла непрерывного отоб-
ражения f . Используем теорему, которая сформулирована и доказана в [17], о том, что 
в случае, когда непрерывное отображение отрезка имеет цикл типа выпуклой цикличе-
ской перестановки, оно также имеет цикл большего типа согласно отношению порядка 
на множестве выпуклых циклических перестановок. Учитывая, что 1  

и );(0 IICf  , получим, что непрерывное отображение f  также имеет цикл типа 

2 , где 21   . Опять используем связь рассматриваемой краевой задачи с дина-

микой отображения f . Поскольку f  имеет цикл типа 2 , то разностное уравнение 

с дискретным аргументом (9) и начальным условием 2=(0) cv , где 2c  – периодическая 

точка типа 2  отображения f , соответствует краевой задачи (1), (2) с начальным ус-

ловием 2=)( cx , где 2c  – периодическая точка типа 2  отображения f . Из последне-
го следует, что краевая задача (1), (2) имеет обобщенное кусочно-постоянное периоди-
ческое решение типа 2 , где 21   . 

Теорема 2 доказана. 
Имеет место следующее следствие из теоремы 2. 
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Следствие 1. Пусть задана краевая задача (1), (2), где f  – отображение “тент” 
вида (17) с постоянной начальной функцией (3). Если значение начального условия (3) 
является периодической точкой типа 1  отображения f , то краевая задача (1), (2) 

имеет обобщенное кусочно-постоянное периодическое решение типа 2 , 

где 21   , вида: 
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                                              (18) 

Доказательство следствия 1. Поскольку отображение (17) является непрерыв-
ным, то для краевой задачи (1), (2), где f  – отображение вида (17) с начальным усло-

вием (3), где постоянная является периодической точкой типа 1  отображения f , 
выполняется теорема 2. Из последнего следует, что краевая задача (1)–(3) имеет обоб-
щенное кусочно-постоянное 2n -периодическое решение типа, где 21   . Используя 
лемму 1, получаем, что координата минимальной точки цикла любого типа отображе-
ния «тент» равна весу этого цикла. Тогда, используя представление (11), обобщенное 
кусочно-постоянное 2n -периодическое решение типа 2  краевой задачи (1)–(3) можно 
записать в виде (18). 

Следствие 1 доказано. 
Для формулировки еще одного следствия из теоремы 2 нам понадобятся следу-

ющие определения. 
Определение 13. Минимальным циклом называется цикл, тип которого является 

минимальной циклической перестановкой или симметричной ей перестановкой. 
Определение 14. Циклические перестановки 1  и 2  периода n  называются 

симметричными, если для произвольного ni 1 , где Nn , выполняется соотноше-
ние )1(1=)( 12 inni   . 

Минимальные перестановки произвольного периода описаны в [4]. Заметим 
только, что минимальными циклическими перестановками нечетного периода 12 k , 
где 1>k , являются следующие циклические перестановки: 

,
1222121

12221321
=12 

















kkkkk

kkkk
k                       (19) 

а при 1=k : 

.
132

321
=3 








                                                              (20) 

Используя определение 7, получим, что минимальные перестановки, заданные 
формулами (19) и (20), являются выпуклыми вверх циклическими перестановкаи. 

Докажем следующее следствие из теоремы 2. 
Следствие 2. Пусть задана краевая задача (1), (2), где );(0 IICf   – непрерыв-

ное отображение с постоянной начальной функцией (3). Если значение начального ус-
ловия (3) является 12 k -периодической точкой типа   отображения f , где Nk  , 
то краевая задача (1), (2) имеет обобщенное кусочно-постоянное периодическое реше-
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ние типа 12 k , где kk  , кроме того, если  , то краевая задача (1), (2) имеет об-

общенное кусочно-постоянное периодическое решение типа  , такое, 

что 12

2

2)(1

2)(1

3

2
 


 k

k

 . 

Доказательство следствия 2. Учитывая порядок Шарковского, из существова-
ния у отображения );(0 IICf   цикла периода 12 k  следует существование цикла пе-
риода 12 k , где kk  . Используя утверждение о том, что из наличия в отображения 

);(0 IICg  цикла периода n , следует наличие у него цикла минимального типа пери-
ода n  [4], получим, что рассматриваемое отображение имеет минимальный цикл пери-
ода 12 k , где kk  . Поскольку минимальные циклы нечетного периода имеют вид 
(19), (20) [4], то отображение );(0 IICf   имеет цикл типа 12 k , где kk  . 

Если  , то с выпуклости вверх типа цикла отображения f  следует, 
что можно построить унимодальное отображения такое, что любой цикл построенного 
отображения является циклом выходного отображения, и такое, что имеет цикл типа 
минимальной циклической перестановки периода 12 k . С унимодальности построен-
ного отображения следует, что тип каждого цикла выпуклый вверх. Поэтому и мини-
мальная циклическая перестановка периода 12 k  является выпуклой вверх, т.е. имеет 
вид 12 k . Несложно проверить, что вес этой минимальной циклической перестановки 

для соответствующего k  равен 
12

2

2)(1

2)(1

3

2



k

k

. Используя теорему 2, получим, что крае-

вая задача (1), (2) имеет обобщенное кусочно-постоянное периодическое решение типа 

 , где 12

2

2)(1

2)(1

3

2
 


 k

k

 . 

Следствие 2 доказано. 
 
Заключение 
Исследована феноменологическая модель широкополосного генератора цифро-

вых сигналов, которая представлена краевой задачей для линейного дифференциаль-
ного уравнения в частных производных первого порядка и нелинейным краевым усло-
вием. Введено понятие обобщенного кусочно-постоянного n -периодического решения 
краевой задачи и его типа. Для рассматриваемого класса краевых задач построено об-
общенное решение в аналитическом виде и исследованы условия сосуществования та-
ких решений в зависимости от типа. 

 

Авторы благодарны академику НАН Украины Александру Николаевичу Шарков-
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Samoylenko V.H., Tyshchuk T.V. Piecewise Constant Solutions of the Linear Partial Differential 

Equation of the First Order 
 
We consider a boundary value problem for the first-order partial differential equation of hyperbolic 

type with a nonlinear boundary condition, which is used as a phenomenological model for digital signals gener-
ator. We introduce the notion of the type of a generalized piecewise constant n –periodic solution of the bound-
ary value problem and study co-existence of the solutions. For a certain class of boundary value problems we 
obtain an analytic form of generalized piecewise constant n –periodic solution. 
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ИНВАРИАНТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОДГРУПП ЛИ ДВИЖЕНИЙ 
ПЯТИМЕРНОГО ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА 

 
Работа посвящена исследованию свойств подгрупп Ли группы Ли движений пятимерного евкли-

дова пространства 
5R . Для всех подгрупп Ли группы Ли вращений пространства 

5R  находятся все 

инвариантные подпространства и все инвариантные прямые и k-плоскости. 
 

Одной из важных задач геометрии является задача исследования подгрупп пре-
образований различных пространств. Особое место в ряду этих исследований занимает 
задача изучения подгрупп Ли групп Ли движений различных (псевдо)евклидовых про-
странств. Значимость этой задачи вытекает из того, что геометрия (псевдо)евклидовых 
пространств находит широкое применение в различных разделах математики и теоре-
тической физики. Исследованиями в этом направлении занимались А.С. Феденко, 
И.В. Белько, В.Г. Копп, Р.Ф. Билялов, А.А. Юдов и другие. В данной работе исследует-
ся группа Ли движений пятимерного евклидова пространства. 

Рассмотрим пространство 5R -пятимерное евклидово пространство.  

Выберем в пространстве 5R  репер ),,,,,0( 54321 eeeee , причем 

jieeeeeee ji  ,0),(,12

5

2

4

2

3

2

2

2

1 . 

Произвольную точку M пространства 5R , в репере   зададим координатами 

),,,,( 54321 xxxxxM , которые будем записывать в виде )(),,,,( 54321 XxxxxxM T  . 

На множестве реперов пространства 5R  действует группа Ли G движений, кото-

рая при заданном репере   изоморфна группе матриц вида:  
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Причем 55 EAEAT   , где знак T  означает транспонирование, а матрица 5E  является 

единичной матрицей. 
При движении, заданном матрицей (1), репер   переходит в репер 

)','0()',',',',',0(' 54321 eeeeee  , где )(),,,,('0,' 54321 TttttteAe  , а точка M 

переходит в точку 'M , имеющую в репере ' такие же координаты, какие точка M име-
ет  в репере . 
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Пусть '54321 )(),,,,(' XxxxxxM T  , )'()',',',','( 54321 XxxxxxM T  . Тогда 

получим: ))()(()()()(')('''' XATeXeATeXeTeMOOOOM  . С 

другой стороны, )'(' XeOM  . Отсюда )()()'( XATX  , т.е.  
TTT xxxxxAtttttxxxxx ),,,,(),,,,()',',',','( 543215432154321   

или   

 .),,,,()',',',',',1( 5432154321

TT xxxxxAxxxxx                            (2) 

Таким образом, в пространстве 5R действует слева группа Ли G , которая изо-

морфна группе матриц вида (1), действующих на точки пространства 5R по формуле 

(2). Алгебру Ли G этой группы можно отожествить с алгеброй Ли матриц вида: 
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гдеB  удовлетворяет условию: 055  BEEBT
 

Группа Ли H  стационарности точки O и алгебра Ли H  этой группы будут за-
даваться матрицами вида:  
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Группа Ли G  является полупрямым произведением группы Ли H  стационар-

ности точки и абелевой группы 5T параллельных переносов: 5THG  . 
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Алгебра Ли G является полупрямой суммой алгебры Ли H группы Ли H  и 

коммутативной алгебры Ли 5 группы Ли: .5 HG   

Операция коммутирования в алгебре Ли G имеет вид: 
   ,, BAABBA   (6) 

где ., GBA   

Рассмотрим в алгебре Ли G  базис, где  

.,,,,

,,,,,

,,,,,

655615644614544513633612544511

533510433494522584224732236

615514413312211

EEiEEiEEiEEiEEi

EEiEEiEEiEEiEEi

EiEiEiEiEi






 

Где E  –  )66(   матрица, у которой в  ой строке,  м столбце 1, а остальные 

элементы нули. 
Получаем формулы для коммутаторов базисных векторов: 

151413121110987654321 ,,,,,,,,,,,,,, iiiiiiiiiiiiiii . Согласно формуле (6) полу-

чим  0, 122121  iiiiii . Аналогично, проводя вычисления, получим:  

 
 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2015 82

Подгруппы Ли группы Ли вращений пространства 5R  классифицируются в ра-

боте [1]. 
Всего получено 11 подгрупп Ли 111...GG  группы Ли вращений, которые задают-

ся своими алгебрами Ли 111...GG  в виде: 
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1081171365

10764

1363

1362

61

iiiiiiiiiiG

iiiiG

iiiiiiiiiG

iiiiiiG

iiiiG

iiiiiiiiG

iiiiiiG

iiiG

iiG

iiG

iG

























 

Причем группа Ли 11G  совпадает с группой Ли всех вращений H . 

Рассматривается однопараметрическая подгруппа Ли G группы Ли вращений 
пятимерного евклидова пространства 5R , соответствующая алгебре Ли с оператором 
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6i . (7) 

Ставится задача найти все инвариантные относительно G  одномерные, двумер-
ные, трёхмерные и четырехмерные векторные подпространства пространства 5R , а так-

же инвариантные прямые и K-плоскости.  
Рассмотрим оператор 6i .  

Найдём одномерные подпространства пространства 5R , инвариантные относи-

тельно этого оператора. Условие инвариантности подпространства с направляющим 
вектором .),,,,( 54321   имеет вид: 

  6i   (8) 
или в координатном виде: 

 5432112 0,0,0,,     (9) 
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Из системы (9) получим:  22   . Отсюда 0,0 12   . При 0  нену-

левых решений нет. При 0  получим инвариантные подпространства в виде: 
.,,},{ 543 rqpreqepe   

Найдём двумерные подпространства, инвариантные относительно оператора. 
Условие инвариантности подпространства с базисом .),,,,(},,{ 54321  b , 

.),,,,( 54321 bbbbb  имеет вид: 

 6 6, .i b bi b         (10) 

Или в координатном виде: 

 .00

,00

,00

,

,

5555

4444

3333

221221

112112

bb

bb

bb

bbb

bbb













 (11) 

С помощью замены базиса получаем, что решение системы (11) можно свести к 

рассмотрению 10 частных случаев  101  : 
).,,,1,0(),,,,0,1(.1  tbrqp  

В этом случае система (11) имеет вид: 

 






.0,0,0,0,1

,0,0,0,1,0




rtqp

rtqq

 (12) 
Отсюда следует:  .0,0,0,0,0,0  rqpt    

Получаем инвариантное подпространство в виде:  }.,{ 21 ee  

).,,1,0,0(),,,0,,1(.2 tbrqp   

Из системы (11) получим:  .1, pp   . Отсюда следует противоречие: 
21 p . Система инвариантности противоречива. 

).,1,0,0,0(),,0,,,1(.3  brqp
 

).1,0,0,0,0(),0,,,,1(.4 brqp  

Система инвариантности (4) противоречива, т.к. из неё следует: 12 p . 

).,,1,0,0(),,,0,1,0(.5  rbqp  

В этих случаях 5 , 6 , 7 система инвариантности (11) противоречива, т.к. из неё 
следует:  01  . 

).,1,0,0,0(),,0,,1,0(.6 rbqp  

).1,0,0,0,0(),0,,,1,0(.7 bqp  

).,1,0,0,0(),,0,1,0,0(.8 qbp  

Система инвариантности (11) принимает вид: 
.0,0,0,0,0,0   pqp  

Инвариантные пространства принимают вид: },{ 5453 qeepee  . 

).1,0,0,0,0(),0,,1,0,0(.9 bp  

Система инвариантности (11) принимает вид: 
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.0,0,0,0,0,0  pp  . 

Получаем инвариантные подпространства в виде: 
}.,{ 543 epee   

).1,0,0,0,0(),0,1,0,0,0(.10 b  

Система инвариантности (11) не противоречива. Получаем инвариантное под-
пространство: }.,{ 54 ee  

Результаты исследования инвариантных подпространств относительно операто-
ра 6i сформулируем в виде следующей теоремы. 

Теорема 1. Относительно оператора 6i  инвариантны только следующие одно-

мерные подпространства пространства 5R : .,,},{ 543 rqpreqepe   и только следу-

ющие двумерные подпространства: }.,{},,{},,{},,{ 54543545321 eeepeeqeepeeee   

Рассматривая аналогично инвариантные подпространства для операто-
ра 0,136  ii , получаем теорему:  

Теорема 2. Относительно оператора 0,136  ii  инвариантно только сле-

дующее одномерное подпространство пространства 5 5:{ }R e  и только следующие дву-

мерные подпространства: 1 2 3 4{ , },{ , }.e e e e  

Относительно оператора 136 ii   инвариантно только следующее одномерное 

подпространство: }{ 5e  и только следующие двумерные подпространства: 
}.,{},,{},,{ 4321432431 eeeepeqeeqepee   

Относительно оператора 136 ii   инвариантно только следующее одномерное 

подпространство: }{ 5e  и только следующие двумерные подпространства: 

}.,{},,{},,{ 4321432431 eeeepeqeeqepee   

Непосредственным вычислением доказываются следующие теоремы. 
Теорема 3. Из подпространств, перечисленных в теореме 1, относительно опе-

ратора 7i  инвариантно только одномерное подпространство: 4 5{ } ,qe re q r   и только 

следующее двумерное подпространство: }.,{ 54 ee  

Теорема 4. Из подпространств, перечисленных в теореме 1, относительно опе-
ратора 13i  инвариантны только следующее одномерное подпространство: }{ 5e  и только 

следующие двумерные подпространства:  },,{},,{ 4321 eeee  из которых только }{ 5e  ин-

вариантно относительно 117 ii    и 108 ii  . 

Теорема 5. Из 1- и 2-мерных подпространств, инвариантных относительно опе-
ратора 136 ii  , относительно оператора 117 ii   инвариантно только следующее одно-

мерное подпространство: }{ 5e , которое инвариантно и относительно оператора 108 ii  . 

Теорема 6. Из подпространств, перечисленных в теореме 3, относительно опе-
ратора 10i  инвариантны только следующие одномерные подпространства: 

4 5{ } ,qe re q r  и  только следующее двумерное подпространство: },{ 54 ee , из которых 

только },{ 54 ee  инвариантно относительно оператора 15i  и только },{ 54 ee    инвари-

антно относительно операторов .,, 1413121198 iiiiii   
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Теорема7. Из подпространств, инвариантных относительно оператора 

1,0,136  ii  (теорема 2), относительно оператора 12117 3iii   не инвариант-

ны никакие пространства. 
На основании доказанных теорем получаем следующую теорему, в которой пе-

речисляются все инвариантные одно- и двумерные подпространства для подгрупп Ли 

101...GG . 

Теорема 8. Относительно подгрупп Ли 101...GG  инвариантны только следую-

щие одно- и двумерные подпространства пространства 5R : 

.1 Для 1 3 4 4 1 2 3 5 4 5 3 4 5 4 5:{ }, , , ,{ , }{ , }{ , }{ , }.G pe qe re p q r e e e pe e qe e pe e e e       

Доказательство следует по теореме 1.  

.2
 Для 2 5 1 2 3 4:{ },{ , },{ , },G e e e e e при 0, 1.    

},,}{,}{,{},{ 43214324315 eeeepeqeeqepeee  при ,1  
},,}{,}{,{},{ 43214324315 eeeepeqeeqepeee   при .1 Доказатель-

ство следует по теореме 2. 

.3
Для 3 5 1 2 3 4:{ },{ , },{ , }.G e e e e e Доказательство следует по теореме 1. 

.4
Для 4 4 5 4 5:{ }, , ,{ , }.G qe re q r e e   Доказательство следует по теореме 6. 

.5
Для 5 5:{ }.G e  Доказательство следует по теореме 2. 

.6
Для 6 :G , нет инвариантных подпространств. 

.7
Для 7 4 5:{ , }.G e e  Доказательство следует по теореме 6. 

.8
Для 8 5:{ }.G e Доказательство следует по теореме 4. 

.9
Для 9 4 5:{ , }.G e e Доказательство следует по теореме 6. 

.10
Для 10 5:{ }.G e Доказательство следует по теореме 6. 

Используя найденные инвариантные подпространства относительно подгрупп 
Ли 101...GG , находим далее образы стационарности для этих подгрупп. В результате 

получаем теорему.  
Теорема 9. Среди подгрупп 101...GG  флаговые образы стационарности имеют 

только следующие подгруппы: 
1 Для 1G  образом стационарности является флаг ],,[ 3

RO  где   означает то-

чечную неподвижность соответствующей плоскости. 
2 Для 3G образом стационарности является прямая и две ортогональные ей по-

парно ортогональные 2-плоскости. 
3 Для 4G образом стационарности является флаг 2[ , ].O R  
4 Для 7G образом стационарности является флаг 2[ , ].O R  
5 Для 10G образом стационарности является флаг 1[ , ].O R  

Подгруппы Ли 98651 ,,,, GGGGG  не имеют флаговых образов стационарности. 

Замечание 1. Все инвариантные четырёхмерные подпространства пространства 

5R  относительно группы Ли iG  получаются как ортогональные дополнения к найден-

ным инвариантным одномерным подпространствам, а инвариантные трёхмерные под-



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2015 86

пространства находятся как ортогональные дополнения к инвариантным двумерным. 
Таким образом, теорема 8 классифицирует все инвариантные подпространства про-
странства 5R  относительно всех подгрупп Ли вращений группы Ли движений про-

странства 5R . 

Замечание 2. Каждому инвариантному подпространству },...,{ 1 k  соответ-

ствует инвариантная k-плоскость: ],...,,0[ 1 k и обратно. Таким образом, теорема 8 

даёт классификацию всех инвариантных прямых и k-плоскостей пространства 5R  от-

носительно подгрупп Ли группы Ли вращений пространства 5R . 
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канд. физ.-мат. наук, доц. каф. прикладной математики и технологий программирования 

Брестского государственного университета имени А.С. Пушкина 
 

О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 

 
Для решения нелинейного операторного уравнения с гладким оператором рассматривается не-

локальный нерегуляризованный итерационный процесс и на его примере исследуется общий подход для 
получения выпуклой области, где решение существует и единственно. 
 

Для анализа проблемы рассмотрим уравнение 

0)( xf ,           (1) 

где )( nn RRDf  , для решения которого  предлагается следующий квазиньютонов-
ский нерегуляризованный итерационный процесс: 

Шаг 1: Решается линейная система для определения поправки nx  

    2,1,0,'  nxfxxf nnnn … .       (2) 

Шаг 2: Вносится поправка в nx  и определяется очередное приближение 

nnn xxx 1 .        (3) 

Шаг 3: Проверяется условие окончания итерационного процесса: 
если   1,1 nxf ,   – параметр останова, то конец просчетов, иначе переход на 

Шаг 4: Определяется новая шаговая длина: если    nn xfxf 1 , то 1:1  n , иначе 

производится пересчёт 1n  по формуле 

 

  























nn

n
n

xf

xf

2
1

2
0

1 ,1min , 
n

n
nn 


 


1
1 , 2

00  , ]10,10[ 13
0

     (4) 

и осуществляется переход на шаг 1. 
Пусть оператор f  в интересующей нас области D  удовлетворяет условиям: от-

ображение f является G-дифференцируемым на выпуклом множестве D,  

DxMxf  )( , Bxf 1)]('[ ,   Dx ,    (5) 

производная )(xf   удовлетворяет условию Липшица с некоторой константой L  и в D  

существует решение *x  уравнения )1( . Тогда относительно процесса )4()2(   спра-
ведлива 

Теорема 1. Пусть выполняются условия )5( . Тогда итерационный процесс 

)4()2(   при 1)( 00
2

0  xfLB , со сверхлинейной (локально с квадратичной) 

скоростью сходится к *x решению уравнения )1( . Оценка погрешности n -ого при-

ближения имеет вид
 

0

00

1
*

q

qxfB
xx

n

n


 . 
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Доказательство. Докажем релаксационность процесса )4()2(  . Используя 
условия теоремы, имеем  

        


 nnnnn
t

nnnnn xxxfxtxfxxxfxfxf 1
10

11 )()(sup'  

           ,11)(
22

nnnnnnnnnn xfqxfxfLBxfxf           )6(  

здесь )(2
nnn xfLB  ,  nnnq  11 . 

Покажем, что имеет место равенство    nnnn xfxf   11 , для чего рас-

смотрим отношение 
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После несложных преобразований имеем, что  

)()( 1122   nnnn xfxf .      (7) 

Из условий теоремы и (7) следует, что все 0i  и если 0  и 0x  таковы, что 

1)( 00
2

0  xfLB , то 10 q  и 10 i . Пусть 0n , тогда из (6) следует, что  

)()()( 0001 xfxfqxf  ,               (8) 

а из (7) имеем, что  

)()( 0011 xfxf  .           (9) 

Сравнивая (9) и (8), имеем 01   и 000111 )1(1)1(1 qq  . 

Применяя метод математической индукции, получим, что последовательность 

  1i , а последовательность   0iq . 

Переходя к пределу в (6) при n , получаем 

0)(lim)(lim
0

0  


n

i
i

n
n

n
xfqxf .      (10) 

Таким образом, из (10) следует, что   0*)()(  xfxf n , тем самым сходимость 

итерационного процесса к решению доказана. 

Покажем, что в процессе счёта существует номер 0k , что при 0ki   все 1:i  
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Из (11) и (4) следует, что 0k  такое, что для всех 0ki  , 1:i . С этого момента 

процесс )4()2(   переходит в классический метод Ньютона, с характерной для послед-
него квадратичной скоростью сходимости. Теорема 1 доказана. 

Пусть при некотором i  1:i  тогда в силу условий теоремы  
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.;/

)()()()]([()(

2

1
1

1

iiiii

nnnnniiii

xLBlBxlxL

xxxfxtxfxfxfxfxf



 



 

.///)( 3
1112 BxlBxlxBxlxf iiiiiiii   BL  

Индуктивно получим оценку 

Bxlxf i
n

ini /)( 12  
 . 

Нетрудно найти радиус сферы с центром ix . Если 1il , то  

).1/(...

...)()(

3

21

iiiiiii

iii
ij

j

lxxlxlx

xfBxfBxxr



 



 

                            (12) 

Наряду с (12) имеем  
)1/(1 iii lxxr   .     (13) 

Найдем радиус области единственности решения уравнения в сфере ),,( rxS i  

где r – радиус области, где решение единственно, точнее найдем условия, при выпол-
нении которых в области  rxS i ,  не более одного решения. Положим, что  rxS i ,  су-

ществуют два решения *x  и **x . Тогда справедлива оценка: 

 

   
   

.)('))(('sup
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)()()('

***********
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***1******

xxLrBxxxfxxxfB

xfxfxxxfxf

xfxfxfxxxx
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 (14) 

Если в (14) потребовать, чтобы 1 qBLr  или  

 
i

i

i

i

l

xq

xBL

xq

BL

q
r







 , (15) 

то в сфере  rxS i ,  будет не более одного решения. 

В условиях сходящегося процесса Ньютона рассмотрим неравенство 

 iiii lxq
BL

q
lx /)1/(  , (16) 

которое равносильно утверждению rr  . Из (13) следует оценка il : 

 .1)()1/(  qFqqli  (17) 

Если в качестве r  взять правую часть соотношения (13) и потребовать выпол-

нения условия 

 
i

i
iii l

xq
lxx


  )1/(1 , (18) 

то неравенство (18) также равносильно утверждению того, что rr  . 
Из (18) имеем соотношение, связывающее нормы поправок на соседних шагах: 
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  . (19) 

Так как 0)(  ilG , то имеет место соотношение  

 ))(1(1
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1 qF
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  , (20) 

откуда будет следовать соотношение (19), которое является следствием утверждения 
того, что rr  . 

Пусть выполняется неравенство (20). Тогда соотношение (20) можно переписать 
в следующем виде: 
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  . (21) 

Левая часть неравенства (21) мажорирует левую часть соотношения (18), а пра-
вая часть (21) минорирует правую часть (18). Следовательно, из выполнения (20) сле-
дует выполнение (19), которое есть условие того, что rr  .  

Таким образом, для проверки того, что в области D решение существует и един-
ственно, в условиях сходящегося ньютоновского процесса (c ii  1 ) производим 

проверку выполнимости условия (20) с )1,0(q . 
Если это условие при некотором ik   выполняется, то мы находимся в сфере 
),( rxS k , в которой решение *x  существует и единственно. Радиус этой сферы нахо-

дим из соотношения 



n

ki
ixr , где номер n  находим из условия  

)( nxf , 1 , )111()91(~  ee , или 
)(qF

xq
r i
  . 

Радиус сферы ),( rxSD i  и оценку погрешности n го приближения, используя метод 

математической индукции, находим стандартным образом:  
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при этом радиус сферы, где имеют место соотношения )5( , имеет вид 
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 , ).1(1 000 q  

Таким образом, нами доказана 
Теорема 2. Пусть в условиях сходящегося процесса Ньютона и выполнения усло-

вий теоремы 1 имеет место соотношение (20) при некотором i. Тогда в сфере 

)(
),,(

qF

xq
rrxS i

i


  решение уравнения (1) существует и единственно. 

Замечание 1. Обратимость оператора )(' xf  в области D  является также 
достаточно обременительным условием. 
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В связи с вышесказанным, следуя идее работы [1], найдем условия, при которых 

при переходе от точки 0x , в которой   1
0 )(' xf  существует, к точке 1x  будет существо-

вать ограниченный обратный оператор   1
1)(' xf . Если )2(

DCf  , имеем оценку 
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Здесь   0
1

0 )(' Bxf  , E – единичный оператор. 

Если 10 l , то в силу теоремы Банаха существует оператор, обратный оператору 

  )(')(' 1
1

0 xfxf  , и справедлива оценка     1
00

1
1 1)(   lBxf . 

Если для получения элемента 1x  использовать метод Ньютона, имеем оценку 
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001 /)()(')( BxlxLxfxfxfxf   . (22) 

Определим 0l  так, чтобы при переходе от точки 0x  к точке 1x  выполнялось не-

равенство 01 ll  . Имеем 
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Неравенство 01 ll   справедливо при 
2

1
0 l . Нетрудно найти радиус области 

существования решения уравнения (1) в сфере  rxS ,0 . Учитывая (22), имеем оценку 

для сходящегося процесса Ньютона 
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 (23) 

Наряду с оценкой (20) может быть получена оценка (23). 
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 (24) 

Условия, при выполнении которых в области  rxS ,0  не более одного решения, 

рассмотрены нами выше.  
В условиях сходящегося процесса Ньютона рассмотрим неравенство 

 
0

0

0
0

0

0

21

1

l

xq

LB

q
x

l

l 





, (25) 

которое равносильно утверждению rr  . Из (25) следует оценка 0l : 
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 .1)(
2

4121
1

2

0 


 qF
qq

l  (26) 

Если в качестве r  взять правую часть соотношения (24) и потребовать выпол-
нения условия 
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21

1

0

0
1
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0
0 l

xq
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  (27) 

то неравенство (27) также равносильно утверждению того, что rr  . 
Из (27) имеем соотношение, связывающее нормы поправок на соседних шагах: 
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1 0
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. (28) 

Так как 0)( 0  lG , тогда из выполнения соотношения  
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x
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 (29) 

будет следовать соотношение (28), которое является следствием утверждения того,  
что rr  . 

Таким образом, нами доказана  
Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда если в условиях схо-

дящегося вычислительного процесса (2) – (4) при некотором 0x  выполняется условие 

(29), то в сфере 






 

)(
,

1

0
0 qF

xq
xS  решение уравнения (1) существует и единственно. 
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Madorski V.M. On the Existence and Uniqueness Solutions of Nonlinear Equations 

 
For solving nonlinear operator equation with a smooth operator is considered a non-local nonregular-

ized iterative process and his example we study the general approach for convex region where a solution exists 
and is unique. 
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КЛАССЫ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ 
КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ 

 
В работе изучаются классы аналитических функций в единичном круге комплексной плоскости. 

Найдены условия вложения рассматриваемых классов. 
 

Сформулируем сначала некоторые определения понятий и некоторые известные 
факты, используемые в работе. Пусть { : 1}D z C z   – единичный круг, 

{ : 1}T z C z    – единичная окружность комплексной плоскости, .D D T   В дан-

ной работе изложены результаты исследования поведения производных высших поряд-
ков аналитических функций в контексте такой теоремы. 

Теорема Харди – Литтлвуда [1]. Пусть f  – функция, аналитическая в круге 

D , 0 1   и   . Для того, чтобы f была непрерывной в D  и 

   1 2 1 2 1 2, , , 0,f z f z C z z z z D C const
       

необходимо и достаточно, чтобы ( ) ( )) , ,
(1 )

KC
f z z D

z


   
  

где � �
( )

( ) [ ]

[ ]

( 1) (0)
( ) : , : , ,

( 1 ) !

k
k

k k
k

k f
f z f z f z D

k k
 

 






 
  

  
 – дробная производная по-

рядка    в смысле Римана – Лиувилля (например, [2, § 22]), ( , ) .K K const    

Определение 1. Пускай : R R    – непрерывная возрастающая функция, 

(0) 0.   Будем говорить, что функция :f D C  принадлежит классу ( ),Lip D  если 

   
 1 2

1 2

, 1 2

 
sup .:

Lip
z z D

f z f z
f

z z 


 


  

Если при этом функция  f  аналитическая в D , то будем писать  ( ),f ALip D  

а если к тому же  f является непрерывной в D , то будем писать ( ).f ALip D  

Обозначим через  ( )A D пространство функций, аналитических в  D  и непрерыв-

ных в D  с нормой : max ( ) .
z D

f f z


  

Замечание 1. Если  ( ),f ALip D  то 
   
 1 2

1 2

, 1 2

 
sup . 

Lip
z z T

f z f z
f

z z 


 


  

В этом легко убедиться, рассмотрев функции, которые являются алгебраическими мно-
гочленами, а затем воспользоваться теоремой о плотности алгебраических многочленов 
в пространстве  ( ).A D  

Вполне понятно также, что ( )  ( ) ,ALip D ALip D H    где  H  – простран-

ство ограниченных аналитических функций. 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2015 94

Определение 2. Пускай : R R    – непрерывная возрастающая функция, 

  0,    (0) 0.0,t t      Будем говорить, что функция :f D C  принадлежит классу 

,k
B  если 

 
   ( )1 | |

: sup   . 
| 1 | | |

k

k

k

z D

z
f f z

z 


  

B
 

Замечание 2. Для того, чтобы классы k
B  были не тривиальными, т.е. состояли 

не только из алгебраических многочленов степени не выше 1k  , необходимо и доста-

точно, чтобы 
0

( )
lim inf 0.

kt

t

t


 

  

Действительно, достаточность этого утверждения очевидна, а необходимость 
можно установить с помощью следующих соображений. 

Пускай функция  f  не является алгебраическим многочленом степени не выше 

1k  , т.е. ( ) 0.kf   Тогда найдётся m Z  такое, что 

� �1 ( )! ( )!
0

2 ! !
m

m k m km

m k m k
f r f

m m 

 
    

2
( )

0

1 (1 ) 1
( ) [ , 1).

2 (1 ) 2
k it imt

k

r
f re e dt r

r

 


 
   

  

Эти соотношения и доказывают достаточность. 
Вернемся еще раз к теореме Харди – Литтлвуда. Пусть   ,    0 1,t t    

и  , .k k N    Тогда теорему Харди – Литтлвуда в принятых обозначениях можно пе-
реписать в таком виде: для аналитической в круге D  функции f  

, kLip
f f

 
  

B
 

или в равносильной форме 

  , . (1)kALip D k N  B  

Возникает задача: при каких условиях на функцию    t  равенство (1) будет иметь ме-

сто в общем случае, т.е. описать множество всех неубывающих функций : ,R R    

  0,  0  ,t t   для которых выполняется равенство (1). 

Связь между классами  ALip D  и k
B  описывается следующими двумя утвер-

ждениями. 
Теорема 1. Пусть : R R    – непрерывная неубывающая функция, 

  0,  0  ,t t    и (0) 0.   Тогда 
1 2 ...  ... (2( ) )  kALip D     B B B  

Доказательство. 
Первое вложение можно считать известым фактом [3], но не будет лишним при-

вести его доказательство, которое основывается на технике K-функционала. Известно, 
что К-функционал дробного порядка r в пространстве ( )A D  определяется так: 

 ( )

( )

:
 ( , ) : inf , 0 .

r
p

r
r

g g H
K f f g g p 


       

Пусть  ( ).f ALip D  По формуле Коши для произвольной аналитической функ-

ции g , такой, что  ' ( )g A D  
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2

2
0

1 ( ) ( )
 '( ) ' , 1.

2 ( )

it it
it

it

f Re g e z
f z Re dt g z R

RRe z




        

  

Отсюда следует оценка 
2

2
0

1
 '( ) ( ) '

2

1
( ) ' .

it

R
f z f R g dt g

Re z

f R g g
R z




    



   



 

Следовательно    '( ) ( ) 1 ' .R z f z f R g z g       

Поскольку функция g  является произвольной, то последнее неравенство значит, что 

   '( ) 1 , , (3)RR z f z K z f    

где  ( ) : ( ).Rf z f Rz  

Известно (например, [4, с. 177]), что для произвольной функции ( )F A D  
 ( , ) ( , ), 0,K F C F      

где С – абсолютная константа и  ( , ) : sup ( ) ( )it

t
F F e F


 


 � �  – модуль непрерывности 

функции  .F  Поэтому, сочетая этот факт с (3), а также учитывая определение величины 

Lip
f


 и монотонность функции ,  получим 

   '( ) 1 , RR z f z C z f     

 
( )1 1

sup ( ) ( ) sup 1it it
LipC Tt z t z

C f R e f R C f R e



   

    � �  

  
1

sup 2 sin 1 .
2Lip Lip

t z

t
C f R C f R z

 
 

 

 
   

 
 

Переходя к пределу при 1 ,R    получим 
1

'( ) ,
(1 ) Lip

z
f z C f z D

z 


   


 

а это значит, что 1 .f B  

Для доказательства остальных вложений в (2) достаточно показать, что 
1 2 . B B  Для этого воспользуемся формулой: 

 2

1 '( )
''( ) , 1.

2 R

f
f z d z R

i z

 
 

  
  

Получаем 
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2
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'
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f ReR
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22
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1

1 2 2 cos
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R R R z z

 
 


 

  B
 

   
1 122

1 1 1
.

1 1

R RR
f f

R R R zR z 

  
 

  B B
 

Положим теперь 
1

.
2

z
R


  Тогда из предыдущей оценки следует соотношение 
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   2 1 1

2
1

1 2
sup ''( ) 4 sup 4 ,

1 1z D z D

z

z
f f z f f

z z  



  

  
     

 B B B
 

которое и требовалось доказать. 
Вложения 1, 2,k k k 

 B B  следуют из доказанного с помощью подстановки ' : .kf f  

Теорема 1 доказана. 
Теорема 2. Пусть : R R   – непрерывная неубывающая функция, 

  0,  0  ,t t   (0) 0.   Тогда: 

1)   1

0

( )
(1) ( ), 0 ;

x t
dt O x x ALip D

t  
     B                                                         

2) если ,k N  то  

1

1
1( ) ( )

(1) , 0 1 ;
k k

k

x

kt x
dt O x

t x  
  

      B B  

3)  1
1

2
2

( ) ( )
(1) , 0 1 ... ...k

x

t x
dt O x

t x   
 

        B B B  

Доказательство. Утверждение пункта 1) является непосредственным следстви-
ем теоремы Я.Л. Геронимуса [5, теорема 4]. 

Докажем теперь пункт 2). Прежде всего отметим, что при условии 
1

1

( ) ( )
(1) , 0 1, (4)

k k
x

t x
dt O x

t x

 
     

для функции     имеет место неравенство 

0

( )
lim inf 0. (5)

kt

t

t


 

  

Пускай теперь 1.kf 
B  Исходя из равенства 

( ) ( 1) ( )

0

( ) ( ) (0), ,
z

k k kf z f d f z D     

где интегрирование ведётся вдоль отрезка, который соединяет точки 0 и ,z  на основа-
нии условия (4) получаем оценку 

( ) ( 1) ( )

0

( ) ( ) (0)
z

k k kf z f d f     

1
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1
0
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k
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k
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z
O f f
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Отсюда, учитывая (5), получаем соотношение 

1
( ) ( )(1 ) (1 )

( ) (1) (0) ,
(1 ) (1 )

k

k k
k kz z

f z O f f
z z 



 
   

 B
 

которое и доказывает, что .kf B  

Чтобы доказать пункт 3), отметим, что условие (4), как показано в [6], равно-

сильно такому: 
0

( )
1: lim sup .

( )
k

t

Ct
C C

t
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Следовательно, если выполняется условие (4) при 1,k   то существует постоянная 1C  , 

такая, что 2 3

0

( )
lim sup ... ...,

( )
k

t

Ct
C C C C

t




      т.е. условие (4) выполняется для каждого 

натурального k . Этот факт на основании уже доказанного пункта 2) доказывает пункт 3). 
Теорема 2 доказана. 
Из теорем 1 и 2 получаем 
Следствие. Пусть : R R   – непрерывная неубывающая функция, 

  0,  0  ,t t   (0) 0.   Если выполняется условие 
1

2
0

( ) ( )
 (1) ( ), 0 1,
x

x

t t
dt x dt O x x

t t

        

то     1 2  ALip D ALip D     B B Bk
λ λ λ  

Замечание 3. Последнее утверждение характеризирует классы k
B в терминах 

модуля непрерывности первого порядка. Характеристики классов k
B  в терминах моду-

лей непрерывности высших порядков получены в работах [7–9]. 
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АПОСТЕРИОРНЫЙ ВЫБОР МОМЕНТА ОСТАНОВА 
В НЕЯВНОМ МЕТОДЕ ИТЕРАЦИЙ РЕШЕНИЯ НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ 

С НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫМ ОПЕРАТОРОМ 
 

Для решения линейных операторных уравнений I рода с ограниченным несамосопряжённым опе-
ратором в гильбертовом пространстве предлагается неявный итерационный метод. Для этого метода 
обосновывается возможность применения правила останова по соседним приближениям, что делает 
предложенный метод эффективным и тогда, когда нет сведений об истокообразной представимости 
точного решения. В работе доказана сходимость метода, получена оценка для момента останова. 

 
1. Постановка задачи. 
В гильбертовом пространстве H   решается линейное операторное уравнение  

                                                  yAx  ,                                                                (1) 
где A  – оператор несамосопряженный и ограниченный. Предполагается, что нуль 
не является собственным значением оператора A . Однако нуль принадлежит спектру 
оператора A , поэтому задача (1) неустойчива и, следовательно, некорректна. 

Предположим, что )(ARy , т.е. при точной правой части y  уравнение имеет 
единственное решение .x  Будем искать его, используя неявный итерационный метод 
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                 (2) 

где E  – единичный оператор, а B  – ограниченный вспомогательный самосопряженный 
оператор, который выбирается для улучшения обусловленности. В качестве B  возьмем 
оператор .0,  bbEB  Обычно правая часть уравнения неизвестна, а вместо неё из-

вестно y , такое, что  yy . Тогда метод (2) примет вид 
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                                (3) 

где nu  – ошибки вычисления итераций, .nu  Обозначим   ,
12* BBAAC

k 
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12* AAABAAD

kk 





  , тогда итерационный метод (3) примет вид 

nnn CuDyCzz  1 .                   (4) 

Ранее [1] была изучена сходимость метода (3) с априорным выбором числа ите-
раций для самосопряженного оператора A . Там доказано, что при условии 0b  метод 
(3) сходится и в предположении, что точное решение x  уравнения (1) истокопредста-
вимо, получена априорная оценка погрешности. 
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2. Правило останова по соседним приближениям. 
В том случае, когда истокопредставимость точного решения неизвестна, метод 

(3) можно сделать эффективным, если воспользоваться следующим правилом останова 
по соседним приближениям [2; 3]. Зададим уровень останова 0  и момент останова 
m  определим неравенствами  
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Покажем, что метод (3) с правилом останова (5) сходится. Справедлива 
Лемма 1.  Пусть приближение  n  определяется условиями 
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Доказательство. 
Из (6) при kn   имеем .1 DyCCu kkk    Отсюда, используя равенство 
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Обозначим xkk  , тогда ,1
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Оценивая абсолютную величину последнего слагаемого правой части (7) по не-
равенству Коши – Буняковского, приходим к неравенству 
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Покажем, что .0,)( 1   kCuCE kkkk  Имеем kkk CCu  1 , 

,1 kkkkk CCu    тогда ,)( 1 kkkk CECu  

xCECux kkkk  1)( , отсюда следует, что 

.0,)( 1   kCuCE kkkk               (9) 

Используя равенство (9), запишем неравенство (8) в виде 
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Имеет место 
Лемма 2. При H 0  и произвольной последовательности ошибок  ,nu  удо-

влетворяющих условию nu , выполнено неравенство 
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Доказательство. 
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так как .0
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 Отсюда следует (10). Лемма 2 доказана.  

Обе леммы будут использованы при доказательстве следующей теоремы. 
Теорема. Пусть уровень останова ),(   выбирается как функция от уров-

ней   и   норм погрешностей  yy  и nu . Тогда справедливы следующие утверждения: 
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а) если ,2),(  C  то момент останова m  определен при  любом начальном 

приближении Hz 0  и любых y  и ,nu  удовлетворяющих условиям , yy  

;nu  

б) если ,2),(  CD  то справедлива оценка 
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Доказательство. 
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При 1n  из 11   nnn CuDyCzz  имеем 001 CuDyCzz   , из (11) полу-

чим то же самое, т.е. при 1n  формула (11) верна. Предположим, что (11) верна при 
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Следовательно, 
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Каждый из полученных интегралов разобьём на два интеграла 
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А для первого интеграла 
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в силу свойств спектральной функции. Таким образом, .,01  nI  
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Следовательно, условием  C2),(  момент останова m  определен при лю-

бом начальном приближении Hz 0 и любых   yyy ,  и ,nu  .nu  
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Поэтому из (17) получим при n = m – 1 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка. Матэматыка               № 1 / 2015 104

 




 1
1

0
2

1

2

1

1 )())(( m
m

mm

mm CuyyDCxzCECCzz  





 DCxzCCECuCECC

mmm

k
km

k )()()( 0
2

1

2

12

0
2  

),ln2()(
2

1

12

0
0

2

1

mCDxzC
mk

C
m

k

m




 






 

так как ]).4([ln1
11

1

m
k

m

k





 

Так как по условию теоремы   ),1,0(,1,),(  pdCDd p  то при всех 

достаточно малых ,  выполняется неравенство  CD 2),( , поэтому из б) 

получим 

))(2(

2
0





DCD

xz
m . 

Поскольку  ,1  mm zz  то .)ln2()(
2

0
2

1




mCDxzC
m

m

 

Отсюда получим, что 

.
)ln2(

)(2 0
2

1

mCD

xzC

m

m
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Итак, доказано, что 0lim
0,




xmz  при  m , т. е. метод (3) с правилом оста-

нова (5) сходится в исходной норме гильбертова пространства. Теорема доказана. 
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Savchuk V.F., Matysik O.V. Choosing the Stopping Posteriori in an Implicit Iteration Method for 

Solution Ill-posed Problem with Non Self-adjoint Operator 
 
In the Hilbert space for solving linear operator equations of type I with limited non-adjoint operator the 

implicit iteration method is proposed. The application of a rule of neighboring approximations for the offered 
method has been proved, which makes viewed iteration method quite effective even then when there are no data 
about source representability of exact solution. The convergence of the iteration method is proved and the esti-
mation of the moment of stop is received. 



Да ведама аўтараў 
Рэдкалегія часопіса разглядае рукапісы толькі тых артыкулаў, якія адпавядаюць навуковаму про-

філю выдання, нідзе не апублікаваныя і не перададзеныя ў іншыя рэдакцыі. 
Матэрыялы прадстаўляюцца на беларускай ці рускай мове ў двух экзэмплярах аб’ёмам ад 0,35 да 0,5 

друкаванага аркуша, у электронным варыянце – у фармаце Місrоsoft Word for Windows (*.dос; *.гtf) 
і павінны быць аформлены ў адпаведнасці з наступнымі патрабаваннямі: 

 папера фармата А4 (21×29,7 см); 
 палі: зверху – 2,8 см, справа, знізу, злева – 2,5 см; 
 шрыфт – гарнітура Тіmеs New Roman; 
 кегль – 12 рt.; 
 міжрадковы інтэрвал – адзінарны; 
 двукоссе парнае «...»; 
 абзац: водступ першага радка 1,25 см; 
 выраўноўванне тэксту па шырыні. 

Максімальныя лінейныя памеры табліц і малюнкаў не павінны перавышаць 15×23 см або 23×15 см. 
Усе графічныя аб’екты, якія ўваходзяць у склад аднаго малюнка, павінны быць згрупаваны паміж сабой. 
Фатаграфіі ў друк не прымаюцца. Размернасць усіх велічынь, якія выкарыстоўваюцца ў тэксце, павінна 
адпавядаць Міжнароднай сістэме адзінак вымярэння (СВ). Пажадана пазбягаць скарачэнняў слоў, акрамя 
агульнапрынятых. Спіс літаратуры павінен быць аформлены паводле Інструкцыі па афармленні дысер-
тацыі, аўтарэферата і публікацый па тэме дысертацыі, зацверджанай пастановай Прэзідыума Дзяржаўна-
га вышэйшага атэстацыйнага камітэта Рэспублікі Беларусь ад 24.12.1997 № 178 (у рэдакцыі пастановы 
Вышэйшай атэстацыйнай камісіі Рэспублікі Беларусь ад 22.02.2006 № 2, ад 15.08.2007 № 4). Спасылкі на 
крыніцы ў артыкуле нумаруюцца адпаведна парадку цытавання. Парадкавыя нумары спасылак падаюцца ў 
квадратных дужках (напрыклад, [1, с. 32], [2, с. 52–54]). Не дапускаецца выкарыстанне канцавых зносак. 

Матэрыял уключае наступныя элементы па парадку: 
 індэкс УДК (выраўноўванне па левым краі); 
 ініцыялы і прозвішча аўтара (аўтараў) (выдзяляюцца паўтлустым шрыфтам і курсівам; 

выраўноўванне па левым краі); 
 назва артыкула (друкуецца вялікімі літарамі без пераносаў; выраўноўванне па левым краі); 
 анатацыя ў аб’ёме ад 100 да 150 слоў на мове артыкула (кегль – 10 рt.); 
 звесткі аб навуковым кіраўніку (для аспірантаў і саіскальнікаў) указваюцца на першай 

старонцы артыкула ўнізе; 
 асноўны тэкст, структураваны ў адпаведнасці з патрабаваннямі ВАК да навуковых ар-

тыкулаў, якія друкуюцца ў выданнях, уключаных у Пералік навуковых выданняў Рэспублікі Беларусь 
для апублікавання вынікаў дысертацыйных даследаванняў (Уводзіны з пастаўленымі мэтай і задачамі; 
Асноўная частка, тэкст якой структуруецца падзагалоўкамі (назва раздзела «Асноўная частка» не друку-
ецца); Заключэнне, у якім сцісла сфармуляваны асноўныя вынікі даследавання, указана іх навізна); 

 спіс літаратуры; 
 рэзюмэ на англійскай мове (да 10 радкоў, кегль – 10 pt.): назва артыкула, прозвішча і іні-

цыялы аўтара/аўтараў, тэзісны пераказ зместу артыкула; у выпадку, калі аўтар падае матэрыял на англій-
скай мове, рэзюмэ – на рускай ці беларускай. 

Да рукапісу артыкула абавязкова дадаюцца: 
 звесткі пра аўтара на беларускай мове (прозвішча, імя, імя па бацьку поўнасцю, вучоная сту-

пень і званне, месца працы (вучобы) і пасада, паштовы і электронны адрасы для перапіскі і кантактныя тэлефоны); 
 выпіска з пратакола пасяджэння кафедры, навуковай лабараторыі ці ўстановы адукацыі, дзе 

працуе/вучыцца аўтар, завераная пячаткаю, з рэкамендацыяй артыкула да друку; 
 рэцэнзія знешняга ў адносінах да аўтара профільнага спецыяліста з вучонай ступенню, 

завераная пячаткаю; 
 экспертнае заключэнне (для аспірантаў і дактарантаў). 

Рукапісы, аформленыя не ў адпаведнасці з выкладзенымі правіламі, рэдкалегіяй не разглядаюцца. 
Аўтары нясуць адказнасць за змест прадстаўленага матэрыялу. 

 

Карэктары А.В. Дзябёлая,  Л.М. Калілец 
Камп’ютарнае макетаванне С.М. Мініч, Г.Ю. Пархац 
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