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ФІЗІКА 
 

 
УДК 539.12:530.145 

В.А. Плетюхов, В.И. Стражев 

О ДВУХ ТИПАХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ВНУТРЕННЕЙ 
СИММЕТРИИ В КВАРКОВОЙ МОДЕЛИ 

 
Установлено, что наиболее полной группой внутренней симметрии классического лагранжиана 

12-компонентного безмассового дираковского поля является группа SU(3,3). На квантовом уровне «вы-

живает» ее максимальная компактная подгруппа SU(3)SU(3). Группа цветовой симметрии SU(3) со-
держится в последней в качестве подгруппы. 
 

Введение 
Как известно, лагранжева формулировка массивного дираковского поля инвари-

антна относительно преобразований группы внутренней симметрии SU(1,1), получив-
шей в работе [1] название зарядовой симметрии. Для безмассового дираковского поля 
известна также симметрия, описываемая группой SU(2) [2; 3] и получившая название 
группы Паули–Гюрши. Таким образом, при переходе к безмассовому полю полная 
группа симметрии уравнения Дирака представляет собой 6-параметрическую группу 
(изоморфную группе SO(3,1)), которая включает в себя вышеуказанные группы SU(1,1) 
и SU(2) в качестве подгрупп. 

При использовании матричной формы записи уравнения Дирака для безмассо-
вых микрообъектов 

0     ( 1,2,3,4)    (1) 

преобразования группы Паули-Гюрши имеют вид: 

5

*
5

,

,

a b C

b C a*

   

   

  

  
 (2) 

где 4   , 5 1 2 3 4     , 2 4C    – матрица зарядового сопряжения,  и  – 

произвольные комплексные числа, удовлетворяющие условию . 

a b
2 2| | | | 1a b 

Как видно, преобразования (2) включают в себя, помимо биспинорной волновой 
функции  , также сопряженную функцию  . Это фактически равносильно введению 
в рассмотрение 8-компонентной волновой функции 



 

   
 

, (3) 

удовлетворяющей, как показано в работе [4], уравнению  
0     , (4) 

матрицы которого   8x8 подчиняются алгебре матриц Дирака. В [4] показано также, 

что данная трактовка преобразований (2) соответствует описанию дираковского поля 
с помощью 8-компонентной вещественной волновой функции, которая связанна 
с функцией (3) посредством унитарного преобразования. 

В рамках такого описания в работе [5] установлено, что полная группа SO(3,1) 
симметрии уравнения Дирака для безмассового поля состоит из двух принципиально 
разных типов преобразований, генераторы которых коммутируют (один тип) и анти-
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коммутируют (второй тип) с матрицами  . При этом группа зарядовой симметрии 

SU(1,1) относится к преобразованиям первого типа. Таким образом, расширение груп-
пы зарядовой симметрии до группы SO(3,1) обусловлено вовлечением в рассмотрение 
преобразований второго типа, имеющих иное происхождение и предполагающих иное 
физическое истолкование. В работе [2] преобразования (2) связываются с законом со-
хранения лептонного заряда. 

Настоящая работа является продолжением цикла публикаций авторов [6; 7], по-
священных исследованию с вышеизложенных позиций наиболее полной группы внут-
ренней симметрии системы трех безмассовых уравнений Дирака. Последняя, как из-
вестно, лежит в основе калибровочной модели сильных взаимодействий и служит 
для описания безмассовых кварков. 

 
Вещественная форма системы трех уравнений Дирака 
Рассмотрим систему трех уравнений Дирака для безмассовых частиц ( ): 0m 

1

2

3

0,

0,

0.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (5) 

Метрику пространства g  и матрицы   выберем в виде: 

(1,1,1,1)g diag  , (6) 

2 4 3 2, (i i I i 1,2,3)         . (7) 

Беря от (5) комплексное сопряжение и учитывая мнимый характер временной коорди-

наты 4x , для сопряженных функций 
* *
1 2, , *

3    получим уравнения: 

 

 

*
1 1 2 2 3 3 4 4 1

*
1 1 2 2 3 3 4 4 2

*
1 1 2 2 3 3 4 4 3

0,

0,

0.

    

    

    

        

        

        

  (8) 

Рассматривая системы (5) и (8) совместно, придем к 24-компонентной системе уравне-
ний, которую можно представить в универсальной матричной форме (4). При выборе 

волновой функции   в (4) в виде 
* * *

1 2 3 1 2 3( , , , , , ) столбец         (9) 

для матриц   будем иметь выражения: 

1 3 3I 1     , 2 6I 2   , 3 3 3I 3     , 4 3 3I 4     . (10) 

Для дальнейшего удобно перейти к представлению, в котором вещественные 
и мнимые компоненты волновой функции разделены: 

1 2 3 1 2 3

1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3

( , , , , , ) столбец,

1 1
( ), (

2 2

r r r i i i

r i

     

).     

  

      (11) 

Указанный переход от представления (9) осуществляется с помощью унитарного пре-

образования базиса в пространстве волновой функции  : 
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12 12 12 121

12 12 12 12

1 1
,

2 2

I I I I
u u u

I I I
    

        I  . (12) 

Матрицы   при этом принимают вид: 

1 1 3I 1     , 2 6I 2   , 3 1 3I 3     , 4 1 3I 4     . (13) 

Лагранжиан уравнения (4), (11), (13) 

L              (14) 

эквивалентен лагранжиану исходной системы (5) 

1 1 2 2 3 3

1 4 1 2 4 2 3 4 3

L      

     

        

             

       

      
 (15) 

при выборе матрицы билинейной формы   в (14) в виде 

6I 4   , (16) 

который инвариантен относительно преобразования (12). 
Уравнение (4) с волновой функцией (11), матрицами   (13) и лагранжианом (14), 

(16) будем называть вещественной формой исходной системы (5) с лагранжианом (15), 
поскольку соответствующая матричному уравнению (4) система 24-х уравнений, запи-
санных в явном виде, является вещественной. Эту форму мы и будем использовать при 
установлении группы внутренней симметрии лагранжевой формулировки системы (5). 

Как уже отмечалось во введении, данный подход аналогичен подходу Паули, ко-
торый применялся в работе [2] при установлении группы внутренней симметрии без-
массового уравнения Дирака, и является в определенном смысле его модифицирован-
ным обобщением на случай дираковских полей различных размерностей. 

 
Внутренняя симметрия лагранжиана 
Для решения поставленной задачи будем использовать также фермионный ба-

зис, в котором диракоподобные матрицы  , по определению, имеют следующую 

блочную форму: 

6I    . (17) 

Переход от представления (11) в фермионный базис может быть осуществлен посред-
ством унитарного преобразования: 

6 4 2 1 3 4 2

1
6 4 2 1 3 4 2

1
[ ( ) ( ) ( )]

2
1

[ ( ) ( ) (
2

A I I i I I i

A A I I i I I i

  

)]   

       

        
 (18) 

Матрица билинейной формы   принимает при этом вид: 

1 3( )I 4    . (19) 

Инвариантность уравнения (4) с матрицами   (17) относительно преобразова-

ний внутренней симметрии 
( ) ( )x Q x     (20) 

обеспечивается матрицами двух типов: 
(1)

1 ,Q q I  4  (21) 
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(2)
2 ,Q q 5   (22) 

где  – комплексные матрицы 6х6, на которые накладываются ограничения, 
связанные с сохранением вещественного характера уравнения (4). При этом матрицы 

 удовлетворяют следующим перестановочным соотношениям с матрицами 

(1) (2),q q

1 2Q,Q   
(17): 

1[ , ] 0Q    , (23) 

2[ , ] 0Q    . (24) 

Матрицы (21), (22) можно параметризовать посредством 72-х базисных операторов  

00 24 0 3 4

0 2 4

( )

( ) ( )
i i

A A iA i A

J I J I I

J I I J I4


  

     

       
 (25) 

00 6 5 0 3 5

0 2 5

( )

( ) ( )
i i

A A iA i A

L I L I

L I L 5

  
   

      

       
)

 (26) 

где ( 1 8A A    – генераторы группы SU(3), которые выберем в виде: 
11 33 22 33 23 32 13 31

1 2 3 4

12 21 23 32 31 13 12 21
5 6 7 8( ) ( ) (

e e e e e e e e

e e i e e i e e i e e

   

   

           

              )

I

(27) 

ije  – элементы полной матричной алгебры [8, с. 307]. 
Возвращаясь теперь обратно в базис (11), получим для операторов (25), (26) 

выражения: 

00 24 10 1 3 4 20 3 3 2

30 2 3 2 0 2 4 1 1 4

2 3 2 3 2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ;
A A A A

A A A A

J I J I I J I

J I J I I J

J J

  
    
     

          

           

       

 (28) 

00 1 3 5 10 6 5 20 2 3 2 5

30 3 3 2 5 0 1 5 1 2 5

2 2 2 5 3 3 2 5

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) .
A A A A

A A A A

L I L I L i I

L i I L L I

L i L i

     
       
       

           

            

        

(29) 

Условие сохранения вещественного характера уравнения (4), (11), (13) относи-
тельно преобразований, задаваемых базисными операторами (28), (29), накладывает 

на соответствующие параметры N
N NJ    NL  следующие ограничения: 

00 20 30 01 05 16 17 18 21 25 31 35

10 06 07 08 11 15 26 27 28 36 37 38

..., ..., , , ...,

..., , , вещественные;

           
           

        

         
 (30) 

10 06 07 08 11 15 26 27 28 36 37 38

00 20 30 01 05 16 17 18 21 25 31 35

..., , , ,

..., ..., , , ..., мнимые.

           
           

        

         
 (31) 

Требование инвариантности лагранжиана (14) относительно преобразований 
внутренней симметрии (20) приводит к условию 

   1 2 1 2Q Q Q Q  


     , (32) 

откуда с учетом (23), (24) имеем: 
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   1 2 1 2 ,Q Q Q Q  


      

   1 2 1 2 ,Q Q Q Q 


     

1 1 2 1 1 2 2 2 .Q Q Q Q Q Q Q Q           (33) 

Применяя к соотношению (33) операцию эрмитовского сопряжения и учитывая, 

что    , получим: 

1 1 2 1 1 2 2 2 .Q Q Q Q Q Q Q Q           (34) 

Сравнивая (33) и (34), находим, что условие (33) распадается на два самостоятельных 
матричных условия: 

1 1 2 2 ,Q Q Q Q   


J

 (35) 

1 2 2 1 0.Q Q Q Q    (36) 

Условия (35), (36) накладывают 36 связей на параметры (30), (31) (мы их не вы-
писываем ввиду громоздкости). В результате получаем 36-параметрическую группу 
(35-параметричкскую при наложении условия унимодулярности), задаваемую 72 ба-
зисными операторами (28) и (29), на параметры которых (30), (31) накладывается 36 
связей, вытекающих из матричных условий (35), (36). 

Для того, чтобы выяснить структуру данной группы преобразований, запишем 
условия (35), (36) для бесконечно малых однопараметрических преобразований. Полу-
чим соотношения 

  ,J      (37) 

( ) ,L L     (38) 

в которых базисные операторы  (за исключением единичного ) выступают 

в качестве генераторов. Непосредственная проверка показывает, что условия (37), (38) 
выполняются для 36 однопараметрических преобразований, задаваемых генераторами: 

,J L 00J

10 20 30 06 07 08 11 15... ,J J J J J J J J         

21 25 31 35 00 01 05..., ..., ,...,J J J J L L L     
.
 (39) 

16 17 18 26 27 28 36 37 38, , ,L L L L L L L L L      

Генератор 00L , содержащийся в наборе (39), коммутирует со всеми остальными 

и представляет собой непрерывный аналог 5 -преобразования ( 00 00Le ) для системы 

из трех уравнений Дирака с . Остальные 35 генераторов образуют унитарную 
группу SU(3,3) с 18 вещественными (

0m 
20 30 21 31 35, ..., ,25..., ,        

26 27 28 36 37, , ,      38 ) и 17 мнимыми ( 10  06 07   08 11 15..., ,     

01 05 16 18..., , 17 ,    

20 30 21 ..., ,



25

) параметрами. Генераторы типа  в (39) образуют в данной 

группе 21-параметрическую подгруппу с 12 вещественными 
(

J

31 35..,, .       ) и 9 мнимыми ( 10 06 11 15...,07 08      

m

 

0

) 

параметрами, изоморфную группе SO(4,3) и являющуюся наиболее полной группой 
внутренней симметрии лагранжиана системы трех уравнений Дирака с  [6]. 

Максимальная компактная подгруппа SU(3)SU(3), содержащаяся в установ-
ленной группе SU(3,3), задается 16 генераторами 
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06 07 08 11 15 01 05 16 17 18..., ..., , , ,J J J J J L L L L L        (40) 

которым соответствуют мнимые параметры. Действительно, составив из этих генерато-
ров линейные комбинации 

       1 11 01 2 12 02 3 13 03 4 14 04
1 1 1 1

, ,
2 2 2 2

M J L M J L M J L M J L         ,

       5 15 05 6 06 16 7 07 17 8 08 18
1 1 1 1

, ,
2 2 2 2

M J L M J L M J L M J L         ,  

 (41) 

       1 11 01 2 12 02 3 13 03 4 14 04
1 1 1 1

, ,
2 2 2 2

N J L N J L N J L N J L         ,  

       5 15 05 6 06 16 7 07 17 8 08 18
1 1 1 1

, ,
2 2 2 2

N J L N J L N J L N J L         ,  

нетрудно убедиться, что восьмерки генераторов  ,     1 8A AM N A    удовлетворяют 

алгебре группы SU(3) и коммутируют между собой. В свою очередь, группа SU(3) цве-
товой симметрии задается генераторами 

06 07 08 11 12 13 14 15J J J J J J J J        (42) 

и является, с одной стороны, подгруппой группы SU(3)SU(3), а с другой – макси-
мальной компактной подгруппой вышеупомянутой группы SО(4,3). 
 

Симметрии квантованного поля 
Для того чтобы установить, какие из выше рассмотренных симметрий сохраня-

ются на квантовом уровне, необходимо проверить инвариантность антикоммутацион-
ных соотношений для операторных волновых функций относительно однопараметри-
ческих преобразований, задаваемых генераторами (28), (29). Для трех уравнений Дира-
ка условия квантования имеют вид: 

   ( ) ( )
4,        , 1,2,3 ,i j ij i j 

   


      (43) 

где 4j i   , , 1,2,3,4   – индексы, нумерующие компоненты дираковского 

биспинора. Для проверки вышеуказанной инвариантности соотношений (43) надо 
предварительно перевести генераторы (28), (29) в представление, в котором 

 1 2 3 1 2 3, , , , , ñòî ëáåö.         (44) 

Такой переход от представления (11) осуществляется посредством унитарного преоб-
разования 

12 3 412 12 1

3 4 3 4 12 3 4

                  
,        

I II I
S S S

I I I I


  

    
           

 . (45) 

В результате для генераторов внутренней симметрии системы трех уравнений Дирака 
с  получаются выражения: 0m 
 

00 24 10 3 12 20 2 3 2 4= ,   =  ,   =  ,J I J I J i I      
I

  

30 1 3 2 4 0 2 4=  ,   =I  ,A AJ i I J         (46) 

1 3 4 2 2 2 4 3 1 2= ,   ,   ;A A A A A AJ I J i J i 4                   

00 6 5 10 3 3 5 20 2 3 5 2 4= ,   = ,   =  ,L I L I L i I              
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30 1 3 5 2 4 0 2 5 1 3 5= ,   = ,   = ,A A A AL i I L I L               (47) 

2 2 5 2 4 3 1 5 2= ,   A A A AL i L i 4.                

Расчет показывает, что условия квантования (43) инвариантны относительно од-
нопараметрических преобразований, задаваемых 36 генераторами 

10 06 07 08 11 15 26 27 28 36 37 38,..., ,J J J J J J J J J J J J           

00 20 30 01 05 16 17 18 21 25 31 35..., , ..., ,..., ,L L L L L L L L L L L L          (48) 

которым соответствуют мнимые параметры (31). При этом генератор 00L  коммутирует 

со всеми остальными в наборе (48). Последние, в свою очередь, образуют 35-
параметрическую группу с алгеброй генераторов группы SU(6). 

Таким образом, из преобразований внутренней симметрии системы трех уравне-
ний Дирака с  при наложении условия унимодулярности на квантовом уровне 
«выживает» компактная группа SU(6), статус которой аналогичен статусу группы 
SU(2) преобразований Паули–Гюрши для одного безмассового уравнения Дирака.  

0m 

Если на генераторы (48) наложить требование инвариантности лагранжиана 
(классического), то останутся преобразования, задаваемые генераторами (40) и соот-
ветствующие группе SU(3) SU(3). При переходе к массивному полю от этой группы 
остается группа SU(3) цветовой симметрии с генераторами (42). 



 
Заключение 
Итак, наиболее полной группой внутренней симметрии лагранжевой формули-

ровки классической теории безмассовых дираковских фермионов с тремя внутренними 
степенями свободы является группа SU(3,3). На квантовом уровне остается максималь-
ная компактная подгруппа SU(3)SU(3) указанной группы. При отказе от требования 
инвариантности лагранжиана симметрия квантованного поля расширяется до группы 
SU(6), которая представляет собой аналог группы SU(2) преобразований Паули–Гюрши 
для одного уравнения Дирака с 0m  . 

Группа SU(3) цветовой симметрии кварков является, с одной стороны, макси-
мальной компактной подгруппой группы SO(4,3) симметрии классического лагранжиа-
на системы трех уравнений Дирака с 0m  , а с другой – может рассматриваться 
как подгруппа группы SU(3) SU(3)  симметрии безмассового квантованного поля, 
«выживающая» при введении массового члена. 



Как и в случае одного уравнения Дирака (введение), расширение группы цвето-
вой симметрии до указанных групп обнаруживается при вещественном описании дира-
ковских полей и обусловлено включением в математическую схему преобразований, 
антикоммутирующих с матрицами  . Возможные физические следствия наличия 

расширенных групп симметрии в рассматриваемой модели являются предметом иссле-
дования авторов в настоящее время. 
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V.A. Pletyukhov, V.I. Strazhev. On Two Types of an Internal Symmetry Transformations 

in the Quark Model 
 
It is shown that the group SU(3,3)is the complete group of an internal symmetry of the Lagran-

gian of the classical massless 12-component Dirac field. It’s complete compact subgroup 

SU(3) SU(3) is the group of the quantum field symmetry. The color symmetry group SU(3) can be 
considered as a subgroup of the latter. 
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УДК 537.312: 538.245 

А.Ф. Ревинский, И.И. Макоед 

ИНДУЦИРОВАННЫЙ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ 
ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД 
В ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКОМ BiFeO3 
 
В работе представлены данные о природе сосуществования взаимосвязанных спин-

поляризованных электрической и магнитной структур в BiFeO3...Мы изучили намагничивание (M) в по-
ликристаллах BiFeO3 в пульсирующих сильных магнитных полях до 25 T. При низких температурах 
приложение магнитных полей вызывает резкие изменения М в интервале 16–17 T, которые могут быть 
вызваны магнитным переходом от циклоидального до скошенного антиферромагнитного состояния.  

 
Введение 
В последние годы широкое применение в области спиновой электроники нахо-

дят мультиферроики − материалы, обладающие одновременно магнитным и электриче-
ским упорядочением [1]. Наиболее известным мультиферроиком является феррит вис-
мута, в котором экспериментально подтверждено сосуществование упорядоченных 
магнитной и электрической фаз. Такого рода взаимосвязь упорядоченных магнитной 
и электрической фаз в подобных материалах привлекает к себе внимание многочислен-
ных исследователей [2; 3] в связи с перспективой использования мультиферроиков 
в современной спинтронике. 

Симметрия кристаллической решетки феррита висмута допускает существова-
ние линейного магнитоэлектрического эффекта, спонтанной намагниченности и торо-
идного магнитного момента. Однако в объемных образцах их наблюдение оказывается 
невозможным из-за наличия пространственно-модулированной спиновой структуры 
циклоидного типа. Объемные образцы феррита висмута кристаллизуются в ромбоэдри-
чески искаженной перовскитной структуре с параметрами элементарной ячейки a=3.96 
Å, α =89.76° и проявляют относительно невысокую намагниченность при комнатной 
температуре [3]. Их антиферромагнитная структура представлена спиновой спиралью 
с несоразмерной периоду кристаллической решетки длиной волны 62 нм, приводя-
щей к подавлению спонтанной намагниченности [4]. 

 
Слабый ферромагнетизм в поликристаллическом BiFeO3 
На рисунке 1 представлены кристаллическая и магнитная структуры феррита 

висмута. Кристаллическая структура характеризуется ромбоэдрически искаженной пе-
ровскитной решеткой (пространственная группа R3c). Спонтанная поляризация обу-
словлена малым смещением ионов Fe3+ и Bi3+ из равновесных положений таким обра-

зом, что вектор поляризации 


P  направлен вдоль оси третьего порядка, т.е. вдоль на-
правления [111]c псевдокубической структуры. При этом, как показано на рисунке 2, 

спонтанный магнитный момент 


M  обусловлен скосом спиновых магнитных моментов 

подрешетки железа. Наличие спиновой циклоиды  приводит к периодическому 

изменению величины угла скоса 



)(xL

 . Он максимален при  и минимален 

при ┴



 PL


L


P . В связи с этим спонтанный магнитный момент, в среднем за период циклои-
ды  62 нм, равен нулю. Только при подавлении спиновой циклоиды становится воз-
можным наблюдение слабого ферромагнетизма. 
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Рисунок 1 − Магнитная структура сегнетоэлектрической R3с 
фазы BiFeO3 в псевдокубической решетке 
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  - угол скоса магнитных подрешеток 
 

Рисунок 2 – Векторы намагниченности 

1M


,  и антиферромагнетизма 2M


L


 
слабого ферромагнетика 

 
Разрушение циклоиды приводит к возникновению в феррите висмута слабо вы-

раженных ферроманитных свойств и может быть вызвано несколькими причинами. 
Наиболее известными являются: допирование, вызывающее частичное замещение ио-
нов висмута редкоземельными элементами; допирование, вызывающее частичное за-
мещение ионов железа ионами 3d элементов; помещение образцов в сильные магнит-
ные поля; помещение образцов в области высокого давления; получение тонкопленоч-
ных и наноразмерных образцов, в которых существование циклоиды оказывается не-
возможным из-за размерного фактора. В этих случаях могут возникать нарушения кол-
линеарности спинов магнитных подрешеток ионов железа. Целью настоящей работы 
является исследование фазового перехода, индуцированного сильным магнитным по-
лем в поликристаллическом BiFeO3. 

В работе экспериментально были исследованы изменения магнитных свойств 
при помещении образца феррита висмута в сильное магнитное поле. Как видно 
на рисунке 3, приложение к образцу магнитного поля величиной от 16 до 17 Тл, 
в зависимости от температуры, приводит к аномальному поведению полевой зависимо-
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сти относительной величины удельной намагниченности, что свидетельствует о подав-
лении спиральной спиновой структуры в антиферромагнитном феррите висмута. По-
добные результаты были получены авторами работы [5] на монокристаллических об-
разцах феррита висмута. 

 

Рисунок 3 – Разрушение спиновой циклоиды в феррите висмута 
в сильном магнитном поле 

 
Теория слабого ферромагнетизма была создана независимо Дзялошинским 

и Мория [6]. Согласно данной теории, слабый ферромагнетизм является следствием 
слабой неколлинеарности двух магнитных подрешеток антиферромагнетика, имеющих 

магнитные моменты 1M


 и , как это показано на рисунке 2. 2M


Для проведения оценочных расчетов величины напряженности магнитного поля, 
при котором подавляется магнитная спиновая циклоида, будем предполагать, 
что при некотором критическом значении напряженности магнитного поля Hc внутри 
объемного BiFeO3 происходит фазовый переход из спин-модулированного в состояние 
в однородное антиферромагнитное состояние G-типа. При этом указанный фазовый пе-
реход является переходом II рода. Согласно теории Л. Ландау [6], свободная энергия 
при данном переходе изменяется непрерывно. Для спин-модулированного сосотояния 
H<Hc свободную энергию  запишем в виде [4; 5]: Lf

  2

,,

2

2

2

) 2

1
(   HKAPf

zyx
uizyyzxxzL   ,   (1)  

где  − компонента электрической поляризации вдоль оси симметрии третьего порядка, 

 − удельная компонента вектора антиферромагнетизма 

zP

x



M

L

2




 , 


 21 MMM   − 

модуль намагниченности подрешетки, γ − константа магнитоэлектрического взаимо-
действия, A − постоянная неоднородного обменного взаимодействия, Ku − константа 
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магнитной анизотропии,   − магнитная восприимчивость в направлении, перпенди-
кулярном вектору антиферромагнетизма. 

Первое слагаемое в (1) представляет так называемый инвариант Лифшица, кото-
рый применим для описания неоднородной антиферромагнитной структуры, в частно-
сти, спиновой циклоиды. Для случая однородной спиновой структуры применим 
так называемый инвариант Дзялошинского–Мория: 

 
)xy( yxzDM mmDf   ,         (3) 

где  − константа указанного взаимодействия,  − единичный вектор намагниченности zD


m

M

M
m

2




 .          (4) 

Усредняя (1) по направлениям x, y, z применительно к поликристаллическому вещест-
ву, можно получить формулу для оценки критического магнитного поля : cH



24Aq
Hc  ,          (5) 

где 

2

q  – волновое число циклоиды,   − усредненная магнитная восприимчивость. 

Используем для расчета экспериментальное значение  [7], а также 

, 

5105 
смэргA /103 7 нм62 [3, 8]. В таблице 1 представлены рассчитанные и экспери-

ментальные значения в сравнении с известными литературными данными [5; 8]. 
 

Таблица 1 – Теоретические и экспериментальные данные о величине критического поля 
, подавляющего спиновую циклоиду в объемных образцах BiFeO)(ТлHc 3 

 
Теоретические расчеты Экспериментальные данные 

Поликристалл Монокристалл Поликристалл Монокристалл 
16 20 [8] 16 [5] 16–17* 20 [8] 16–18* [5] 

 

Примечание – Измерения (*) проводили в интервале температур 4,2−215 K 
 

Как видно, полученные результаты хорошо согласуются с данными, наблюдае-
мыми на монокристаллических образцах феррита висмута, и подтверждают факт раз-
рушения спиновой циклоиды в поликристаллических образцах феррита висмута, под-
верженных воздействию сильного (16−17 Тл) магнитного поля. 
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лические и молекулярные структуры» (№ гос. регистрации 20111730 от 30.04.2011). Авторы 
выражают благодарность профессору Левенского Католического Университета (KU Leuven, 
Бельгия) Марку Ван Хюлле за финансирование исследований в рамках программы академиче-
ского обмена имени профессора Михаила Александровича Иванова для студентов, аспирантов 
и преподавателей БрГУ имени А.С. Пушкина. Благодарим также директора INPAC (Institute 
for Nanoscale Physics and Chemistry, K.U. Leuven, Belgium) профессора В.В. Мощалкова и уче-
ного секретаря INPAC Йохана Ванакена за предоставленную возможность и помощь в прове-
дении измерений в сильных магнитных полях. 
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УДК 539.12 

В.М. Редьков, Е.М. Овсиюк 

ТРАНЗИТИВНОСТЬ В ТЕОРИИ ГРУППЫ ЛОРЕНЦА 
И ФОРМАЛИЗМ СТОКСА–МЮЛЛЕРА 
В ПОЛЯРИЗАЦИОННОЙ ОПТИКЕ 
 
Выполнен теоретико-групповой анализ произвольных поляризационных оптических элементов 

с матрицами Мюллера лоренцевского типа. Одно поляризационное измерение определяет параметры со-
ответствующей матрицы Мюллера с точностью то трех независимых произвольных величин. Каждому 
поляризационному измерению ставится в соответствие определенное квадратичное уравнение связи 
на 4 неизвестных параметра. Аналитические выражения для этих 4 величин даются в наиболее простой 
форме, если использовать результаты 6 независимых поляризационных измерений; соответствующие 
формулы приведены в явном виде. 

 
Введение 
Известно, что 4 параметра Стокса описывают состояние поляризации света. Они 

были введены Стоксом в 1852 [1]. Метод Мюллера заключается в использовании мат-
ричного формализма для описания действия поляризационных элементов на поляриза-
цию света, этот метод был предложен в 1943 [2]; любой оптический элемент описыва-
ется своей матрицей Мюллера. Поляризация света может описываться в рамках форма-
лизма Джонса, предложенного в 1941 [3−6]; при этом состояние поляризации света за-
дается 2-мерным комплексным вектором, и линейные оптические элементы описыва-
ются 2-мерными матрицами Джонса. Отметим специально, что 2-мерный формализм 
Джонса пригоден только для описания полностью поляризованного света, в то время 
как формализм Стокса применим и для описания частично поляризованного света. 

Уже давно известно, что при описании (полностью или частично) поляризован-
ного света существенную роль может играть группа преобразований , изоморф-
ная группе Лоренца. Это означает, что техника оперирования с преобразованиями Ло-
ренца, хорошо развитая в релятивистской физике [7–12], может сыграть существенную 
эвристическую роль при анализе вопросов оптики поляризованного света [13–15]. 

(3 1)SO 

В настоящей работе развита общая теоретико-групповая методика восстановле-
ния матрицы Мюллера произвольного оптического элемента по результатам несколь-
ких независимых поляризационных экспериментов. 

 
Проблема транзитивности в подходе Стокса–Mюллера 
Математически проблема транзитивности описывается простым уравнением 

 ( )a
bb aL k k S LS

      (1) 

Ввиду существования понятия малой группы Лоренца [10] для начального и конечного 
4-векторов Стокса [16],  и S  уравнение транзитивности можно представить иначе: S 

 1( ) [ ( ) ]little littlelittle littleL L S S L L S SL L
       (2) 

Это означает, что матрица транзитивности принципиально не может быть найдена 
однозначным образом. 

L

Для анализа этой ситуации применим факторизованное представление для ло-
ренцевских матриц (используем обозначения из [12]) L AA , уравнение (1) дает 

 1 ( ) .A S A S A S A S   1     (3) 

Это означает, что задача транзитивности сводится к анализу двух линейных систем: 
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000 1 2 30 1 2 3

111 0 3 21 0 3 2

222 3 0 12 3 0 1

333 2 1 03 2 1 0

k k k kSk k k k S
k k ik ikSk k ik ik S
k ik k ikSk ik k ik S
k ik ik kSk ik ik k S

   

   

   

   

   
  

 
  

  

 

 

00 01 2 3 0 1 2 3

11 10 3 2 1 0 3 2

22 23 0 1 2 3 0 1

33 32 1 0 3 2 1 0

k k k k S k k k k S
k k ik ik S k k ik ik S
k ik k ik S k ik k ik S
k ik ik k S k ik ik k S

   

   

   

   

   
   

 
   
   

 (4) 

Ниже используем следующие обозначения для параметров лоренцевского пре-
образования: 

  2 2
0 0 0 0 1j j jk n im k in m k        k 

)

После простых вычислений приходим к системе уравнений относительно 
8 переменных: 

 00 0( ) (n S S   m S S'  

 00 0( ) ( )m S S    n S S'  

  00 0( ) ( ) (S nS     m S S' n S ) S'

0 )m S'

0 .

  (5) 00( ) ( ) (S S      n S S' m S

Поскольку решения ищутся в классе матриц из ортохронной группы Лоренца, 
то необходимо накладывать известные ограничения на параметры [12] 

  (6) 2 22 2
0 0 0 01n m n m      n mn m

 
«Нерелятивистские» 3-мерные матрицы Мюллера 
Сначала рассмотрим более простой (нерелятивистский) случай, когда 

 [16]; при этом решения уравнений ищутся среди элементов группы 

3-мерных вращений, поэтому 
0 0 invS S I  

0 0 0jm m   : 

 0( ) (n )    n S S' S S'   (7) 

Общее решение этого уравнения имеет вид (возникает произвольный параметр 
[0 2 ]  ): 

 2 22
0 0 2

cos
1 (

2( )
n n S

S S
)


    


S S'n

S S'
  

 
2 2

sin cos
( )

2( ) 2( )S S S

 
  

 
n S S'

S S' S S'
 S S'  (8) 

Отметим, что при S' S  соотношения (8) описывают малую группу для группы вращений:  

 2 2
0 01 cos sinn n

S
       

S
nn .  (9) 

Когда , решение (8) выглядит особенно просто:  0 

 
2

0 22 ( ) 2 ( )

S
n

S S S S

 
  



S S' S S'
n

S S' S S'2



 (10) 
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Можно преобразовать решение (8) к векторной параметризации группы вра-
щений [10]: 

 
2 2

0

tan ( ) .
S

n S S


     


n S

c c S S'
S S' S S'

S'
 (11) 

Отметим, что для векторов Стокса можно ввести следующие параметры ( I  – это 
интенсивность света, p  – это степень поляризации света [16]):  

  (12) 2
0 inv 1.S I Ip I      S N N

Тогда (8) и (10) превращаются в  

 2 2
0 0

1
1 cos

2(1 )
n n


    


NN'

n
NN'

  

 sin cos
2(1 ) 2(1 )

 
   

 
N N' N N'

n
NN' NN'

 (13) 

и  

 tan .
1 1

 
  

 
N N' N N'

c
NN' NN'

 (14) 

 
О нахождении 3-мерных матриц Мюллера по результатам поляризацион-

ных экспериментов 
Поскольку один поляризационный эксперимент не позволяет найти однозначно 

3-мерную матрицу Мюллера оптического элемента, то необходимо выполнить два не-
зависимых измерения: 

 1 1 2 2 O   N N' N N'   

В результате простого анализа можно получить 4 разных представления 
для одной и той же величины: 

 1 2 2 1 2 2

2 1 2 2 2 1 2 2

( ) ( )
tan      tan

( )( ) ( )( )

 
       

   
N N N' N' N' N

N N N N' N' N' N' N
 

 2 1 1 2 1 1

1 2 1 1 1 2 1 1

( ) ( )
tan      tan

( )( ) ( )( )

 
       

   
N N N' N' N' N

N N N N' N' N' N' N
 (15) 

Таким образом, имеем простое выражение для tan   вместе с четырьмя дополнитель-
ными соотношениями, описывающими множество возможных пар 3-векторов Стокса, 
связываемых одной и той же матрицей Мюллера. 

 
О решении задачи транзитивности для релятивистских матриц Мюллера 
Обратимся к анализу общего случай 4-мерных векторов Стокса, при этом будем 

использовать обозначения: 

  (16) 0 00 0 .S A S BS S            S S' A S S' B

Полная система уравнений транзитивности принимает вид: 

 0n B m A0   m A n B    

 0A n   m A n B  

 0 ;B m   n B m A  (17) 

  (18) 2 22 2
0 0 0 01n m n m      n mn m 0 .

 



ФІЗІКА 21

После необходимых математических операций можно привести эту систему уравнений 
к более простой: 

  2
0n A x y z w A y      n A B A BA 

2

]

  (19) 2
0m B z w x y B w        m B A A BB

где введены 4 числовых параметра. При этом остается только одно независимое допол-
нительное условие связи: . Это квадратичное условие связи прини-

мает вид уравнения для 4 параметров: 

2 2 2
0 0 1n m   m n

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) [ ( )x A xy A B y B A B      B A A B A 
1 

) 
A B

 

  (20) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) [ ( ) ]z B zw B A w A A B        A B A B B

Используя (19), можно выразить комплексный вектор-параметр : ak

  2 2
0 ( ) (k xA izB y iw   A B

  (21) ( ) ( ) ( )y B i z x iwA w iy        k A B

Из (20) легко можно перейти к 3-мерному комплексному вектору Федорова [10]: 

 
2 2

0

( )
     

( ) (

y B i z

k xA izB
   

)y iw

 
      

  
k

q A B A B
A B

  

 
2 2 2 2

     
( ) ( ) ( ) (

x iwA w iy

xA izB y iw xA izB y iw
  
   

     A B A B )

'

]i

 (22) 

Обращаем внимание на следующее: система уравнений (17) не меняет своего 
вида, если все групповые параметры умножить на любое вещественное число. Поэтому 
эти параметры в принципе могут быть определены из (17) только с точностью до обще-
го множителя. Только обращаясь к уравнению (18), этот общий нормировочный мно-
житель можно без ограничения общности полагать равным 1. В свою очередь, принци-
пиальная неопределимость относительного множителя для четырех числовых парамет-
ров x, y, z, w означает, что в выражениях (22) для α, β, γ ничего существенного не теря-
ется, если числитель и знаменатель разделить на любую (отличную от нуля) величину 
из четырех x, y, z, w; тем самым произвол в выборе независимых параметров будет ис-
ключен. Однако вместо такого формального исключения произвола, с математической 
точки зрения, может быть намного удобнее использовать 4 величины, подчиненные до-
полнительному квадратичному условию (20). В частности, в следующем разделе будет 
использована именно эта возможность. 
 

О нахождении 4-мерных матриц Мюллера по результатам поляризацион-
ных измерений 

Как установлено выше, каждое поляризационое измерение 

  
L

a aS S
позволяет получить одно квадратичное уравнение (20) для четырех неизвестных пара-
метров. Понятно, что для однозначного нахождения матрицы Мюллера необходимо 
выполнить несколько независимых поляризационных опытов. Начнем с возможности 
использовать 4 измерения ; проблема формулируется в виде 4 квадратичных 
уравнений: 

1 2 3 4i    

 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2( ) 2 ( ) [ ( )i i i i ii i i i ix A xy A B y B A B      B A A B A 

1i 

 

  (23) 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2( ) 2 ( ) [ ( ) ]i i i i ii i i i iz B zw B A w A A B        A B A B B
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Ее можно представить короче в символическом виде: 

  2 2 2
1 1 1 1 1 12 2a x b xy c y z zw w       2 1 

2 1 
2 1 
2 1 

  2 2 2
2 2 2 2 2 22 2a x b xy c y z zw w       

  2 2 2
1 3 3 3 3 32 2a x b xy c y z zw w       

  (24) 2 2 2
4 4 4 4 4 42 2a x b xy c y z zw w       

Эта система решается, и логическая цепочка выглядит так: 

 

(1) ( )

(2) ( ) ( ( ) ) ( )

(3) ( )

(4) ( ) ( ( ))

x x y z w

y y z w x x y z w z w x z w

z z w

w w z z w

    
         
  
      


 

Однако этот способ представляется довольно сложным. Можно предложить дру-
гую и более простую процедуру, основанную на использовании результатов 6 незави-
симых измерений. При этом задача сводится к системе 6 линейных уравнений относи-
тельно 6 переменных 2 2 2 22 2x y xy z w z     w

1 

1 

1 

1 

1 

1 

: 

  2 2 2 2
1 1 1 1 1 12 2a x b xy c y z zw w        

  2 2 2 2
2 2 2 2 2 22 2a x b xy c y z zw w        

  2 2 2 2
1 3 3 3 3 32 2a x b xy c y z zw w        

  2 2 2 2
4 4 4 4 4 42 2a x b xy c y z zw w        

  2 2 2 2
5 5 5 5 5 52 2a x b xy c y z zw w        

   2 2 2 2
6 6 6 6 6 62 2a x b xy c y z zw w        

Ее единственное решение определяется правилом Крамера: 

 
22 22 2 2y xyxx y xy

 
     

  
 

 
222 2 22w zwzz w zw

 
     

  
 

 
2 2 2 22 2xy xx y x yx y x y
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2 2 2 22 .zw zwz w z wz w z w
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Group-theoretical analysis of arbitrary polarization elements with Mueller matrices of the Lor-

entzian type is performed. Any single polarization measurement fixes parameters of the corresponding 
Mueller matrix up to 3 arbitrary variables. To an

ion on 4 numerical parameters. A corresponding Mueller matrix can be found uniquely from
results of four independent polarization measurements. Analytical expressions for these 4 parameters of 
any Mueller matrix can be given the most simple form when using the results of 6 arbitrary and inde-
pendent measurements, the corresponding formulas are written down in explicit form. 
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УДК 524.354.6-33 

В.С. Секержицкий, Д.В. Адамчук 

ЭЛЕКТРОННО-НЕЙТРОННО-ЯДЕРНОЕ ВЕЩЕСТВО 
В СВЕРХСИЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ 

 
Рассчитаны равновесные термодинамические и ядерные параметры холодного сверхплотного 

электронно-нейтронно-ядерного вещества при наличии сверхсильного магнитного поля. Исследовано 
влияние сверхсильного магнитного поля на параметры, соответствующие границам электронно-
нейтронно-ядерной фазы такого вещества. 
 

Согласно существующим представлениям, при плотностях, характерных для обо-
лочек нейтронных звезд и недр белых карликов, должны быть условия для реализации 
электронно-ядерной (Ае), электронно-нейтронно-ядерной (Aen) или электронно-
нуклонной (enр) фаз сверхплотного крайне вырожденного вещества [1]. В любой из пе-
речисленных фаз одним из компонентов вещества является газ свободных электронов, 
который при плотностях  > 106 г/см3 является релятивистским; при этом температура 
его вырождения превышает 1010 K, что значительно больше предполагаемых температур 
в недрах указанных астрофизических объектов. В веществе, находящемся в Aen-фазе, 
имеются свободные нерелятивистские нейтроны. Известно, что сверхплотное вещество 
может находиться в абсолютно устойчивом состоянии термодинамического равновесиея 
по отношению к бета-процессам и пикноядерным реакциям [1]. 

Теоретически обоснованная и подтвержденная наблюдательными данными 
(по крайней мере, косвенными) возможность существования в сверхплотных звездах 
весьма сильных магнитных полей делает актуальной задачу об учете их влияния на фи-
зические свойства сверхплотного вещества. 

Цель данной работы – исследование влияния сверхсильного магнитного поля 
на соответствующие границам Aen-фазы значения термодинамических и ядерных па-
раметров холодного абсолютно равновесного электронно-нейтронно-ядерного вещест-
ва для различных известных из литературы его моделей. Следует заметить, что в [2] 
ставится под сомнение сама возможность существования Aen-фазы вещества из-за аль-
тернативного нейтронизации процесса пионизации ядер. Проведенные нами исследо-
вания (например, [3]) дают, однако, основание полагать, что сверхсильные магнитные 
поля подавляют процесс пионизации более интенсивно, чем процесс нейтронизации, 
приводящий к образованию Aen-фазы, и поставленная в настоящей работе задача впол-
не корректна и актуальна. 

При численных расчетах и оценках не будет учитываться зависимость величины 
магнитного момента нейтрона от индукции магнитного поля; не будет учитываться 
также малая величина аномального магнитного момента электрона. 

Представим энергию электронно-нейтронно-ядерного вещества в виде суммы 
энергий ядер, электронов и свободных нейтронов: 

 

A eE E E E   n ;           (1) 

при этом мы пренебрегаем кинетической энергией ядер и считаем, что электроны обра-
зуют крайне вырожденный идеальный газ. Числа частиц компонентов вещества связа-
ны соотношением: 

 

n A n

A
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Z
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где – соответственно числа всех нуклонов, ядер, свободных нейтронов 

и электронов в объеме V рассматриваемой электронейтральной среды, A и Z – массовое 
и зарядовое числа ядра. Концентрация всех нуклонов связана с концентрациями ком-
понентов среды и ядерными параметрами соотношением: 

, , ,A nN N N Ne

 

0

0
n

n

n n A
n n n

n n Z


 

 e

2

.           (3) 

где n0=1,31038 см–3 – концентрация нуклонов в ядре. 
Энергию покоя ядра будем вычислять с помощью модифицированной следую-

щим образом формулы Бете-Вайцзеккера: 
 

 2 2
n pMc A Z m c Zm c   W ,         (4) 

 
2 42 1/3

2/3 2 2/
0 1 2 3 4 51/31/3
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2 23
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2
AZ Z Zn
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nA A A

                   
    

3 .   (5) 

Здесь  и – массы нейтрона и протона, W – энергия связи ядра, В – индукция маг-

нитного поля; =15,75 МэВ, =17,8 МэВ, =0,71 МэВ, =23,7 МэВ (значения взяты 

из [1]), =7,7 МэВ [4], =6,910

nm

4c

pm

c0 1c 2c 3c

5c

3c

–38 МэВ/Гс2 [5]. Заметим, что в [6] при решении анало-

гичной задачи при В=0 с использованием модели невзаимодействующих свободных 
нейтронов берется = /270,878 МэВ. Поправка в третьем слагаемом (5) связана 

с учетом кулоновского взаимодействия протонов ядра с окружающими ядрами 
(т.н. «кулоновская энергия решетки» [7]). 

4c

Энергия свободных нейтронов и их число в объеме V равны [4]: 
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где (в [8] имеются ссылки на соответствующие оригинальные работы) 
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nn  и  – концентрация и давление свободных нейтронов,  – их химиче-

ский потенциал, 
nP 2

n n nm c  

Я  – ядерный магнетон, n =1,913. 

Энергия ультрарелятивистского электронного газа в сверхсильном магнитном 
поле определяется следующим образом [9]: 
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где , ,e e en P   – концентрация, давление и химический потенциал электронов, em  – масса 

электрона, B  – магнетон Бора. 

Абсолютно устойчивому состоянию термодинамического равновесия соответст-
вует минимум энергии среды Е относительно независимых параметров A, Z и  

при фиксированных N и B: 
AN

 

0
A

E E E

A Z N

  
  

  
.         (12) 

 
Таким образом, имеем систему уравнений, которая позволяет установить одно-

значное соответствие между массовым числом А и зарядовым числом Z наиболее ус-
тойчивого ядра при фиксированном значении индукции магнитного поля В: 
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а также выразить химические потенциалы электронного и нейтронного газов: 
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Полученные соотношения дают возможность, задавая значения В и  
(или значение массовой плотности 

/n N V
nm n   вместо концентрации нуклонов n), вычис-

лять равновесные термодинамические и ядерные параметры электронно-нейтронно-
ядерного и электронно-ядерного замагниченного вещества (в последнем случае приме-
нимы все приведенные выше формулы при условии =0). Порог развала ядер и обра-

зования сплошной ядерной материи (электронно-нуклонной еnр-фазы) можно оценить 
из условия равенства нулю энергии связи ядра. 

nn

Численные оценки показывают, что в сверхсильном магнитном поле границы 
электронно-нейтронно-ядерной фазы абсолютно равновесного вещества смещаются 
в сторону более высоких плотностей, и заметно изменяются пороговые значения тер-
модинамических и ядерных параметров вещества. Расчеты проведены для трех моделей 
электронно-нейтронно-ядерного вещества: 

1) модели, учитывающей размеры ядер и ядерное взаимодействие свободных 
нейтронов между собой; 

2) модели, учитывающей кулоновское взаимодействие протонов ядра с соседни-
ми ядрами (ядра в сверхплотном веществе полностью ионизированные); 

3) модели, в которой электронный и нейтронный компоненты электронно-
нейтронно-ядерного вещества рассматриваются как крайне вырожденные идеальные 
ферми-газы. 

В таблицах 1 и 2 представлены результаты расчетов для трех указанных моделей 
(строки сверху вниз соответствуют моделям 1, 2, 3) значений массового числа А наибо-
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лее устойчивого ядра, зарядового числа Z, отношения /Z A , удельной энергии связи 
ядра b, химического потенциала электронов e, концентраций , , n соответственно 

электронов, свободных нейтронов и всех нуклонов вещества, давлений ,  и Р, 

плотностей энергии ,  и w, массовой плотности  для фиксированных значений 

индукции магнитного поля В. Из таблиц видно, что учет кулоновского взаимодействия 
мало изменяет значения параметров, рассчитанных в рамках модели идеальных ферми-
газов для компонентов сверхплотного вещества. Учет же размеров ядер и ядерного 
взаимодействия свободных нейтронов заметнее влияет на численные значения равно-
весных параметров электронно-нейтронно-ядерного вещества. 

en nn

eP nP

ew nw

 
Таблица 1 – Параметры абсолютно равновесного вещества у нижнего порога Aen-фазы 
 

Параметры В=0 В=21017 Гс В=41017 Гс В=61017 Гс 
A 111,8 

123,0 
120,4 

110,0 
108,0 
105,4 

104,8 
94,0 
91,3 

97,2 
81,0 
78,5 

Z 37,4 
39,6 
38,9 

36,9 
37,0 
36,1 

35,5 
34,1 
33,1 

33,4 
31,0 
30,0 

Z/A 0,335 
0,322 
0,322 

0,335 
0,343 
0,343 

0,337 
0,363 
0,363 

0,339 
0,382 
0,382 

b , МэВ 7,53 
7,40 
7,35 

7,52 
7,84 
7,75 

7,49 
8,14 
8,03 

7,44 
8,32 
8,20 

e, МэВ 23,8 
24,4 
24,1 

23,7 
20,7 
20,4 

23,4 
17,2 
16,8 

23,0 
13,7 
13,3 

ne, см
–3 5,91034 

6,41034 

6,11034 

1,81035 

1,61035 
1,61035 

3,61035 

2,71035 
2,61035 

5,41035 

3,21035 
3,11035 

Pe, МэВ/см3 3,51036 
3,91036 
3,71036 

2,21036 
1,71036 
1,61036 

4,11036 
2,31036 
2,21036 

5,71036 
2,21036 
2,11036 

n, см–3 1,81035 

2,01035 
1,91035 

5,51035 

4,71035 
4,61035 

1,11036 

7,41036 
7,21035 

1,51036 

8,41036 
8,11035 

w, МэВ/см3 1,71038 

1,91038 
1,81038 

5,11038 

4,41038 
4,31038 

1,01039 

6,91039 
6,71038 

1,41039 

7,91039 
7,61038 

, г/см3 2,91011 

3,41011 
3,21011 

9,21011 

7,91011 
7,71011 

1,81012 

1,21012 
1,21012 

2,61012 

1,41012 
1,41012 
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Таблица 2 – Параметры абсолютно равновесного вещества у верхнего порога Aen-фазы 
 

Параметры В=0 В=21017 Гс В=41017 Гс В=61017 Гс 
A 468,8 

694,0 
661,0 

455,8 
663,0 
638,2 

420,5 
605,0 
578,2 

372,2 
524,0 
499,1 

Z 76,7 
94,8 
91,0 

74,7 
91,0 
88,2 

69,4 
83,8 
80,8 

62,1 
73,7 
70,8 

Z/A 0,164 
0,137 
0,138 

0,164 
0,137 
0,138 

0,165 
0,139 
0,140 

0,167 
0,140 
0,142 

e, МэВ 69,9 
58,7 
57,9 

69,7 
58,5 
57,8 

69,5 
58,5 
57,7 

69,1 
58,5 
57,5 

ne, см
–3 1,51036 

8,81035 

8,41035 

5,41035 

4,61035 
4,51035 

1,11036 

9,11035 
9,01035 

1,61036 

1,41036 
1,31036 

we, МэВ/см3 7,81037 

3,91037 
3,71037 

1,91037 

1,31037 
1,31037 

3,81037 

2,71037 
2,61037 

5,61037 

4,01037 
3,91037 

Pe, МэВ/см3 2,61037 

1,31037 
1,21037 

1,91037 

1,31037 
1,31037 

3,81037 

2,71037 
2,61037 

5,61037 

4,01037 
3,91037 

nn, см–3 2,91037 

7,81036 

7,81036 

2,91037 

7,91036 
7,91036 

3,01037 

8,21036 
8,21036 

3,11037 

8,71036 
8,71036 

Pn, МэВ/см3 2,21038 
2,41037 
2,41037 

2,21038 
2,61037 
2,51037 

2,31038 
3,01037 
2,91037 

2,51038 
3,61037 
3,61037 

n, см–3 3,61037 

1,41037 
1,41037 

3,21037 

1,11037 
1,11037 

3,51037 

1,51037 
1,51037 

3,81037 

1,81037 
1,81037 

w, МэВ/см3 3,61040 

1,41040 
1,31040 

3,11040 

1,11040 
1,11040 

3,51040 

1,41040 
1,41040 

3,91040 

1,71040 
1,71040 

P, МэВ/см3 2,41038 

3,71037 
3,61037 

2,41038 

3,91037 
3,81037 

2,71038 

5,61037 
5,51037 

3,11038 

7,61037 
7,41037 

, г/см3 6,01013 

2,41013 
2,31013 

5,31013 

1,91013 
1,91013 

5,91013 

2,51013 
2,41013 

6,41013 

3,11013 
3,11013 
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УДК 537.6+539.171.11 

А.И. Серый 

О ФЕРРОМАГНЕТИЗМЕ ВЫРОЖДЕННОЙ 
НЕЙТРОННО-ПРОТОННОЙ СИСТЕМЫ 
 
Для смеси нейтронного и протонного газов с контактным ядерным взаимодействием вычисляет-

ся магнитная восприимчивость и находится критерий ферромагнетизма в случае слабого внешнего маг-
нитного поля. Квантование Ландау для протонов не учитывается. Вычислено, что минимальные концен-
трации нуклонов, необходимые для возникновения ферромагнетизма и поляризационных магнитных по-
лей, имеют порядок 1034 см-3. Учет обменного кулоновского взаимодействия между протонами немного 
понижает минимальную ферромагнитную концентрацию протонов и приводит к появлению дополни-
тельной области ферромагнетизма, включающую порог нейтронизации. Такой ферромагнетизм мог бы 
быть возможен, соответственно, при взрывах Сверхновых II типа и в верхних слоях белых карликов. 
 

Введение 
Исследования в данной статье проведены по предложению В.Г. Барышевского 

и В.В. Тихомирова. Предмет исследований – возможность генерации магнитных полей 
в астрофизике через спиновую поляризацию нуклонов; объект исследований – ней-
тронно-протонная система (np-система); метод исследования – критерий ферромагне-
тизма Стонера в модели контактного межнуклонного и обменного кулоновского про-
тон-протонного взаимодействия (pp-взаимодействие). Объект исследования встречает-
ся при разных условиях, и к нему применяются разные подходы (таблица 1; нас будут 
интересовать случаи I, II). 
 
Таблица 1 – Объект исследований при разных условиях 
 
А Б В Г Д Е Ж 
I Под оболочками 

с водородом [1, c. 185] 
Начало нейтронизации 
водорода [2, c. 271] 

7   Неве-
лика 

Газовый 

II От R 0 до R100 км 
[3] 


e p n e     11 <1 Иные 

ядра 
Газовый 

III В жидких ядрах 
[2, c. 281] 

Диссоциация ядер 
при коллапсе 

14   Пио-
ны 

Жидко-
стный 

 
Примечание: А – Астрофизический объект или событие (I – белый карлик, II – взрыв Сверхно-
вой II типа, III – нейтронная звезда); Б – Область нахождения np-смеси; В – Возможный путь 
образования; Г – Плотность, (г/смlg 3); Д – Время жизни, c; Е – Примесь иных частиц; Ж – 
Ферми-подходы к изучению. 
 

Возможность реакции протонов и антинейтрино подтверждается наличием соот-
ветствующих компонентов в Сверхновых II типа благодаря линии водорода в их спек-
трах и антинейтринным вспышкам перед их взрывами (в т.ч. в 1987 г.) [4, c. 433, 434]. 

Запишем потенциал и критерий Стонера (для магнитной восприимчивости  ) 
в случае односортного Ферми-газа с контактным взаимодействием ( 0  – плотность 
числа состояний на уровне Ферми, g  – константа взаимодействия) [5, c. 198; 6, с. 23]: 

 

)rr(g)rr(U
   ; 1

00
2 12  )g(~  , 01 0  g .     (1) 
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Критерий Стонера «сидит на поверхности Ферми» [5, c. 87], и не найти значения 
поляризации нуклонов; их следует искать -системы. В кри-
терии типа (1) для вырожденного np-газа константы  и изоспина ну-

клонов

 через минимум энергии np
зависят от спина g  

. Внешнее магнитное поле слабое ( ,EB FiЯB    p,ni  ), т.е. можно при-

менять методы из [5, с. 187, 198]. 
Задача: 1) выяснить, при каких условиях вследствие ферромагнетизма магнитное 

поле п

59]; 4) 

оляризованных нуклонов может быть гораздо больше внешнего; 2) учесть влия-
ние обменного кулоновского pp-взаимодействия. 

Замечания: 1) электронно-нейтронное взаимодействие (en-взаимодействие) 
не учтено из-за малости длины en-рассеяния [2, c. 268]; 2) контактное ядерное взаи-
модействие можно описать и через ядерное псевдомагнитное поле (ниже), которое 
на 2 порядка превосходит обычное магнитное [7, с. 54], поэтому последнее 
(как и квантование Ландау для протонов) не учитываем; 3) в функциях Грина спектры 
частиц линеаризованы вблизи поверхности Ферми [5, c. 8], что допустимо при малых 
степенях поляризации [8, c. T 0 К; 5) Возможные эффекты сверхтекучести 
не учи ваем даже при низких температурах, т.к. доля сверхтекучей компоненты 
все рав

 

кции их спинов,  – длина 

рассеяния

ты
но невелика [9, с. 22]. 
 
Замечание о взаимодействиях и применимости теорий возмущений

Если m  – приведённая масса 2 нуклонов, s  – прое21, a

, то константа g  даётся выражением [6, с. 22, 2

a)m(g 122   ),aa(ss/)a(a stst

3

, 

]: 

a  2143       (2) 

Для нейтрона и протона длины инглетного триплетного с и s -рассеяния 
(в 10-13 см) [6, с. 20]: sa =−23,71, ta =5,42. Можно показать, что ta =0 для тождест-

венных нуклонов [10, c. 366], а их синглетные s -длины ia  (в 10-13 см): 

pa = na =−17,2 [6, с. 30, 31]; равенство верно при компенсации протонной энергии 

Хартри электронным фоном. Переворот спинов при  в ае вырождения 
 соответствующих конечных состояний подавляется. То-

полу

  (3) 

.е. в данно
тиц 

правлены магнитные моменты, поэтому у нейтроно

рассеянии случ  
и 
гда 
занятости
при 4121 /ss   из (2) чим: 

 

.aJg,)aa(Jg,aJg,)m(J 000212    iiiiistnpnptnpnpijij
 

Т й модели для односортного газа критерий Стонера не выполняется. 
Выразим степени спиновой поляризации через концентрации час

( pn,e,i,n  ) с определенной проекцией спина (в затi равочном магнитном поле сона-

в поляризация отрицательна): 
 

21 00 /)p(nnn/)nn(p ii),(iiiii   .       (4) 
 

Например, энергия взаимодействия нейтрона со спином «вверх» с протонами, с точки 
зрения контактного взаимодействия, согласно [5, c. 197], с учетом (3) и (4) равна 

 

npnppp
st

npp
st

nppnppnp WVpn
aa

Jn
aa

Jngng npU





 





04
2

4

3
2 .   (5) 

 

npW  можно представить как энергию нейтрон ном псевдомагнитном поле 

эфB

а в ядер


, создаваемом поляризованными протонами ( p0p rp 0


  – вектор поляризации их 
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спинов или собственных магнитных моментов, ns


 – вектор спина нейтрона; ценность 

такого представления в том, что оно экспериментально обосновано) [7, c. 54]: 
 


|

pn








 m

rs||n

m

psn
W

n

p
n

np

pnnpp
np




 
 2

0
22



 |np

np 
0 np

эфn B


  ,    (6) 

.a
ff

s,tE
st

np 



22

        (7) 
 

Отметим, что nnpp pr,pr 0000

f,
|a|a

s,t
st 




0


 , т.к. у нейтрона спин и магнитный момент 

антипараллельны. Поскольку Br i


0  ( n,pi  ), из (6), (7) видно, что BBnp

эф


 . 

Т.е. ядерное псевдомагнитное поле, действующее на ы -
ванных протонов

 нейтрон со стороны
,  полем, могущим 

ризацию протонов. 

 поляризо
вызвать поля-сонаправлено с обычным

Аналогично до

 магнитным

казывается, что BBnn
эф


 , BB pn

эф


 , BB pp

эф


 . 

Таким образом, 

)TT(sign)BB(sign ji 33ij
эф


.         (8) 

Плотность энергии обменного взаимодействия [5, с. 202] можн продифферен-
цировать по и найти добавки к химическим потенциалам (с ом

о 
 учет  (4)):  in  

 

)/()n()(e, //
i

/
iepобм

334343422 86 


 , pe nn  , n
i



31
0

2
2

312
2

136 /
ii

/
i

обм
i

обм
e

обм
pобм ))p(n(

e
)n(

e
E,EEE   





.   (9) 

 

Все рассмотренные взаимодействия отвечают первому порядку теорий возму-
ений по фрелиховской константе и константам Рассмотрим их в таблице 2. 

Таблица 2 – Сравнительная ых теори
 

Кулонов
(дальнодейственное) 

Яд
(короткодейственное) 

щ  (3). 

чн
 

 характеристика разли й возмущений 

Взаимодействие ское ерное 

Параметр  
возму

теории
щений   muF

qFi  [5, с. 189] u,
e

F 
2


aqFi  [8, с. 36]  

При  <1  
pp nn 1,421033 см–3  ni =5,3110n 34 см–3; p,ni   

Учет поправок 
1-го порядка (даже 
при  >1, когда 
теория возмуще-
ний н

(
поля подтверждено 

экспериментально [7, c. 55] 
еприменима) Паули все равно действует) 

[5, c. 189, 201, 202, 209] 

Энергия Хартри – нет  
(компенсирована фоном 
эл  ектронов); энергия Фока
обменная) – да (принцип

Да – (5); существование 
ядерного псевдомагнитного 

 

 

В обоих случаях ряд знакопеременны
известное соотношение для импульса Ферми и распишем условия для

й (согласно [5, с. 206; 8, c. 40] и (3)). Учтем 
 [8, c. 61]   <1: 

 

12313123  n)(q /
i

/
Fi   0 2 )m(q, iFii ,      (10) 

 12113231 p,e,i,)с(e,)cm(,)()(emn iiCiCii 
00

2663 33       (11) 
13238   )a(n n .         (12) 

Численные данные в (3) дают минимальное значение в (12) именно при na = pa . 
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Вывод критерия Стонера через полюсы магнитной восприимчивости 
В основном состоянии ориентации спинов одинаковы, и, согласно [5, с. 8] 
 

и (10), 

32000323 2323   iii
p

Fii
)cm()(2 

 

где 

0
3
0

6643 44  


 iiiiFii
FFi

mm
,

cqn
,qq  ,  (13) q

i;n,pi 0  – плотности числа состояний на уровне Ферми. В слабом магнитном 

поле меняется баланс между концентрациям для разных проекци спина. При ом и й  эт
 

3

3

23

4

2 )(

)qq(
n

n ,iFi
,i

i
,i 


 




 , p,ni;/ Яii   ,   ii nn  , 

  ,jij,jij,iiiiBi gggT||  32  ,  (14


i

,iFi
Fi m

)qq(  2

2
) 

где

E

 

 B|||| ЯiBi   
 

 – зеемановская энергия. Выполняя разложе чиния, полу м: 

321 ,k,qkqq)qq( ,i
k
Fi

k
Fi

k
,iFi  


  ; i,i m/q Fii,i qn    0 ,  (15) 


  npnpiiiBiii ggg~),g~ngT||(n  30 2 . ji n   (16) 

Решая (16) при
 

 B =0 и B 0, найдем in  и намагниченность ( –k


  орт оси : z )
 

030
01

0
0 2





 1)g~|||(|Tn,ng~n jjiiBi

B
ijii

B
i

  j ,  (17) 

,k)nn(||TkM BЯ
p,ni

iiiiЯ  1
3 22 


   


    (18) 

iiiinpnpi
p,ni

ipnnpp g,gn
~|,|g~ 0

2
000

2
0

2
0 12   


. (19) 

 

 0

 

0 , т.к. g~  в силу (3), (16). Критерий Стонера для магнитной восприимчи-

вости B/|M|



 

 запишем по аналогии с (1) в виде: 

 0 0000 pppnnnpn |g| 01|g|  |),g|/( iijji  00   

nnppiij ggg~ ;|g|  2
0 .       (20) 

 

Последнее неравенство в (20) дает границы применимости для предпоследнего. 
Учет обменной энергии дает добавку в правую часть (14) при pi  , согласно (9): 

 

31312
2

,EEE
~ обм

,pFpFp 
 6 /

,p
/обм

,p
)(E


 e


.     (21) 

С учетом (13), (15), (16) заключаем, что в дальнейших формулах нужна з

Тогда второе неравенство в (20) после несложных преобразований примет

 

амена 
 

342
0

2
0

3222 232   c)(cm,g)n(egg~g pppp
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2
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При низких температурах ), согласно

в самом простом приближении делаем в (20) и (23) следующу

 ( 11
0 

ikT  [11, c. 281] и с учетом (13), 

ю замену: 
 

))kT((~,
~mm~

iii
iii

ii
2

0
2

2

00
0

00 1  



32 122




 
Вывод критерия Стонера через флуктуации энергии 
Получим формулы для см

 .    (24) 

ещения энергии системы (рассмотрим пример без уче-
та обменных кулоновских поправок). В слабом магнитном поле смещение составляю-
щей энергии, не зависящей от взаимодействия между фермионами, находится анало-
гично [5, c. 199] с учётом (17) и   ii nn  : 
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Изменение энергии взаимодействия выглядит аналогично [5, c. 199],  

в случае смеси 2 газов появляется «интерференционное» слагаемое

однако

 np
intE : 
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Из (17), (25), (26) после некоторых преобразований

энергии без учёта зеемановской (

 

 получим общее изменение 
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Можно убедится, что при выполнении (20) лишь 

.    (27)

0  )n)( n nnn( npp   

оме(в силу того, что при сонаправлены магнитные м 0


B  нты, а не спины), то 0E
~ . 

Добавив к (25), (26) ую энергию, продифференцирузеемановск ем по   ii nn  : 
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  (29) 

риравнивая (29) к нулю, для n,nП  pn   получаем результаты, совпадающие 

с (16), ера, 
компон

сленных

(17). Не изменятся и формулы (18)–(20). Т.е. критерий Стон как и для одно-
ентного случая, выводится различными путями. 

 

Интерпретация чи  и графических результатов 
Решения неравенств (20) и (23), с учетом связи между in  и i0 в (13), став-

лены в виде зависимости соответствуют областям выше кривых на рисун-

 пред

и  )n(n p
)St(

n0  
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ках 1 (решение есть только у (23)) и 2. Учтено, что по физическому смыслу 0in , по-

этому на рисунке 1 при n 3110853  .p  

ось ординат. В
: 

)n p

см-3 идет прямая линия по оси абсцисс левая 

граница (не показана) –  блице кро е тог , испо ьзова
етр нейтронного избытка

, а 

та  3, м о л н т.н. пара-
м

 

n/()nn( npn  .       
 

           (30) 
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Р й Стонера
 

исунок 1 – Критери  
при малых концентрациях протонов 

Рисунок 2 – Критерий Стонера 
при больших концентрациях протонов 

 

С учетом (11), при  0
410  ~ , 0  ~ 1014 г/см3, обсуждаемые приближения до-

пустимы. Из [3] видно, что если np-смесь доминирует сразу после начала взрыва в об-
ласти до R200 км, то это примерно в 20 раз больше радиуса будущей нейтронной звез-
ды (где в жидком ядре  0 ~ ) [2, c. 281], и такое сжатие соответствует росту плотно-

ри расширении 
одорода, поглощающего антинейтрино (комментарии к таблице 1). 

Таблица 3 – Cтонеровские концентрации в 1035 см–3) при различных

сти в 203=0.8104 раз. Нужные значения также могут быть достигнуты п
в

 
 (    

 

pn  
)n ( 23n )St(    pn  )()St(

n 23n )( 23  )(n )St(  n 20 )( 20  

7,4 10 -5 +0 −1 0,2079   1 --- --- 
3, -4 8510 +0 −1 0,3156 4521,57 0,9999   1 

410-4 1, ,86210-3 0,60  40 2 19,51 0 141 26,375 0,859 
4,510-4 0,237 0,9962 6 −0,0363 6,341 0,028 5,57 
510 3,63-4 2,666 0,9996 10  −0,4675 3,967 −0,432 

6,9110-4   1   0,3156 −1 0,3156 −1 
 

Покажем, что случай =7,41030 см–3, +0 близок к порогу нейтронизации. 

Запишем уравнение бе -равновесия без учета спиновой поляризации: 
 

 pn nn 
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С учетом (9) точное решение (31) pn =7,41210  см . В

дерного и обменного кулоновского взаимодействия на порог нейтронизации

30 –3 лияние контактного 

 мало. 

Таблица  услов
 

Рис ок  

я
 

 4 – Соответствие результатов астрофизическим иям 

ун Чему соответствует I II )K,Tlg(  i , смn –3 1
0

ikT  

1 Белым карликам − + ~34 [1, c. 185] 1031 ~10–3 

2 Сверхно 35вым II типа + − ~910 [2, c. 281] 10  ~0.010.1 
 

Примеч имость теории возмущений для взаимодействий: I – Обменного кулонов-
ского; I

ания: 
е 3

уч

ание: Примен
I – Ядерного. 

 

Замеч
1. Значения концентраций in  выбраны согласно таблиц ; k  – постоянная 

Больцмана. 
2. Для нуклонов ет лишь s -рассеяния допустим при E 10 МэВ [6, c. 13], 
гласуется с температурами в таблице 4. что со
3. Приближение T =0 К надежнее дл лых карликов, хотя при п становке 

1
0

ikT  в (23) резул ы сильно не изменятся боих случаях. 

4. Приближение (7) правомерно при 

я бе од

ьтат в о

E 1 кэВ (что согласуется с kT  в белых 
карликах), а при E 1 МэВ (что ближе к kT  для Сверхновых) сечение рассеяния 
меньше в 4 раза [12, с. 13]. Т.е. для более точных расчетов нужен учет зависимости ам-

 рассеяния от энергии, хотя уменьшение амплитуды повышает, согласно (12), 
верхн ицу применимости теории в щений по величинам (3). 

5. Для электронов, согласно (11), кулоновская теория возмущений применима 

при  
ee nn 2,2810

плитуд
юю гран озму

рядка нная, и п

23 см–3. В металлах ~ne 10221023 см–3 [2, c. 351, 600], но теория 

возмущений используется [5, c. 189, 209], хотя эффективная масса электрона может 
быть больше массы покоя [2, c. 115–118], что, согласно (11), ужесточает требования. 
Поэтому наши результаты также могут иметь смысл. Таким образом, как и в [13], пока-
зана важность учета энергии Фока. В силу знакопеременности ряда поправка 3-го по-

такая же по знаку, как и обме ревосходит корреляционную и т.д. При не-
обходимости нужно применять непертурбативные методы. 

6. Пренебрежение реакцией d),p(n  правомерно, т.к. при указанных температу-
рах соответствующее сечение по крайней мере на 2 порядка меньше сечения рассеяния 
[6, c. 15; 14, c. 403]. При более высоких концентрациях нейтронов эту реакцию нужно 
учитыв

-
ответственно, при взрывах Св хних слоях белых карликов, 
для которых это может служить  их магнитных полей. 

 

ать, поэтому вряд ли вся область на рисунке 1 имеет право на существование. 
 

Заключение 
Для смеси нейтронного и протонного газов с контактным ядерным взаимодейст-

вием вычислена магнитная восприимчивость и найден критерий Стонера без учета 
квантования Ландау для протонов. Вычислено, что без учета обменного кулоновского 
взаимодействия минимальные концентрации нуклонов, необходимые для возникнове-
ния ферромагнетизма, имеют порядок 1034 см-3. Учет обменного кулоновского взаимо-
действия между протонами немного понижает минимальную ферромагнитную концен-
трацию протонов и приводит к появлению дополнительной области ферромагнетизма, 
включающую порог нейтронизации. Такой ерромагнетизм мог бы быть возможен, соф

ерхновых II типа и в вер
 одним из объяснений генерации
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A.I. Sery On the Ferromagnetism of Degenerate Neutron-Proton System 
 
For mixture of neutron and proton gases with contact nuclear interaction magnetic susceptibil-

ity is calculated and ferromagnetism criterion is obtained for the case of weak external magnetic field. 
Landau quantizing for protons is neglected. Minimal nucleon concentrations necessary for ferromagnet-
ism and polarizatonal magnetic fields initiation are estimated to have the order of 1034 cm-3. The consid-
eration of Coulomb exchange interaction between protons slightly decreases the minimal ferromagnetic 
proton concentration and leads to formati
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УДК 538.953 

В.В. Тригук, А.В. Гайда 

ДИНАМИКА РЕШЕТКИ И ПАРАМЕТРЫ 
ГРЮНАЙЗЕНА НИТРИДА БОРА 
ИЗ ПЕРВЫХ ПРИНЦИПОВ 
 
В работе проведен расчет динамики решетки на основе теории функционала плотности для ку-

бической фазы нитрида бора (BN). Получены зависимости частот нормальных колебаний от объема 
ячейки (внешнего давления). Результаты расчетов позволили вычислить параметр Грюнайзена, характе-
ризующий тепловое расширение твердых тел. Показано, что для кубической решетки данный параметр 
является положительным, что соответствует положительному коэффициенту теплового расширения. 

 
Введение 
Нитрид бора (BN) является широко используемым на практике соединением, 

существующим в различных аллотропных модификациях. Наиболее используемыми 
являются гексагональная фаза h-BN (пространственная группа ), близкая 

по свойствам и структуре к графиту, и кубическая алмазоподобная фаза типа сфалерита 
c-BN (пространственная группа 

mmcP /63

mF 34 ) [1]. h-BN является наиболее часто используе-
мой фазой; сфера применения – твердая высокотемпературная (до 900°С) смазка. 
В свою очередь, c-BN обладает очень высокой твердостью, практически не уступаю-
щей алмазу, при большей химической (в отличие от алмаза не взаимодействует со ста-
лями) и температурной (до 1000°С) стойкости [1]. Кристаллические ячейки для данных 
фаз представлены на рисунке 1. 

 

 
 а) б) 
 

Рисунок 1 – Кристаллические структуры нитрида бора 
а) h-BN ( ); б) c-BN (mmcP /63 mF 34 ) 

 
Одним из наиболее интересных с точки зрения физики конденсированного со-

стояния свойств нитрида бора является отрицательный коэффициент теплового расши-
рения в гексагональной фазе, наблюдающийся в широком диапазоне температур [2–4]. 
Вопрос о причинах данного явления в нитриде бора и других подобных соединениях 
исследовался во многих работах [3–5]. В то же время для кубической фазы вопрос о на-
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личии некоторого температурного интервала отрицательного коэффициента теплового 
расширения остается открытым [6]. 

Универсальным и весьма важным параметром, характеризующим тепловые 
свойства твердых тел, является параметр Грюнайзена [7]. Данная величина является 
мерой ангармоничности сил, действующих в кристалле, и определяет тепловое расши-
рение, теплопроводность и другие свойства кристаллов. В том случае, если кристалл 
характеризуется отрицательным коэффициентом теплового расширения, параметры 
Грюнайзена для отдельных мод будут отрицательными. В связи со сказанным выше це-
лью данной работы является расчет из первых принципов дисперсионных кривых час-
тот нормальных колебаний и параметров Грюнайзена для кубической фазы нитрида 
бора для различных давлений. 

 
Метод исследования 
Расчеты динамики решетки в работе проводились из первых принципов в рам-

ках теории функционала плотности с помощью программного пакета abinit [8], разра-
ботанного международной группой под руководством X. Gonze, профессора Лёвен-
ского католического университета (Королевство Бельгия). Распределение электрон-
ной плотности исходного состояния вычислялось на основе метода сохраняющих 
норму псевдопотенциалов с разложением волновых функций по плоским волнам [9]. 
Расчет частот нормальных колебаний выполнялся с помощью вариационной теории 
линейного отклика [10]. 

Во всех расчетах количество плоских волн было ограничено максимальной ки-
нетической энергией (параметр ecut в abinit) в 100 Ry. Интегрирование по зоне Брил-
люэна выполнялось с помощью сетки 8×8×8 точек. Процесс минимизации полной энер-
гии кристалла как функции параметров решетки (для c-BN единственным параметром 
является постоянная решетки a0) проводился с помощью реализованного в abinit алго-
ритма, требующего достаточно малого количество итераций. Полученный результат 
(a0 =3,5929 Å) находится в хорошем согласии с экспериментом (3,615 Å) 

При расчете дисперсионных кривых использовался типичный для abinit алгоритм: 
1) расчет динамических матриц, частот колебаний для набора точек неприводи-

мой зоны Бриллюэна; 
2) восстановление частот колебаний для произвольной точки зоны Бриллюэна 

с помощью обратных преобразований Фурье; 
3) построение дисперсионных кривых вдоль заранее заданных направлений. 
 
Результаты расчетов 
Для определения постоянных Грюнайзена были вычислены частоты нормаль-

ных колебаний для трех случаев: 1) нулевого давления при объеме V0, 2) отрицатель-
ного давления при увеличении V0 на 1% и 3) положительного давления при уменьше-
нии V0 на 1%. Численные данные (постоянная решетки a, объем и давление) приведе-
ны в таблице 1. 

 
Таблица 1 – Исходные данные для расчета частот нормальных колебаний 
и постоянных Грюнайзена 
 

Постоянная решетки a, Å Объем ячейки V, Å3 Давление P, ГПа 

3,5808 11,479 4,05 

3,5929 11,595 5,2×10-8 

3,6048 11,711 −3,89 
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Результаты расчетов дисперсионных кривых для различных давлений представ-
лены на рисунке 2. Нулевому давлению соответствуют сплошные жирные линии, отри-
цательному давлению −3,89 ГПа – тонкие сплошные линии, положительному давлению 
4,05 ГПа – пунктирные линии. Как видно из рисунка, результаты для нулевого давле-
ния хорошо согласуются с теоретическими результатами работы [11]. 

 

 
 

Рисунок 2 – Дисперсионные кривые частот нормальных колебаний с-BN 
для различных давлений 

 
Из рисунка 2 видно, что частоты нормальных колебаний возрастают с уменьше-

нием объема ячейки (увеличения внешнего давления). Первая зона Бриллюэна и коор-
динаты точек высокой симметрии показаны на рисунке 3. 

 

 

Точка Базисные координаты 
Г 0 0 0 
X 1/2 0 1/2 
K 3/8 3/8 3/4 
L 1/2 1/2 1/2 
U 5/8 1/4 5/8 
W 1/2 1/4 3/4 

 
 

Рисунок 3 – Первая зона Бриллюэна для рассматриваемого случая 
 

Параметр Грюнайзена в настоящей работе вычислялся для каждой моды колеба-
ний и точки зоны Бриллюэна аналогично работе [12]: 
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Производные по объему определялись численно методом конечных прираще-
ний. Затем для каждой моды было проведено усреднение на сетке 8×8×8 точек зоны 
Бриллюэна. Итоговое количество точек было сокращено благодаря симметрии обрат-
ной решетки до 29 в неприводимой части зоны Бриллюэна, с введением весовых ко-
эффициентов. Аналогично были усреднены величины частот для каждой моды. 
В таблице 2 представлены результаты расчетов параметров Грюнайзена 

s
 , усред-

ненных по зоне Бриллюэна, как зависимость от средней частоты 
s

 данной моды. 

 
Таблица 2 – Расчетные параметры Грюнайзена в зависимости от средней частоты 
моды колебаний 

 
Средняя частота 

s
 , см-1 Параметр Грюнайзена 

s
  

556,0 0,4487 
631,8 0,6550 
820,7 1,0966 
983,5 1,4523 
1017,0 1,3364 
1160,6 0,9214 

 
Заключение 
Таким образом, для всех мод колебаний параметр Грюнайзена оказывается по-

ложительным. Для существования области отрицательного теплового расширения 
в области низких температур требуется, чтобы хотя бы часть параметров была отрица-
тельной. Если в c-BN явление отрицательного теплового расширения все же имеет ме-
сто, то данный эффект не связан со вкладом колебаний решетки. 
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V.V. Triguk, A.V. Gaida. Lattice Dynamics and Grüneisen Parameters of Boron Nitride 
from First Principles 

 
Density functional theory calculations of lattice dynamics of boron nitride cubic phase are 

conducted in the present paper. Volume (pressure) dependencies of phonon frequencies are acquired. 
Results allowed us to compute Grüneisen parameters, which describe thermal expansion of solids. 
It is shown that for the cubic lattice these parameters are positive, which corresponds to positive values 
of thermal expansion coefficient. 
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УДК 517.98 

Н.П. Андросенко, А.И. Кашпировский 

O ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА СПЛАЙН-КОЛЛОКАЦИИ  
ДЛЯ ПРИБЛИЖЕНИЯ ОГРАНИЧЕННЫХ РЕШЕНИЙ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
НА ВСЕЙ ОСИ 
 
Для ограниченных на действительной оси решений линейного дифференциального уравнения 

с неограниченным операторным коэффициентом доказана возможность приближения кубическим 
сплайном на основе метода сплайн-коллокации. Проведено исследование свойств решений разностной 
системы уравнений, определяющих параметры коллокационного сплайна. Показано, что порядок при-
ближения ограниченного решения дифференциального уравнения в изучаемом случае совпадает с по-
рядком приближения интерполяционным сплайном. 

 
В сепарабельном гильбертовом пространстве  рассматривается операторно-

дифференциальное уравнение  
H

  y y Ay f t    ,   (1) 

где  – неизвестная вектор-функция, принимающая значения в , 

, 

 y y t
1 ,  

H

 t R  f t  – заданная H  значная вектор-функция, A -нормальный 

( ) не обязательно ограниченный оператор  H  с разложением еди  

 E

* *AAA A  в ницы
  с областью определ  Dения .  


 A

Для  на  области определения оператора  определим скалярное 

произведение  

m N  mD A mA

          
 

2
, , , 1m

m mm ,
H H H

H A

g h A g A h g h d E g h


    , 

где  – спектр оператора . Относительно этого скалярного произведения множе-

ство  образует позитивное гильбертово пространство  ( ).  

 A

 mD A

A




mH mH H

Обозначим через  пространство всех ограниченных непрерывных по  

значных функций 

 1,C R H

 
t

H  f t  с нормой 
1

sup
H

t R

f f


  и через  1, ,m
mC R H H  – простран-

ство всех ограниченных и непрерывных по  t mH  значных вектор-функций  f t , 

имеющих ограниченную и непрерывную в  производную порядка  с нормой  H m

        1
1, ,

supm
m m

m

C R H H H Ht R

f f t f


  t . 

 Предполагая, что в уравнении (1) вектор-функция  f t  принадлежит , 

назовем вектор-функцию  из 

 1,C R H

 y t  1 1
1, ,C R H H  ограниченным решением уравнения 

(1), если для всех  вектор-функция 1t R  y t  удовлетворяет уравнению (1). 
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 Обобщая известную теорему М.Г. Крейна [1, с.119] на случай неограниченного 
нормального оператора , получаем, что необходимым и достаточным условием су-
ществования единственного ограниченного решения уравнения (1) является отдели-

мость в 

A

1C  спектра  оператора  от мнимой оси A  A  1 ,iR i i     , т.е.  

 
 
1

,
inf 0.

A
t R

d it
 





        (2) 

 Для неограниченного секториального оператора в банаховом пространстве такое 
обобщение получено М.Ф. Городним [2]. 
 Из условия (2) следует, что спектр  A  оператора A  распадается на два спек-

тральных множества  A  и  A , лежащих в правой и левой полуплоскостях. 

 Обозначим через V  и  – инвариантные подпространства оператора , а че-

рез  и  – соответствующие ортопроекторы. Ограниченное решение уравнения (1) 

допускает интегральное представление [1, с.120]. 

 V A

P P

      y t G t s f s




  ds

,

,    (3) 

где  – главная функция Грина уравнения (1).  
, 0

, 0

At

At

e P åñëè t
G t

e P åñëè t





  


Представление (3) запишем в виде суммы двух несобственных интегралов [1]: 
      y t y t y t   ,     (4) 

где      
t

A t sy t e P f s 
 



  ds      A t s

t

, y t e P f s


 
   ds . 

Из условия (2) следует, что полугруппы операторов Ate P
  и  ( ) являются 

сжимающимися с показателем . Поэтому несобственные интегралы в (4) абсолютно 

сходятся. Непосредственной проверкой можно показать, что при 

Ate P 0t 

m

d

 1, ,mf C R H H  

решение     1y t f  t  принадлежит пространству  1, ,mH 
1 1mC R H  

 Если снять условие ограниченности решений уравнения (1), то теряется единст-
венность решения. При этом методами, используемыми В.И. Горбачук и М.Л. Горбачу-
ком [3], можно показать, что произвольное решение уравнения (1) допускает представ-

ление  , где  – целый вектор оператора       Aty t y t y t e h
   

1
n

n
h H H



 
   A , 

т.е. 
1 !

n

n

n

A h
s

n





   для произвольного . 0s

Целью данной работы является исследование возможности приближения огра-
ниченных решений уравнения (1) с помощью кубических сплайнов минимального де-
фекта [4]. Для построения таких приближений используется метод сплайн-коллокации. 
Ранее этот метод применялся в [4] для аппроксимации решений краевых задач на ко-
нечном интервале для уравнений 2-го порядка. 
 В рассматриваемом случае задача определения параметров сплайна сводится 
к решению бесконечной трёхдиагональной системы разностных уравнений, являющей-
ся дискретным аналогом уравнения (1). Для ограниченных решений этой системы 
уравнений получено явное представление, являющееся дискретным аналогом (3). По-
лучены оценки приближения ограниченных решений уравнения (1) кубическими 
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сплайнами и дано сравнение с оценками приближений этих решений, полученных 
в [2; 5; 6], где задача приближения ограниченных решений уравнения (1) также сведена 
к поиску ограниченных решений трёхдиагональной системы разностных уравнений. 

 
Основные результаты 

 На прямой 1R  зададим равномерную сетку узлов    : , ,n nh t t nh n Z h 0     . 

Ищем сплайн-приближение ограниченного решения  y t  уравнения (1) в виде разло-

жения 

      (5)    
n

n n
n

S t a B t




 
по базисным B  сплайнам  nB t , которые с помощью операций сжатия и сдвига выра-

жаются через стандартный B  сплайн     1
n nB t B t t h  , где  

     3 31 2
2 1

6 3
B x x x

 
    ,    3

3 , ,

0,

x при x
x

при x

 




    


 . 

 Учитывая финитность сплайна  nB t  (   2, 2supp n n nB t t t     ), при каждом 1t R  

ряд (7) содержит не более четырех слагаемых отличных от нуля, а в узлах  ненулевых 

слагаемых – три. Неизвестные коэффициенты  в разложении (5) являются векторами 

из . В соответствии с методом сплайн-коллокации [4] в узлах сетки  сплайн 

должен удовлетворять уравнению (1):  

nt


ka

1H  h

          ,n n n nS t S t AS t f t n Z     .  (6) 

Подставляя в (6) разложение (5), с учетом свойств B сплайнов получим систему раз-
ностных уравнений относительно : na

  1 1
1 1

1 2 1
,

2 6 3 6
n n

n n n n

a a
A a a a f t n Z

h
 

 

      
 

 .  (7) 

Умножая каждое уравнение системы (7) на 6h , получим эквивалентную систему раз-
ностных уравнений  
      1 13 4 3 6 ,n n n nAh I a Aha Ah I a hf t n Z        ,  (8) 

где I  – единичный оператор в . Системы (7) и (8) являются дискретными аналогами 
(1). При этом ограниченному решению 

H
 y t  уравнения (1) отвечает ограниченное ре-

шение  1: ,n na a n Z a H    систем (7) и (8), определение которого дано в [2]. 

 Пространство всех последовательностей  : ,n na a n Z a H   m  обозначим че-

рез    , , 0ms Z H m Z N   . Пространство всех ограниченных последовательностей 

 : ,n n ma n Z a H  a  обозначим через  , ml Z H  и введем в нем норму 

 ,
sup ,

m m
nl Z H H

n Z
a a


m Z


  . 

Для последовательностей a  из    , , 0ms Z H m Z N    и  определим 

представление в виде формального ряда Лорана [2] 

 , ml Z H 

 
n

n
n

n

a a 




  ,      (9) 
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где   – комплексная переменная. Представление (9) будем называть   представле-
нием последовательности a . Учитывая, что умножение ряда на   означает сдвиг ну-
мерации координат вектора a  на одну позицию вправо, будем обозначать соответст-
вующий оператор сдвига буквой . Тогда для  j Z  оператор j  будет означать сдвиг 
нумерации координат на j  позиций вправо при  и на 0j  j  позиций влево при 0j  . 

Тождественный оператор в  и  mH,s Z  mH,l Z  обозначим буквой  ( a a  ). Поль-

зуясь   представлением (9), запишем систему (8) в виде операторно-разностного 
уравнения: 
 6La hf  ,      (10) 

где     : n
n n

n

f f t n Z f t 




    ,      1, , 3 4 3L L A h Ah I Ah Ah I          . 

Последовательность a  из  1,l Z H , удовлетворяющую уравнению (10) 

при  , f l Z H , назовем ограниченным решением уравнения (10) и соответственно 

систем (7) и (8). Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия сущест-
вования и единственности ограниченного решения уравнения (10), т.е. условия сущест-
вования ограниченного обратного оператора 1L . 

Теорема 1. Для того, чтобы существовал ограниченный в  оператор 

, необходимо и достаточно, чтобы 

 ,l Z H 
1 1 , ,L L A h    A  – спектр оператора A  

не пересекался с интервалом 13 , 3J i h i h 1  

 , лежащим на мнимой оси.  

Доказательство 
  Теорема 1 является следствием [2]. Для доказательства теоремы 1 достаточно 
показать, что множество точек , для которых характеристическое уравнение  1C
       1, , 3 4 3 0L z h h z h h z              (11) 

имеет относительно  корни с равным единице модулем, совпадает с интервалом . z J

 Для этого найдем выражение для   из (11) 
 

 
1

1

3

4

z z

h z z









 
 и подставим вме-

сто  равную по модулю единице величину z , 0 2ie     : 

 
 

   
3 3 sin

2 cos4

i i

i i

e e i

hh e e

 

 









 

 
.    (12) 

Учитывая, что при  0, 2   выражение  1
sin 2 cos     изменяется в промежутке 

1/ 3,1/ 3 
 , приходим к выводу, что принадлежащим единичной окружности 

 1 : 1S z C z    корням характеристического уравнения (11) отвечают значения 

J . При этом, если рассматривать  как объединение левого берега  и правого 

берега , то соотношение (12) устанавливает между  и  взаимно-однозначное со-

ответствие. Теорема 1 доказана. 

J J

J J S

 Умножением уравнения (11) на , преобразуем это уравнение в квадратное  z
    23 4 3h z hz h       0 .    (13) 
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 Фиксируя значение параметра , определим функцию 0h 

  2 23w w h h   9  комплексного аргумента  так, чтобы 1 \C J  
lim 3

w h
h






 . 

Пользуясь этой функцией, запишем выражение для корней уравнения (13): 

   1 1

3

2

h
z z h

h w h


 


  


,      2 2 1z z h z h   

1
. 

Из доказательства теоремы 1 следует, что функции  1z h  и  2z h  осуществляют 

взаимно-однозначное отображение  на . Тогда, вследствие принципа соответствия 
границ [7, с. 208], получим: 

J S

 Теорема 2. Функция  1 1z z h  осуществляет конформное отображение 

 во внутренность единичного круга 1 \C J  : 1z z   (  1 3 0z   ,  1 3 2z    , 

). Функция  1 3z  0,5  h2 2z z   осуществляет конформное отображение  

во внешность единичного круга 

1 \C J

 : 1z z   (  2 3 2z   ,  2 3 2z     , ).   2 3z  

 Для того, чтобы получить явное представление ограниченного решения уравне-
ния (10), найдем сперва ограниченное решение n

n
n Z

G G 


   системы типа (8) 

при , 1H C 1 \A C J   и дельта-подобной правой частью  
    13 4 3n n nh G hG h G 1 n0        n Z,  .  (14) 

Решение G  «сконструируем» из прогрессий  и , 1
nz 2

nz n Z  по формуле: 

 

1

2

, 0

, 0

n

n n

cz åñëè n
G

cz åñëè n

  
,

.
 

В силу теоремы 2  ,nG G n Z   – ограниченная последовательность. Посколь-

ку  и  корни характеристического уравнения (11), то члены последовательности 1z 2z G  

будут удовлетворять всем уравнениям системы (14), кроме уравнения с номером 0n  . 
Константу  определим так, чтобы удовлетворялось уравнение с номером , т.е.  c 0n 

    1
1 23 4 3c h z h h z          1   1

0.5c w h, 
 . 

Таким образом, для  получим 1 \C J

  
 

 

1

3
, 0

2
0,5

3
, 0

2

n

n n

h
если n

h w h
G w h

h
если n

h w h


 




 





  ,

.

     
  
    

   (15) 

 Для операторно-разностного уравнения (10) функция  ,nG G n h  играет та-

кую же самую роль, как и функция Грина  G t  для уравнения (1). 

 Следующая теорема дает представление оператора  1 , ,L A h  , аналогичное (3). 
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Теорема 3. Если нормальный в H  оператор A  удовлетворяет условию (2), то 
оператор 1 1 , , L L A h    осуществляет непрерывное отображение  в себя. 

Его действие на 

 ,l Z H 
n

n
n Z

b b 


  задается выражением  

 n
n k k

n Z k Z

a G b 
 

 
 

 
   ,  

а его норма допускает оценку 

 1L Ch 1  .     (16) 

Доказательство 
Существование оператора 1L  следует из теоремы 1. Представление (15) являет-

ся следствием представления (14) ограниченного решения уравнения (13). Оценим 
норму оператора : 1L
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1 1

,, , ,
11

sup , , sup , ,
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n Hl Z H

n Hl Z Hb l Z H b Hn Z n Z L H
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L L A h b G n Ah b G n Ah






 

  


     . 

 Отсюда, учитывая, что A  – нормальный оператор, получим 
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1 1
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2 6
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  (1 )


 

 , 

где         1
1 2 1 1

Re Re
sup , sup

d d
q z h z h z h z

 
  

 
  dh . 

Отсюда для малых значений  следует h

 
    

2 2 2
11

2

3 3 3 9
1

2 46 3 3 9

dh dh dh d h
L dh

dh dh

    
   

   
 . 

Теорема 3 доказана. 
Следующая теорема дает оценку приближения ограниченного решения уравне-

ния (1) методом сплайн-коллокации. 
Теорема 4. Если нормальный в  оператор H A  удовлетворяет условию (2) 

и вектор-функция  f t  принадлежит  H4 1
4, ,C R H , то ограниченное решение 

16a h L  f  определяет кубический сплайн  S t , приближающий ограниченное реше-

ние    1  y t   f t  с точностью  4O h . 

Доказательство 

Поскольку    ,f t y t  принадлежат    4 1 4 1
4, , , ,C R H H C R H H , то сплайн 

, интерполирующий решение  ,S y t   y t  в узлах сетки  h , приближает  с точ-

ностью . Поэтому для доказательства теоремы достаточно доказать, 

что 

 y t

 4O h

    S t O  4t h ,S yS t . 

Согласно [4, с. 232] разность    n ny t S t n    равномерно по  оценивается 

величиной  и сплайн  с учетом (6)–(8) соответствует решению уравнения (10) 

с правой частью 

n Z

 4O h  S t

6h . Тогда в соответствии с (16) норма 1hL6a    в  оце-

нивается величиной . Отсюда следует, что 

 ,l Z H

 4O h     1
4

,C R H
S O  h . Теорема 4 доказана. 
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Выводы 
 Предлагаемая модификация метода сплайн-коллокации адаптирована на случай 
приближения кубическими сплайнами ограниченных решений уравнения (1). При этом 
задача поиска ограниченных решений уравнения сводится к задаче поиска ограничен-
ных решений бесконечной системы разностных уравнений (10) с трехдиагональной 
матрицей. Учитывая, что эта матрица вообще говоря не имеет диагонального преобла-
дания, для изучения разрешимости этой системы получено явное представление (16). 
При достаточной гладкости вектор-функции  f t  относительно дифференцируемости 

по  и относительно оператора t A  (  4 1
4, ,f C R H H ) предлагаемый метод обеспечи-

вает максимально возможную по порядку точность  4O h  приближения кубическими 

сплайнами. Для достижения такой точности приближения решений краевых задач для 
уравнений второго порядка в [4] построены пятидиагональные системы разностных 
уравнений. 
 Аппроксимация ограниченных решений уравнения (1), рассмотренная в [2; 5; 6], 
сведена к поиску ограниченных решений трехдиагональной системы разностных уравне-

ний типа (10). При достаточной гладкости  f t  получаемая точность приближения  2O h  

отвечает точности приближения производной центральной разделенной разностью. 
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УДК 512.535 

Т.В. Волошина  

О ТОЧНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ 
ИНВЕРСНЫХ ПОЛУГРУПП 

 
В работе рассматриваются инверсные полугруппы, каждая убывающая цепочка идемпотентов 

которых обрывается. Для таких полугрупп доказано, что представление на множестве правых  -классов 
по замкнутой инверсной подполугруппе H  будет точным только в том случае, когда наименьший идем-
потент H  является примитивным для полугруппы . Доказано также, что инверсные полугруппы с ко-
нечным числом идемпотентов и единственным примитивным обладают точным транзитивным представ-
лением только в том случае, когда являются либо группами, либо группами с нулем. 

S

 
Введение 
Пусть  – инверсная полугруппа, а S   – обозначает естественный частичный 

порядок на ней: ba : . Замыканием  11   abaa baa 1 a1 H  множества 

 называется множество SH  H := hHSh   : . Если HH  , то H  назы-
вают замкнутым. 

Подстановочным представлением на множестве X  инверсной полугруппы  
называется произвольный ее гомоморфизм в инверсную симметрическую полугруппу 

. Представление называется точным, если оно инъективно. Для каждой инверс-
ной полугруппы Вагнер [1] и Престон [2] построили точное представление частичными 
подстановками множества ее элементов. Этот факт является аналогом теоремы Кэли.  

S

)(XIS

Пусть )(: ii XISS  ,  – семейство представлений полугруппы  и множе-

ства  попарно не пересекаются. Прямой сумой представлений 

Ii S

iX i  называется пред-

ставление )(: XISS  , где , и )
I

iX
i

X  (|)( ss iXi
   для каждого . Два пред-

ставления 

Ii

)(XISS :  и )(YIS: S   называются эквивалентными, если существует 
такое взаимно однозначное отображение   множества X  на Y , что для Xxx ,  

и  равенство  выполняется в том и только в том случае, ко-

гда   . Представление )

S

)(x
s   xx s 

)(x s (XIS: S   инверсной полугруппы  называют 

транзитивным, если для каждой пары элементов 

S

Xxx 21,  существует такая частич-

ная подстановка )(Sh   множества X , что 2x1)(xh  , и эффективным, ес-

ли . Xxdom
S


)(x

Естественно, сначала ограничимся рассмотрением только транзитивных пред-
ставлений, так как каждое эффективное представление является прямой суммой тран-
зитивных [3]. В 1962 году Шайном [4] было доказано, что каждое эффективное транзи-
тивное представление инверсной полугруппы  эквивалентно представлению, постро-
енному следующим образом. Для замкнутой инверсной подполугруппы 

S
H  инверсной 

полугруппы  рассмотрим частичную правую конгруэнцию 
 на множестве . Классами эквивалентности этого отно-

шения являются множества 

S
| st }),{(: 1 HSStsH   S

)(Hs , где , в частности, Hss 1 H  – единственный H -
класс, содержащий идемпотенты. Очевидно, )(Hss  [5]. На множестве X  классов 

эквивалентности конгруэнции H  действие )(SH  определяется правилом: для Xx  
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и  . Классы эквивалентности конгруэнции Ss  )()( xsx sH  H  на  будем называть 
правыми 

S
 -классами по замкнутой инверсной подполугруппе H . Эти множества явля-

ются обобщением понятия правых смежных классов группы по подгруппе для случая 
инверсной полугруппы. Представление )(: XISSH   будем называть представлени-
ем полугруппы  на правых S  -классах по замкнутой инверсной подполугруппе H . Об-
ласть определения конгруэнции H  будем обозначать 

   xs

S

XxSsHsss  :

S

NM 

S

0\

DH : 1

N

. 

 
Постановка задачи 
Описание всех точных представлений для произвольной инверсной полугруп-

пы – еще нерешенная задача. Представление Вагнера–Престона в общем случае не-
транзитивно. С другой стороны, каждое транзитивное представление инверсной полу-
группы с точностью до эквивалентности определяется некоторой замкнутой инверсной 
подполугруппой. В нашей работе рассматриваются необходимые условия, которые 
должна удовлетворять замкнутая инверсная подполугруппа, чтобы соответствующее 
представление было точным. Изучение точных транзитивных представлений инверс-
ных полугрупп является важным этапом исследования таких полугрупп а также 
их представлений. 

Вспомогательные результаты 
Если полугруппа содержит 0, то он является неподвижной точкой представления 

Вагнера–Престона для всех элементов полугруппы. Поэтому в этом случае можно перей-
ти к индуцированному представлению полугруппы  частичными подстановками мно-
жества , которое остается точным. Пусть инверсная полугруппа точно действует 

на множестве . Для  обозначим  Ms 

S

M s

e

SM 

Se
f

S . Для  через  

и  обозначим соответственно область определения и область значений  как час-
тичной подстановки. Множество идемпотентов полугруппы  обозначим через . 

S adom

)

a

aran a
(SE

Идемпотент  называют примитивным, если он ненулевой и такой, 
что для каждого ненулевого идемпотента  из f  следует ef  . Через  будем 

обозначать множество всех примитивных идемпотентов инверсной полугруппы 
minE

S . 
Если 1min E E

S
)(SEf

, то единственный элемент из  обозначим e . min min

Лемма 1. Пусть  – инверсная полугруппа, каждая убывающая цепочка идем-
потентов которой обрывается,   – ненулевой. Тогда существует такой 

, что )(min SEe fe . 

Доказательство. Если )(min SEf  , то утверждение леммы тривиально. 

Пусть min . Поскольку 0)(SEf  f

ff 1 )(min1 SEf 
f f

, существует такой ненулевой идемпотент 1 , 

что . Если , то лемма доказана. В противном случае для 1  суще-

ствует такой ненулевой идемпотент 2 , что 

f

0f

ff  12 . Так как каждая убывающая це-
почка идемпотентов  обрывается, на некотором шаге получим такой ненулевой 
идемпотент , что для каждого ненулевого идемпотента 

S

if )(SE  из if  следует 

if . Отсюда ) . При этом (min SE fifi fff  . Таким образом, fe fi : .  12

Следствие. Если  – инверсная полугруппа, каждая убывающая цепочка идем-
потентов которой обрывается, то 

S
)(min SE . 
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Лемма 2. Пусть  – инверсная полугруппа. Каждая убывающая цепочка идем-
потентов из  вида  обрывается тогда и только тогда, когда каждая 

замкнутая инверсная подполугруппа  содержит наименьший идемпотент. 

S

2 eS ......1  kee

S
Доказательство. Предположим, что существует H  – такая замкнутая инверсная 

подполугруппа , у которой отсутствует наименьший идемпотент. Тогда . Рас-
смотрим произвольный идемпотент 

S H0
He 0 . Для него найдется такой идемпотент 

, что либо , либо  и  – несравнимы. Обозначим . Посколь-

ку  и , . Для идемпотента  найдется такой идемпотент 
0ef 

e 1

0e

0 e

f

H

f 0e 0e

1f
01 : fee 

H 0 01 e 1e 1e , 

что либо , либо  и  – несравнимы. Обозначим 1e1 f 1f 1e 111: efe 2e  . Поскольку 

 и , . Повторяя процедуру бесконечное количество раз, 

можно построить бесконечную убывающую цепь идемпотентов в замкнутой инверсной 
подполугруппе 

He 2 H0 021  e0  ee

H , а следовательно, и в самой полугруппе . S
С другой стороны, если инверсная полугруппа  содержит бесконечную убы-

вающую цепочку идемпотентов , то в ней содержится замкнутая ин-

версная подполугруппа 

S
......21  keee

 ,...},...,, 2 kee{: 1eH   без наименьшего идемпотента. 

Лемма 3. Пусть инверсная полугруппа  точно действует на множестве  
и . Тогда 

S N


)(SEe

edomM


 M  – максимальное относительно включения подмножество , 

для которого равенство 

N

MM s   выполняется для всех Ss . 

Доказательство. Из  следует  для всех . По-

этому для каждого 


)(SEe

edomM


 edomM  )(SEe

Ss  dom .  Mssdoms   )( 1

Если 1)( SE , то инверсная полугруппа  является группой, и утверждение 

леммы очевидно. Пусть теперь 

S

1)( SE  и существуют такие  и Ss Mi , 

что . Тогда для Mjis )( j 
)(SEe

edomM


  найдется такой )(SEf  , что . 

Для элемента  выполняется  Тогда 

fdomj

Ssf  fssf ii ) fj( . )sf(domi , и M  не со-

держится в , что противоречит доказанному выше. Поэтому  для всех 

. Из того, что  и , получаем 

)(sfdom

S

MM s 

s MM s 
1

MM s
1

M
1

(MM ss 
1 ss 

) MM s   
для всех . Максимальность множества Ss M  вытекает из того, 

что для j 
)(SEe

edomM   существует такой )(SEf  , что fdomj . 

Лемма 4. Пусть H  – точное представление инверсной полугруппы  с нулем 0 
на множестве правых 

S
 -классов по некоторой замкнутой инверсной подполугруппе 

H , а  HssSsDH  1: – область определения главной частичной правой конгру-

энции H  на , соответствующей подполугруппе S H . Если  для всех 

, то .  

)())(( xHHs 

HDs 0x

Доказательство. Рассмотрим произвольный St  . Тогда для всех HDs  

. Из того, что  

для всех , и из точности представления H

 )()()( ))(())(( xttx HHH HsHs  

HDs
)()( )))((( xt HHHs  )( xH))((Hs 

  следует равенство xtx   для всех 
. Отсюда St  x  является правым нулем в . Поэтому S 0x . 
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Лемма 5. Пусть H  – представление инверсной полугруппы  на множестве 
правых 

S
 -классов по некоторой замкнутой инверсной подполугруппе H  и . 

Тогда элемент 

)(SEe
)(eH  действует на своей области определения тождественно.  

Доказательство. Для произвольного правого  -класса )(Hs  по теореме 7.10 

[5] элемент )(Hss  и  










  в,

 если,)(
)(

1
)( HHse

Hs eH


 

случае.противном

ses

Поскольку, по лемме 7.11 [5], каждый правый  -класс – замкнут, то из sse  
и )(Hsese  следует )(Hses . Поэтому  )()( HseHs  . 

Лемма 6. Если  – инверсная полугруппа с нулем и S H  – ее собственная замк-
нутая инверсная подполугруппа, то )0(H  – пустая подстановка. 

Доказательство. Если H0 , то из замкнутости H  следует SH  , 
так как s0 , для всех . Поскольку Ss H  – собственная подполугруппа , то S H0 . 

Для произвольного Ss  . Следовательно,  для всех правых H0ss0 1 )( HHs  )0(

 -классов. 

Основные результаты 
Теорема 1. Пусть  – инверсная полугруппа, каждая убывающая цепочка идем-

потентов которой обрывается, а H

S
  – ее точное представление на множестве правых 

 -классов по замкнутой инверсной подполугруппе H . Тогда наименьший идемпотент 
подполугруппы H  является примитивным для полугруппы . S

Доказательство. По лемме 2, H  содержит наименьший идемпотент . Ес-

ли , то из замкнутости 
He

0He H  следует равенство SH  , а соответствующее пред-

ставление H  – неточно. Поэтому 0He . Обозначим MdomeH  . 

По лемме 1, для  найдется такой 0He )(min SEe , что Hee . Очевидно, 

при этом . Из точности представления )(min SE H  и леммы 4 следует, что для 0e  

существует такой , что  и Ss Hss 1   )() eH(Hs . Тогда, по лемме 5, 

, откуда .   )(Hs H )()( Hse  Hses1

Поскольку  – наименьший идемпотент в He H , . По лем-

ме 3, 


)(HEe

H edomedomM




M  – максимальное относительно включения множество, для которого  

для всех 

MM 

H . Поэтому  и . domsdomssM  1 )()( 1 sedomsesdom M 

Рассмотрим . Для него  и 

. По теореме 7.10 [5], . Поэтому 

. Следовательно, . Поскольку 

 и , имеем . С другой 

стороны, . Поэтому  и 

 Отсюда вытекает . 

Поскольку , имеем равенство . Тогда из 

)(Hsses H 

M

 ()()(  HsHseH

ssdom  ))(( 1

11 )()   ss

sesss   11 (()(

HHH eessess   )()( 11

 )()(  HsHs

Hses  1)(
11 )()(   sesss

11 )()(   ssses

ss  1)(

Hee

ssdomdoms   ))(( 1

    
)()(

)(  HsHs
eH

))(( 1 sesdomM

( ses

sssss   11 )()()

)(min SEe

)

doms

s1))

s(

M

s )(

s1)

es1( .

e

e

  и  следу-

ет и выполняется .  

ses H

MHe(  ssss   11 )() sdom s ran 
Для  тогда . 11 )()(   ss edomsdomdom   1)(
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Из  получаем   edomsransdomsran 0 . Поскольку , . 

Предположим, что и пусть . Тогда, с одной стороны, 

)(min SEe 1e

sranM \  
 srani)( =

srani \M
s domedom  , а с другой – ))(i(s   ))(is  )(s

minEe

 ()( 1s

eH

 )( 1s


)(1 i . 

Следовательно, предположение ложно и , откуда  sransdom  . 
Теорема 2. Инверсная полугруппа  с конечным количеством идемпотентов 

и единственным примитивным идемпотентом имеет точное эффективное транзитивное 
представление, тогда и только тогда, когда  является группой или группой с нулем. 

S

S
Доказательство. Точным эффективным транзитивным представлением группы 

или группы с нулем будет представление Кэли, эквивалентное представлению на мно-
жестве правых смежных классов по единичной подгруппе.  

Пусть теперь  не является ни группой, ни группой с нулем. Предположим, 
что точное эффективное транзитивное представление этой полугруппы существует. То-
гда оно эквивалентно представлению 

S

H  полугруппы на множестве правых  -классов 
по некоторой замкнутой инверсной подполугруппе H , которое, очевидно, также точно. 
Тогда H  – собственная подполугруппа, откуда получаем, что H0 , иначе выполня-
лось бы равенство . Из конечности )  следует, что SH  (SE 




)(HE

He
e

He  – наимень-

ший идемпотент подполугруппы H . По теореме 1, )(SminEeH  . 
Рассмотрим произвольный правый  -класс )Hs(  по замкнутой инверсной 

подполугруппе H  и произвольный ненулевой идемпотент  полугруппы . 

Так как при этом  и , то 

f S

Hss 1 H0 0s . Поскольку 1)S(minE , то  HeSE )(min  

и, по лемме 1, feH . Рассмотрим идемпотент  и предположим, что . То-

гда . Поэтому 0 . Отсюда в свою очередь вытекает, 

что 0 . Поскольку 

1sfs 01sfs

011   sfssseH seH

)()( 111   sssesess HH

1 s

0s , идемпотент  также ненулевой. 

Из , по лемме 1, . Тогда 0 , что противоречит 

примитивности . Следовательно, , и, по лемме 1, из равенства  

получаем . Из замкнутости 

s

(minE

s 1

}{)(min HeSE  ss1

He sfs

Hesfs 1

H 
0

e
1

 )( 1 ss HeHe

}{) HeS 
H  следует . Поэтому  

и, по лемме 5, . Следовательно, все ненулевые идемпотенты полу-
группы  действуют на множестве правых 

Hsfs1 )( fH)(Hs 
 )()( )( HsHs fH 

S  -классов по H  тождественно. Поскольку 
 не является группой либо группой с нулем, то в ней найдется по крайней мере два 

разных ненулевых идемпотента  и , для которых 
S

1e e )2(eH)( 1e2 H  , что противоречит 

предположению о точности представления H . 
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In paper inverse semigroups, in which every decreasing idempotent chain is ending, are con-

sidered. For these semigroups is proved, that the representation on a set of the right  -classes on the 
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УДК 517.5 

Ю.Зайонц, Ю.И. Харкевич, Т.А. Степанюк  

АППРОКСИМАТИВНЫЕ СВОЙСТВА 
БИГАРМОНИЧЕСКИХ ИНТЕГРАЛОВ ПУАССОНА 
НА КЛАССАХ H  
 
В работе проведено исследование вопросов о приближении функций классов 

 : : ( ) ( ') ' , 'H C t t t t t t           , с помощью бигармонических интегралов Пуассона 

. Решена задача Колмогорова–Никольского для бигармонических интегралов Пуассона на клас-

сах 

( ; )B f x

H  в равномерной метрике. 

 
1. Решение бигармонического уравнения для единичного круга 
Пусть ( ; ; )U f x  – бигармоническая функция в круге радиуса  с центром в на-

чале координат, т.е. она является решением уравнения  
0r

 ( ; ; ) 0U f x   , (1) 

где  – оператор Лапласа в полярных координатах. 
Рассмотрим уравнение (1) с заданными граничными условиями 

0

0

( ; ; )
( ; ; ) ( ), ( ),

r
r

U f x
U f x f x g x













  (2) 

и будем искать бигармоническую функцию, удовлетворяющую при 0r   граничным 

условиям (2). Можно показать [1, c. 400], что искомую функцию можно представить 
в виде суммы 

 2 2
0 1 2( ; ; ) ( ; ) ( ; ),U f x r u x u x       (3) 

где 1( ; )u x  и 2 ( ; )u x  – гармонические функции. Из граничных условий находим: 

0
2 ( ; ) ( ).

r
u x f x





  

Отсюда видно, что функция 2 ( ; )u x  есть решением первой краевой задачи 

для уравнения Лапласа и может быть представлена с помощью интеграла Пуассона: 

 2 22
0

2 2 2
0 00

( )1
( ; ) .

2 2 cos(

r f t
u x d

r r t x

 


  




   )
t  (4) 

Из второго граничного условия получаем: 

0

2
0 12 ( ; ) ( )

r

u
r u x h x




 


 


.  

Нетрудно убедиться непосредственным дифференцированием, что функция  

2
0 1

0

2 ( ; )
u

r u x
r








 

удовлетворяет уравнению Лапласа и поэтому может быть выражена интегралом Пуас-
сона: 

 2 22
02

0 1 2 2
0 0 00

( )1
2 ( ; )

2 2 cos(

r g tu
r u x dt

r r r

 
   


 

    .
)t x

 (5) 
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Продифференцировав (4) по   и подставляя значение 2u





 в формулу (5), най-

дем 1( ; )u x . Заменяя в формуле (3) 1u ( ; )x  и 2 ( ; )u x  их выражениями, получим: 

 
 

2 2
22 2 0

0 22 2 2 2
0 0 00 0 0 0

( )( cos( ))1 1 ( )
( ; ; ) .

2 2 2 cos( ) 2 cos( )

f t r t xg t
U f x r dt dt

r r r t x r r t x

   
    

     
       
   (6) 

Если же рассмотреть случай единичного круга ( 0 1r  ) и следующие краевые ус-

ловия 

1
1

( ; ; )
( ; ; ) ( ), 0,

U f x
U f x f x










 


 (7) 

то, как следует из равенства (6), решением краевой задачи (1) и (7) будет величина  

 
 

22 2

22
0

1 1 cos
( ; ) : ( ) , 0 1,

2 2 cos 1

t
B f x f x t dt

t





  
  

 
  

 
   

которую принято называть бигармоническим интегралом Пуассона. 

Положив 
1

e 


 , бигармонический интеграл Пуассона запишем в виде 
1

2 2 22

22 1
0 0

1 1 cos 1
( ; ) 1 ( ) ( ) ( ) , 0,

2
2 cos 1

e t
B f x e f x t dt f x t K t dt

e e t

 


 

 


 




 

  
      

  
  

 

   (8) 

где 

1
22 2

22 1
1

1 1 cos 1
( ) : 1 1 1 cos

2 2 2
2 cos 1

k

k

e t k
K t e e e kt

e e t


  



 


  

 

    
                 

 

 – ядро би-

гармонического интеграла Пуассона. 
 
2. Постановка задачи и некоторые исторические сведения, касающиеся 

данного вопроса исследования 
Пусть  – пространство C 2 -периодических непрерывных функций, в котором 

норма задается при помощи равенства 
max ( ) .

C t
f f t  

Модулем непрерывности функции ( )f x  непрерывной на отрезке  [2, с. 12] 
называют функцию 

[ ; ]a b
( ) ( , )t f t  , определенную для [0; ]t b a   при помощи равенства: 

0 ' '' ,
', '' [ , ]

( ) ( , ) sup max ( ) ( ) sup ( ') ( '') .
a x b hh t x x t

x x a b

t f t f x h f x f x f x 
     



       

Пусть ( )t 
(

 – произвольный фиксированный модуль непрерывности. Гово-

рят, что функция )f x C  принадлежит к классу H , если ее модуль непрерывности 

( , )f t  удовлетворяет условию 
( , ) ( )f t t  , 

или каковы бы ни были точки 1 2,t t  , справедливо 

 1 2 1 2( ) ( ) .f t f t t t    
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Через  обозначают множество rW 2 -периодических функций, которые имеют 

абсолютно непрерывные производные до ( 1)r  -го порядка включительно и ( ) ( ) 1rf t  . 

Задачу об отыскании асимптотических равенств для величины 
( ; ) sup ( ) ( ; ) ,C C

f
B f x B f x 


 

N

N  

где  – заданный класс функций, будем называть, следуя А.И. Степанцу [2, с. 8], 
задачей Колмогорова–Никольского. 

CN

Если в явном виде найдена функция ( ) ( ; ; )g B   N , такая, что при    

( ; ) ( ) ( ( )),CH B o        

то говорят, что решена задача Колмогорова–Никольского для бигармонического инте-
грала Пуассона B  на классе  в метрике пространства . N C

Аппроксимативные свойства метода приближения бигармоническими интегра-
лами Пуассона на классах дифференцируемых функций исследовались многими уче-
ными. В 1963 году С. Каниев в работе [3] установил для величины  асимпто-

тическое равенство при 

1( ; )CW B
1    

1 2
( ; ) (1 ) , (1 )CW B o

  .


 
 

       (9) 

В 1968 году P. Pych [4] уточнила результаты С. Каниева, получив следующее 
асимптотическое равенство: 

1 22 1
( ; ) (1 ) (1 ) ln , 1

1CW B O   
 

 
.       

  (10) 

В 1976 году в работе Л.П. Фалалеева [5] было получено полное асимптотическое 
разложение для величины  по степеням (11( ; )CW B )  

1 22 1 1
( ; ) (1 ) (1 ) ln ln 2 (1 )

1 2CW B   
 
            

 2   

3

1
(1 ) ln (1 ) ,

1
k

k k
k

   






 
      
 k

  (11) 

где 
1

2 1
1

1 1 1 1 1 1
, ln 2

2 ( 2)( 1)2 ( 1)2

k

k k i k
ik k k i k k k

 


 


 
         

 .
k

 

В 1976 году в работе Л.П. Фалалеева и Т.И. Аманова [6] были получены полные 
асимптотические разложения для величин  и  , которые форму-

лируются одновременно как в терминах 

1( ; )CW B ( ; )CH B


1


 так и в терминах 1  , а именно при 

( 1 )     
2

1 1 2
2 2 2 2

1

( )1 1
( ; ) 1 ( 1) 2k

C k k k
k

t dt
W B k

t






 







1


          
   

   

2
12 2

2 2 2
1

( ) ( )2 1 1 1 1
ln ln ( 1) ,

2
k

k k k
k

t dt t dt

t k t
 

 

  
    

 





              
    

  2 2


 (12) 
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 22 2
2

1 2 2
0

1 1 1 2 1 1 1
( ; ) ( 1)

cos
2

k
k

C k
k

t dt
H B

t


 

  


  
       



 


                      
    

 

 22
2

2 1 2 1 2 2
0

1 1 1 1
( 1) 2 ,

(2 1 ) (2 1 )

k
k

k k k
k

t
k d

k k




 




     



    


t
t

                 
   (13) 

где  
2

t


 – четное 2 -периодическое продолжение функции ( ) , 0 ,f t t t     

на всю числовую ось. 
Так же следует отметить ряд работ Ю.И. Харкевича, К.Н. Жигалло, 

Т.В. Жигалло и И.В. Кальчук [7–12], которые изучали аппроксимативные свойства би-
гармонического интеграла Пуассона на разных классах дифференцируемых функций. 

Как следствие, из соотношений (9)–(13) вытекает справедливость асимптотиче-
ских равенств: 

1 22 1
( ; ) (1 ) (1 ) ln , 1

1CW B O   
 

 
,       

  (14) 

 1 2 22 2 1
( ; ) (1 ) (1 ) ln (1 ) , 1

1CW B O    
  

       


 .  (15) 

Аналогично из полного асимптотического разложения (13) вытекает асимптоти-
ческое равенство: 

1 2

1 1 1 1
( ; ) ,

cos cos
2 2

CH B O
  

     

   .    
 

   (16) 

В тоже время аппроксимативные свойства бигармонических интегралов Пуассо-
на на классах H  не были исследованы. Поэтому возник вопрос об отыскании асим-

птотических равенств для точных верхних граней отклонения функций из классов H  

от их бигармонических интегралов Пуассона в равномерной метрике. 
Основной целью этой работы есть изучение асимптотического поведения величин 

( ; ) sup ( ) ( , ) ,C C
f H

H B f x B f x


   


  .  

Имеет место следующая теорема. 
Теорема. Для произвольного фиксированного модуля непрерывности ( )t  в при-

нятых выше обозначениях справедливо равенство 
22

1

21 2
0

1
1 cos

( ; ) ( ) , 0

1 2 cos

C

e
e t

H B t dt

e t e


 

 

 

 





 

 
 

  
 
  

 

 .  (17) 

До к а з а т е л ь с т в о .  
Рядом с функцией ( )f t  рассмотрим функцию 1( ) : ( )f t f t x  . Тогда 

1 1(0) ( ,0) ( ) ( , )f B f f x B f    x .  

Так как функции ( )f t  и 1( )f t  одновременно принадлежат классу H , то делаем 

выводы, что 
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( ; ) sup (0) ( ,0)C
f H

H B f B f


  


  .  

Для каждой функции ( )f x  с класса H  построим функцию 2 ( ) : ( ) (0)f x f x f  . 

Очевидно, что функция 2 ( )f x принадлежит к классу H , причем . Отсюда 2f (0) 0

2( ;0) ( ;0) (0),B f B f f    

т.е. 

(0) 0

1
( ; ) sup ( ) ( )C

f H
f

H B f t K t dt




  
 

  .  

Учитывая четность ядра ( ) , нам достаточно ограничиться только случаем 

четных функций 

K t

( )f x . Это значит, что  

0

2
( ; ) sup ( ) ( )C

f H
H B f t K t dt



  
  ,  (18) 

где  – множество четных функций H f H , таких что (0) 0f  . Какой бы ни была 

функция f H  

0 0

2
( ) ( ) ( ) ( ) .f t K t dt t K t dt

 

 


    (19) 

С другой стороны, так как , то для функции ( ) 0K t  0 ( )f t H , 

 0 ( ) , ,f t t t    

будем иметь 

0

0 0

2 2
( ) ( ) ( ) ( ) .f t K t dt t K t dt

 

 
 

    (20) 

Итак, согласно (18)–(20), получаем (17). 
Теорема доказана. 
Следствие 1. Если в равенстве (17) положить ( )t t  , то при    получим 

асимптотическое равенство 

1
2

2 1 2 1 1
( ; ) lnCW B O 

    
     
 


2

.  (21) 

До к а з а т е л ь с т в о .  
Чтобы показать справедливость следствия 1, запишем сначала бигармонический 

интеграл Пуассона в виде известного сингулярного интеграла. Для этого ядро бигармо-
нического интеграла Пуассона представим в виде 

2

1 1

1 1
( ) 1 1 cos (0) ( ),

2 2 2

k

k k

k
K t e e kt k 

  
  

 

  
          

    

где 
2

( ) : 1 1 cos .
2

kk
k e e 


   

       
kt  

Применяя формулу суммирования Пуассона [13, c.72], получим, что 

1

1
( ) 2 (0) (2 ) ,

2 k

K t k  




     
 

  (22) 

где ( )  – косинус преобразование Фурье функций ( )u u , т.е. 

 



МАТЭМАТЫКА 61

2

0 0

2 2
( ) ( ) cos 1 1 cos cos
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u z zudz e e zt zudz 
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z zz z
e e z u t dz e e z u t dz V V   
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1 1 1
1 1 cos ( ) cos ( ) cos ( ) .
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Дважды интегрируя по частям, получаем, что 

20
2

1 1
cos ( ) .

1
( )

z

e z u t dz
u t









 
 

  

Аналогично, дважды проинтегрировав по частям, можно убедиться в справедли-
вости равенства: 

2

20 0
2

1
1 1 2 1 1 1

cos ( ) cos ( )
1

( )

z z

ze z u t dz ze z u t dz
u t u t u t u tu t

 
 



 
 

 
               
 

  . 

Отсюда имеем, что 
2 2 2

2

2
0 2

2

1
( )1 1

cos ( ) .
2 2 1

( )

z u te e
ze z u t dz

u t

 
 



 


  
 

   
 

  

Итак, получаем, что 

2 2
2

1 2
2 2

2 2

1 1
( )1 1

.
12 2 1( ) ( )

u te
V

u t u t

 


 


 
    
       

  

 

Аналогично, 

2 2
2

2 2
2 2

2 2

1 1
( )1 1

.
12 2 1( ) ( )

u te
V

u t u t

 


 


 
    
       

  

 

Тогда 

2 2 2
2 2

2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
( ) ( )1 1

( ) .
1 1 22 1 1( ) ( ) ( ) ( )

u t u te
u

u t u t u t u t




   


   


  
                               





 (23) 

Подставив соотношение (23) в (22), имеем, что 
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2 2
2

2
2 212

2 22

1 1 1 1
1

( )
1 12 1 (2 ) (2 )k

te
K t

t k tt




   

 
 






 
   

       


2

2

1
k t




 

2 2 2
2 2

2 2
2 2

2 2

1 1
(2 ) (2 )1

.
2 1 1

(2 ) (2 )

k t k te

k t k t

  
 

 
 


 
                         

 

Итак, 

2 2
2

2
2 2

2 2

1 1
(2 )1 1

( ; ) ( )
1 2 1(2 ) (2 )

k

k te
B f x f x t dt

k t k t

 





 

   






 
     
       

  

 

 
2 2

2

22
2 2

2 2

1 1
1 1

( ) .
1 2 1

te
f x t dt

t t




 


 





 
    
     

  

  

Учитывая последнее равенство, убеждаемся в справедливости следствия 1. Дей-
ствительно,  

22

1

1
21 2

0 0

1
1 cos 2

( ; ) ( )

1 2 cos

C

e
e t

W B t dt tK t dt

e t e


 

 

 
 





 

 
 

  
 
  

 

    

 
2 22 2

22 2

2 22
2 20 02 2

2 22 2

1 1 1 1
2 1 2 1

1 12 21 1

t te e
t dt t

t tt t

 


   

 
  

 

   
           
              

      

  dt   

 
2 2

2

1 222
22 2

2 2

1 1
2 1

.
1 2 1

te
t d

t t






 


 



 
   
     

  

 t I I 

1

 

Найдем значения интеграла I : 

2
2 2

1 2
2 20 2

2 22

1 2
2 1 1

1 12 1

e
I t d

t tt

  


 


  
                 

 t . 

Так как  
2

2 2

20
2

1
ln 4 1

1 2

t
dt

t



 



 


 ,          
2

22 2
0 2

2

2 1
1

4 11

t
dt

t



 


2
  

  
 

 , 
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и учитывая, то что 
2

2

2 2 1
1 e O

3  
     

 

 , находим 

 
2 2

2 2 2 2
1 2 2 2 2

1 1 1 2 1 1 1 1 1
ln 4 1 1 ln 4

2 2 4 1

e e
I

 

   
       

  
                   

 

 


2 2 2

2 1 1 2 1 2 1 1
ln .O O

       
          
   

 

Так как 
2

2

2 2
1 e 

 


    и 2( ) 2t   , то 

 
2 2

2 22 2 2 2 2 42
22 22

2 2

1 2
2 1 1 2 1 1 1 1 2 1

2 .
1 1

I t dt dt O
t tt t


 

  
2

1

        
 

 

 
                             

  

  



Отсюда получаем утверждение следствия 1. 

Так как 
1

(1 )


 , когда , 1 ,     то можно сделать вывод, что следст-

вия из результатов С. Каниева, P. Pych, Л.П. Фалалеева (15) и (16) эквивалентные (21). 
Следствие 2. Если в равенстве (17) положить  

то при 
( ) , 0 1,t t   

   получим асимптотическое равенство 

1

1 1 1 1
( ; )

cos cos
2 2

CH B O
  

 
   

      
 


2

.


 (22) 

До к а з а т е л ь с т в о .  
Действительно,  

1
22

21 2
0 0

1 1 cos 2
( ; ) 1 ( )

1 2 cos

C

e t
H B e t dt t K t dt

e t e

 
 

 

 
 




 

      
  
  

 

    

 
2 22 2

22 2

2 22 2 20 02 2
2 22 2

1 1 1 1
2 1 2 1

1 12 21 1

t te e
t dt t

t tt t

 
 


   

 
  

 

   
           
              

      

  dt   

 
2 2

2

3 422 22 2
2 2

1 1
2 1

.
1 2 1

te
t d

t t







 


 



 
   
     

  

 t I I   

Найдем значения интегралов 3I  и 4I .  
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2
2 2

3 2
2 20 2

2 22

1 2
2 1 1

1 12 1

e
I t d

t tt

 
  


 


  
                 

 t . 

Учитывая формулы (3.241.2) и (3.241.5) из [14], имеем, что 

 
2 1

1 1
2 2 2

20 0 2 2
2

1 ,
1 (1 )1 1 1 22sin cos

2 2
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t t tt
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3 3
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0 0 0 22
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3 3

22
2

(1 ) 1 (1 ) 1
(1)

4 41cos cos
2 2

t
dt O
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  , 

и учитывая то, что 
2

2

2 2 1
1 e O

3  
     

 

 , находим 

 
2 2

1 3
3 2

2 1 1 1 1 2 (1 ) 1
1 (

2 2 2 4cos cos
2 2

e e
I O

 
       

 

 

                           

1)O








 

1 2 1 2
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

cos cos cos cos cos
2 2 2 2 2

O O  
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2

2

4 22 2 22 2
2 22

1 2
2 1 1

1 12 1

e
I t d

t tt







 


 



  
                 

 t   

2 2 2 4 2
2

2 1 1 1 1 2 1 1 1
2 .dt O

t t t


2     

                 
 




 

Следствие 2 доказано. 
Следует отметить, что равенство (22) совпадает со следствием из результата 

Л.П. Фалалеева и Т.И. Аманова (16). 
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. We solved the problem of Kolmogoroff-Nikolsky for biharmonic Poisson’s integrals on the 
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H  in the uniform metric. 
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УДК 517.546 

Д. Кирьяцкис 

О ЛИНЕЙНОМ ОДНОРОДНОМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ 
И СИСТЕМЕ ЧЕБЫШЕВА 
 
В данной работе изучаются свойства однородного линейного дифференциального уравнения 

-го порядка, фундаментальная система решений которого является системой Чебышева. В связи с этим 
рассматривается класс аналитических в круге функций, каждая из которых имеет  нулей в этом круге. 
Устанавливаются для функций этого класса оценки модулей производных. Используется аппарат разде-
ленных разностей. Приводятся также некоторые свойства систем Чебышева и примеры дифференциаль-
ных уравнений чебышевского типа. 

n
n

 
1. Система вещественных функций    tutu n,...,1 , определенных на отрезке  ba, , 

называется системой Чебышева порядка  на n  ba, , если для любых действительных 

значений  (случай ncc ,...,1 0...1  ncc

 t
 исключается) каждый обобщенный много-

член   uctP nn tuc  11 ...  имеет на  ba,  не более 1n  попарно различных корней.  

 Системы Чебышева встречаются во многих областях математического анализа, 
например, в теории аппроксимации, в теории интерполяции, в задачах, связанных с ос-
цилляционными решениями обыкновенных дифференциальных уравнений. С различ-
ными интересными свойствами систем Чебышева можно познакомиться в [1]. Что ка-
сается различных приложений, то заслуживает внимания [2]. 

Вместе с тем теория чебышевских систем, определяемых в различных классах 
функций комплексного переменного, развивается пока не очень быстрыми темпами. 
Здесь можно упомянуть о классических результатах А. Хаара, Л. Тоннелли, В. Виден-
ского, Е. Ремеза о наилучших приближениях на заданных множествах в комплексной 
плоскости [3].  

Дадим определение системы Чебышева для аналитических в области D  функ-
ций. Система аналитических и линейно независимых в области  функций D

   zyzy n,...,1                                                         (1) 

называется системой Чебышева (чебышевской системой) в области , если для любых 
комплексных чисел , не равных одновременно нулю, любая функция вида 

(обобщенный многочлен) 

D

nccc ,...,, 10

     zyczyczy nn ...11                                             (2) 

имеет в области  не более  попарно различных корней. Очевидно, что система 
функций (1) есть система Чебышева в области , если для любых комплексных чисел 

, не равных одновременно нулю, уравнение 

D 1n
D

nccc ,...,, 10

    0...11  zyczyc nn  

имеет в области  не более  попарно различных корней. D 1n
Примером системы Чебышева в любой области комплексной плоскости является 

система, состоящая из функций , где  – любое натуральное число. Другим 
примером системы Чебышева в области , имеющая многочисленные применения 
в различных областях математики, является система функций 

nzz,...,,1 n
D

  11 zy ,    zfzy 2 , 
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где  – однолистная в области  функция. Приведем несколько элементарных 
свойств систем Чебышева, часть из которых мы используем в дальнейшем. 

 zf D

Свойство 1. Функции (1), образующие систему Чебышева в области , не мо-
гут иметь общего корня в области  [1].  

D
D

Свойство 2. Если    DAzy   и   0zy  в области , причем функции (1) об-

разуют систему Чебышева в области , то функции 

D

           zyzyzyzyyzy n,...,21 z ,  D

также образуют систему Чебышева в области . D
Свойство 3. Пусть функции (1) образуют систему Чебышева в области  

и функция  взаимно однозначно отображает область  на область . Тогда 

функции 

0D

   DAzy 
  

D 0D

    zyyzy n,...,  yyzy , 21  также образуют систему Чебышева в области . D

Свойство 4 в некотором смысле дополняет определение системы Чебышева. 
Свойство 4. Если система функций (1) есть система Чебышева в области , 

то любой обобщенный многочлен вида (2) имеет не более 
D

1n  корней в области , 
считая кратность каждого корня. Кроме того, существует обобщенный многочлен вида 
(2), имеющий ровно  корней в области , считая кратность каждого корня [4]. 
С другими свойствами систем Чебышева можно познакомиться в [5], [6]. 

D

1n D

 
2. Пусть дано линейное однородное дифференциальное уравнение 

                    0... 1
1

1
1  

 zyzgzyzgzyzgzy nn
nn ,                       (3) 

где  – аналитические в области  функции. Функции, удовлетворяющие 

уравнению (3), ищем также среди аналитических в области  функций. Хорошо из-
вестно, что если  – линейно независимые в области  частные решения 

уравнения (3), то любая функция, представимая в виде линейной комбинации функций 
, удовлетворяет уравнению (3). В этом случае говорят, что система функ-

ции  образует фундаментальную систему решений линейного однородно-

го дифференциального уравнения (3), а общее решение имеет следующий вид:  

 zg1

  yn,...,

 zy1

 zgn,...,

 zz

 zyn,...,

D

D
   zyzy n,...,1 D

y1

     zyczzy nnyc  ...1 , 1

где  – произвольные комплексные числа. Функцию тождественно равную нулю 

в области  назовем нулевой функцией. Очевидно, нулевая функция всегда удовле-
творяет уравнению (3). 

ncc ,...,1

D

Уравнение (3) назовем дифференциальным уравнением чебышевского типа 
в области , если любая фундаментальная система решений этого уравнения является 
системой Чебышева в области . Другими словами, любая ненулевая функция, удов-
летворяющая уравнению (3) имеет в области  не более 

D
D

D 1n  корней, считая кратность 
каждого корня. 

 
3. Рассмотрим некоторые простейшие линейные однородные дифференциальные 

уравнения и выясним, являются ли они уравнениями чебышевского типа.  

Пример 1. Уравнение    0

1
nz

zy n

D
 является дифференциальным уравнением че-

бышевского типа в любой области . 
В самом деле, все функции, удовлетворяющие этому уравнению, содержатся в 

формуле , где – произвольные постоянные. 

Очевидно, любая ненулевая функция указанного вида имеет в области  не более 
 корней. 

  1
10 ... 

 nczcczy ncc ,...,0

D
1n
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Пример 2. Уравнение     0'  zyzy
D

z

 является дифференциальным уравнени-

ем чебышевского типа в любой области . Действительно, общее решение этого урав-

нения имеет вид: .   eczy  1

Очевидно, любая ненулевая функция указанного вида не имеет в области  корней. D
Пример 3. Уравнение               0... 1111   zyzyCzyCzy n

n
n

n
n , 

где – биномиальные коэффициенты, будет дифференциальным уравнением 

чебышевского типа в любой ограниченной области . 

11 ,..., n
nn CC

D
Докажем это утверждение. Составим характеристическое уравнение 

01... 111    n
n

n
n

n CC  

или . Отсюда   01  n 1...1  n . Значит, общее решение имеет вид: 

   1
21 ...   n

n
z zczccezy . 

Отсюда видно, что любая ненулевая функция имеет в области  не более  корней. D 1n
Пример 4. Пусть . Уравнение 2n      0232 223211   nnnnn yiyy  

 
не является чебышевского типа в круге 1z .  

Докажем это утверждение. Составим характеристическое уравнение 

0232 223211   nnnnn i  , 

корни которого , , а остальные равны нулю. Возьмем функ-

цию . Эта функция удовлетворяет нашему дифференциальному урав-

нению. Если , то 

in  2
1 2 

ze 2
k

k 2/1

in  1
2 2 

  zezy 1

z 1kz  и   0kzy , nk ,...,1 . Это говорит о том, 

что данное дифференциальное уравнение не является дифференциальным уравнением 
чебышевского типа в круге 1z .  

Пример 5. Уравнение     0'''  zyzy  будет чебышевского типа в круге 1z  

и не будет чебышевского типа в круге 7z . В самом деле, любая функция, удовле-

творяющая данному уравнению, представима формулой   zecczy  21 . При любых 

значениях 21 , кроме 1 , 2  такая функция имеет не более одного корня в кру-

ге 

,cc 0c 0c

1z  и может иметь два корня в круге 7z . 

Примеры показывают, что линейно однородное дифференциальное уравнение n  
может быть как чебышевского типа, так и нечебышевского типа. Это зависит от пове-
дения его коэффициентов , а также от размеров и вида области . naa ,...,1 D

 
4. В теории интерполяции известно следующее утверждение. 
Если дифференцируемая  раз функция n  tx  имеет  нулей  на отрезке 

, то справедливы неравенства 

n naa ,...,1

 ba,       nk ab
kn

tx 


 
!

1
t k , a b ,  1,...,1,0 k n , 

где   tx n

bta 

Доказательство это теоремы довольно сложное и основано на следующем 
представлении функции :  

 max

й 

. 

 tx
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Приведенное утверждение используется обычно для оценки остаточного члена 
интерполяционной формулы Лагранжа и его производных, например, в работах [7; 8]. 
Представление (4) применялось также в комплексной плоскости для голоморфных в кру-
ге функций в работах [9; 10] при изучении свойств производной Шварца и систем Чебы-
шева. Ниже мы сформулируем и докажем более общую интерполяционную теорему, в 
которой существенную роль играют разделенные разности различных порядков [11; 12]. 

Определим разделенную разность – го порядка аналитической в области  
функции  для попарно различных точек 

n D
 zf Dzzz n ,...,, 10  рекуррентной формулой  
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Для попарно различных  имеет место также формула: nzzz ,...,, 10
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Разделенную разность -го порядка аналитической в области  функции 

 можно определить с помощью контурного интеграла следующим образом: 
1n D

 zF

    
    

 


n
n zzz

df

i
zzzzf




 ...2

1
,...,,;

10
10 ,                                 (6) 

где  – простой замкнутый контур, лежащий в области  и охватывающий все точки 
. В формуле (6) среди точек  могут быть и совпадающие между 

собой точки. Если 


z,...,

D
Dz n 0 nzzz ,...,, 10

 nzzz ...10 , то 
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Пусть  – выпуклая область. Тогда разделенную разность – го порядка ана-
литической в области G  функции 

D n
 zf  можно представить в следующем виде: 
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где  и Dzzz n ,...,, 10

    Dzztzztz nnn  10110 ... , 

1121 0,...,0,10  nn ttttt
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В частности, если , то    1zf n

   
1

0 0 0

1

1 1
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1
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n n
dtdt

n

.                                                           (8) 

В формуле (6) среди точек  могут быть и совпадающие между собой точки. nzzz ,...,, 10
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Теорема 1. Пусть аналитическая в области D  функция  имеет  нулей 

, которые все расположены в некоторой ограниченной области . Пусть 

также  

 zf n

naa ,...,1 DG 

   zfM n

Qz
n


 max , где G – замыкание области . G

Тогда для модуля k - ой производной функции  
      zaazfzzzz nm ,,...,;... 11   

справедливо неравенство: 

          
!

,,...,;... 11 n

MA
Rzzaazfazaz n

k
mknk

nm

 ,   Gz ,                 (9) 

где  – диаметр замкнутой области d2 G  и  

 !
!

km

m
Ak

m 
 ,  nmk 0  и 0m . 

Доказательство. Так как функция  zf  имеет  нулей в замкнутой области n G , 

то ее можно представить в виде        zazzf az n  ...1 , где  z  – аналитическая 

в области D  функция. Пользуясь формулами (7) и (8), получим 

  
!

,,...,; 1 n

M
zaazf n

n  ,  Gz .                                         (10) 

Для удобства дальнейших рассуждений возьмем в плоскости  прямоуголь-
ную трапецию с вершинами в точках 

uOv
 0;1A ,  0;nB ,  nnC ; ,  1;1D . Далее рассматрива-

ем внутри трапеции  и на ее границе множество ABCD   km;  точек с целыми неотри-
цательными координатами. Для фиксированного  легко убедиться в существовании 
взаимно однозначного соответствия между множеством точек 

n
 km,  и множеством не-

равенств (9). Нам надо доказать, что для каждой точки  km,  трапеции  имеет 

место неравенство (9). Так как для любого 

ABCD

Gz  справедливо неравенство 

     mm Rzazaz  ...1 , где nm 1 , 

то из (10) легко следует неравенство 
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dzzaazfazaz nmm

nm  ,  Gz , .        (11) nm 1

Это значит, что для всех точек  0;m , nm ,...,1 , лежащих на стороне AB  трапе-
ции , имеет место неравенство (9).  ABCD

Для точки  неравенство (9) справедливо. Действительно,  nn; 
        zfzaazfazaz nn  ,,...,;... 11  

и поэтому  
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n
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Для точек ,  mm; 1,...,1  nm , неравенство (9) справедливо. В самом деле,  
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    (13) 

для любого Gz . Из (11), (12), (13) следует, что неравенство (9) справедливо для всех 
точек, лежащих на сторонах AB , AD ,  трапеции . Теперь мы докажем спра-
ведливость неравенства (9) для всех точек, лежащих внутри трапеции , а также 

DC ABCD
ABCD
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для всех точек, расположенных на стороне . Будем пользоваться индукцией. 
Для точек, лежащих на стороне 

BC
AD , неравенство (9), как уже известно, справедливо. 

Пусть неравенство (9) имеет место для всех точек трапеции AEFD , где сторона EF  
состоит из точек  , kkm; m,,...,1,0 m 1

  

. Докажем тогда, что 

      
!

1
1 n

MA
dzaz n

k
mknk  ,;1 zzf nm ,...,1 aa... az  , Gz                  (14) 

справедливо для всех точек ,  m k;1 1,,...,1,0  mmk

AEFD

, расположенных на стороне 

 трапеции , содержащей трапецию . 11FE DFAE 11

Как уже известно, для крайних точек  0;11 mE  и  1;11  mmF  стороны  
неравенство (13) справедливо. Докажем справедливость неравенства (14) для остальных 
точек стороны E Возьмем на стороне 11FE извольным образом внутреннюю точку 

 m ;1 k  жем справедливость неравенства (14) для этой точки. 
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Действительно, имеем 
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Здесь  – биномиальные коэффициенты. Нетрудно убедиться в том, что p
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Далее обозначим для удобства 13221 ,...,,   ma


mkkmk ababb . Тогда получим  
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p
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Так как точка  принадлежит трапеции  p;k AEFD , то 
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Таким образом, для любого  из области G  имеем z
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Докажем комбинаторное равенство: 
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Действительно, так как kkmm zz 11
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Полагая в (17) 1z , получим (16). Пользуясь (15) и (16), получим (14). 
Мы доказали справедливость неравенства (9) для произвольно фиксированной 

точки , взятой на стороне 11  трапеции . Но тогда мы доказали спра-

ведливость неравенства (9) для любой точки, взятой на стороне 11  трапеции 1 . 
Продолжая указанный процесс, убедимся в справедливости неравенства (9) для любой 
точки трапеции .  

 km ;1  FE DFAE 11

FE DF1AE

ABCD
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Следствие 1. Пусть  голоморфная в области D  функция имеет  нулей 

, которые все расположены в ограниченной области . Пусть 

 zf n

naa ,...,1 DG G  – замы-

кание области G  и  – диаметр замыкания d2 G . Пусть также 
   zfM n

Gz
n


 max . 

Тогда для любого  из замыкания z G справедливо неравенство 
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В самом деле, пусть . Тогда легко видеть, что nm 
        zfzaazfazaz nn  ,,...,;... 11 . 

Применяя (8) для случая , получим: nm 
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M
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dzzf nknn

k
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,  nk 0 , Gz . 

Следующая теорема указывает на условия, которые являются достаточными 
для того, чтобы линейное дифференциальное уравнение было чебышевского типа. 
Эти условия касаются коэффициентов этого уравнения. 

Теорема 2. Пусть    zgzg n 10 ,...,   – аналитические в области  функции. Ес-

ли для любого  из ограниченной области  имеет место неравенство 
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z DG 
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где  – диаметр замыкания d2 G , то дифференциальное уравнение  
                    0... 0

1
1

1
1  
 zyzgzyzgzyzgzy n

n
n                                   (19) 

является дифференциальным уравнением чебышевского типа в области . Другими 
словами, при выполнении условия (18) фундаментальная система решений уравнения 
(19) является системой Чебышева в областиG . 

G

Доказательство. Предположим временно, что уравнение (19) не является диф-
ференциальным уравнением чебышевского типа в области . Тогда найдется аналити-
ческая в области  функция , которая удовлетворяет дифференциальному урав-
нению (19), т.е.  

G
G  zf

                    0... 0
1

1
1

1  
 zfzgzfzgzfzgzf n

n
n ,  Gz ,                  (20) 

и имеет по крайней мере  корней  в области G . Из (20) легко следует n naa ,...,1

неравенство 
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Ясно, что существует область  такая, что GQ  Qaa n ,...,1  и GQ  . Обозначим 
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 max . Применяя теорему 2 к правой части неравенства (21), получим  

       
 












1

0

1

!

n

k

kn

kn
n

kn

dz
zgMzf .    Qz ,                                            (22) 

где  – диаметр области . Далее, существует такая точка 12d Q Q , что     n
n Mf  . 

Значит, из (22) следует неравенство 
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Но точка  . принадлежит области . Мы получили противоречие с условием (18). 
Из этого противоречия вытекает, что уравнение (19) является дифференциальным 
уравнением чебышевского типа в области . 

G

G
Применим теорему 2 для дифференциальных уравнений второго порядка. 
Следствие 2. Пусть ,  zg0  zg1  – аналитические в круге 1Rz   функции. Ес-

ли в круге 1RRz   выполняется неравенство 

   
R

zgzg
1

2 10  ,                                                       (23) 

то дифференциальное уравнение 
          0''' 01  zyzgzyzgzy                                              (24) 

будет уравнением чебышевского типа в круге Rz  . 

Замечание 1. Пусть ,  zy1  zy2  – линейно независимые частные решения диф-

ференциального уравнения (24) и коэффициенты  zg1 ,  zg0  удовлетворяют неравен-

ству (23). Тогда следствие 2 утверждает, что любая ненулевая функция 
 имеет в круге      zyczyczy 2211  Rz   не более одного корня. Но тогда функция 

   
  2

2

1 c
zy

zy
zf  будет однолистной функцией в круге Rz   с возможным простым 

полюсом в единственной точке. 
Рассмотрим некоторые частные случаи дифференциальных уравнений второго 

порядка. Опираясь на следствие 2, приходим к следующим утверждениям. 
Дифференциальные уравнения Эйри и Вебера [13] 

    0''  zyzzy ,     0'' 2  zyzzy  

будут чебышевского типа в круге 1z . Дифференциальное уравнение Матье [13] 

                                                    0cos''  zyzzy  

будет чебышевского типа в круге Rz  , где   2 RR eeR . 

В процессе доказательства теоремы 2 мы установили также следующее утверждение. 
Теорема 3. Пусть дано дифференциальное уравнение  
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где , , – аналитические в области D  функции. Пусть функция  zgk nk ,...,1  zf  

удовлетворяет дифференциальному уравнению (25) и имеет  корней , распо-

ложенных в некоторой ограниченной области , диаметр которой равен . То-
гда в области G  существует такая точка 
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 , для которой  

   
 












1

0 !
1

n

k

kn

k kn

d
g


                                                                   (26) 

 



Веснік Брэсцкага ўніверсітэта. Серыя 4. Фізіка.Матэматыка               № 1 / 2012 74 

В самом деле, из условия теоремы 3 следует, что дифференциальное уравнение 
(25) не является дифференциальным уравнением чебышевского типа. Тогда, рассмат-
ривая доказательство теоремы 2, приходим к справедливости неравенства (26). 

В следующей теореме рассматривается линейное однородное уравнение -го 
порядка с постоянными коэффициентами. 

n

Теорема 4. Пусть дано линейное однородное дифференциальное уравнение 
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n                                                     (27) 

с комплексными коэффициентами  Если  10 ,..., naa .
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то (27) будет дифференциальным уравнением чебышевского типа в круге Rz  . 

Действительно, для любого z  из круга Rz   имеем 
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и по теореме 3 приходим к справедливости нашего утверждения. 
Следствие 3. Если  

1

1
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Rk e

a ,   ,                                                                        (29) nk ,...,1

то дифференциальное уравнение (27) является уравнением чебышевского типа в круге 
Rz  .  

В самом деле, опираясь на условие (29), получим 
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и по теореме 4 убеждаемся в справедливости нашего утверждения.  
Замечание 2. В качестве области  возьмем единичный круг D 1z . Тогда след-

ствие 3 говорит о том, что уравнение вида (27) будет уравнением чебышевского типа, 
если коэффициенты по модулю не превышают числа . 7/1

Лемма 1. Для того чтобы уравнение           
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было чебышевского типа, необходимо и достаточно, чтобы определитель Хаара, об-
разованный из фундаментальной системы аналитических в области D  функций 

 , был отличен от нуля, т.е.    zyzy n,...,1

 nn zzyyH ,...,;,..., 11 =
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n

n

zyzy

zyzy

zyzy







1

221

111

0 , Dzz n  ,...,1 . 

В самом деле, составим систему  
    0...11  knnk zuczuc , nk ,...,1                                               (30) 

однородных линейных уравнений относительно , где  – фиксированные 

точки из области . Если функции 
ncc ,...,1 nzz ,...,1

D    zyzy n,...,1  образуют систему Чебышева в облас-

ти , то система (30) имеет только нулевое решение, т.е. D 01 ...  ncc , и тогда опре-
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делитель Хаара отличен от нуля. Если функции    zyzy n,...,1  не образуют систему Че-

бышева в области , то система (30) имеет ненулевое решение, т.е. D 0...1  ncc

D

, 

и тогда определитель Хаара равен нулю. 
Составим определитель из разделенных разностей аналитических в области  

функций  следующим образом:   yzy ,...,1  zn
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Назовем этот определитель разделено-разностным определителем. В случае сов-
падения всех точек , т.е. nz,...,z1  nzz ...1  он превращается в определитель  
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который отличается от определителя Вронского  nn zzy ,...,; 1yV ,...,1  множителем 

. Таким образом, определитель   1)!1!...(2!1 n   nz,...,n zyy ;,..., 01  можно рассматри-

вать как естественное обобщение определителя Вронского. Запишем определитель 
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Известно [14], что 
 nzzW ,...,1 =           122313121 ...... zzzzzzzzzzzz nnnn   .              (32) 

Перепишем формулу (5) для попарно различных точек Dzz n ,...,1  следующим образом: 
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Опираясь на формулу (32), легко установить для определителя Вандермонда также 
формулу 

       nnn zzzz '...'',..., 22111zW                                                         (34) 

Лемма 2. Справедлива формула 
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Действительно, пользуясь формулами (31), (32), получим 
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Пользуясь леммами 1 и 2, приходим к следующему утверждению. 
Теорема 5. Для того чтобы линейное однородное дифференциальное уравнение  

         



 

n

k

kn
kn

n zyzgzy
1

0  

было уравнением чебышевского типа в области D , необходимо и достаточно, что-
бы определитель   nn zzyy ,...,;,..., 01 

D

 фундаментальной системы функций 

 был отличен от нуля для любых попарно различных .    zyzy n,...,1 zz n ,...1

Назовем линейное однородное дифференциальное уравнение локально чебышевского 
типа в области , если для любой точки D z  из области  найдется окрестность этой 
точки, в которой фундаментальная система функций образует систему Чебышева. 

D

Теорема 6. Для того чтобы линейное однородное дифференциальное уравнение  
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0                                            (36) 

было локально чебышевского типа в области , необходимо и достаточно, что-
бы определитель Вронского 

D
  0;,...,1 zyyV n , Dz .  

Доказательство. Достаточность. Пусть   0;,...,1 zyyV n , Dz . Ясно, что 

  
 nn

zzz
zzyy
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,...,;,...,lim 11
,...,1

 zyyV n ;,...,
~

1 .                               (37) 

Возьмем в области  любую точку D  . Согласно (35), существует такая окрестность 

 O  точки  , в которой   0;,...,1 ,...,1  nn zzyy , Dzz n  ,...,0 . Но тогда, по теореме 8, 

следует, что уравнение (34) является чебышевского типа в области  O . Так как точка 
  была выбрана произвольным образом, то достаточность установлена. 

Необходимость. Пусть уравнение (36) является локально чебышевского типа 
в области . Согласно свойству 3, функции D    zyzy n,...,1  не могут иметь общего кор-

ня в области . Возьмем в области  любую точку D D   и ее окрестность  O . В этой 

окрестности функции  образуют систему Чебышева. Значит, хотя бы одно 

из чисел 

   zyzy n,...,1

   nyy1 ,...,  не равно нулю. Пусть это будет число  1y . Окрестность  O  

подберем такую, чтобы  в   01 zy  O . Предположим, что  ; 0,...,1 nyV y . Система 

уравнений ,  
1

ky      0...  k
nn yc1c  1,...,1,0  nk  имеет ненулевое решение ncc ~,...,~

1 . 

Тогда обобщенный многочлен      zyc nnzyczP ~...~
11   имеет в точке   корень, крат-

ность которого не менее . Функция n    
 zy

zP

1

zf   также имеет корень   той же кратно-

сти. Отсюда следует, что внутри окрестности  O  существует такая окрестность 

 1O , что функция  принимает достаточно малое по модулю значение  не менее  zf s
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чем в  попарно различных точках . Таким образом, многочлен n


nzz ,....,1

        zyczyczysszP nnc ~...~~; 221 1   имеет в окрестности  1O  не менее  кор-

ней. Но тогда система функций 

n

   zyzy n,...,1  не является локально чебышевского типа 

в области . Полученное противоречие доказывает необходимость. D
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УДК 004.6 

А.А. Козинский, А.А. Рыжков 

ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ОБЪЕКТНОЙ 
МОДЕЛИ ДАННЫХ ДЛЯ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 
ПРЕДПРИЯТИЕМ ОБЩЕСТВЕННОГО ПИТАНИЯ 
 
Статья посвящена описанию модуля для выполнения калькуляционного учёта. Указанный 

модуль входит в состав автоматизированной системы управления предприятием общественного питания. 
Основными этапами разработки являются: изучение предметной области; разработка объектной модели; 
реализация объектов, интерфейса, связей; тестирование и внедрение. Модель представлена объектами: 
Продукт, Сырье, Калькуляция, ПродуктыКарты, Наряд заказ, Накладная, Тип операции, Проводки. 
Перечисленные объекты являются узлами иерархической схемы. Дополнительно приведён программный 
код реализации класса «Заборный лист». Актуальность задачи объясняется значительным объёмом 
работ, эффективность которых зависит от степени их автоматизации на основе новых информационных 
технологий. 

 
Введение 
На протяжении длительного времени один из авторов разрабатывает 

и сопровождает программное обеспечение для предприятий общественного питания 
(ПОП). Интерес к задаче вызван прежде всего тем, что значительный объём работ 
в указанной отрасли выполняется простейшими вычислительными средствами без 
применения компьютера. Рассматриваемые предприятия чаще всего могут быть 
отнесены к субьектам мелкого и среднего бизнеса. Такая специфика возлагает 
на менеджеров ПОП большой объём работ, эффективность которых может быть 
повышенна за счёт внедрения систем автоматизации на основе новых информационных 
технологий [5].  

В статье описан один из компонентов системы управления ПОП, 
предназначеный для автоматизации калькуляционного учёта. 

 
Описание объектной модели 
Элементом калькуляционного учёта является ведение документооборота [3] для 

контроля движения материальных ценностей между подразделениями ПОП: склад-
цех/кухня-столовая. Форма калькуляционной карты представлена на рисунке 1. 

На первом этапе управления предприятием экономист составляет 
калькуляционную карточку, в которой фиксирует затраты сырья, входящего в готовый 
продукт (блюдо), учитывает возможные замены сырья (в соответсвии с технологией 
приготовления, наличием на складе и др.). Результатом первого этапа является 
информация о готовом изделии (состав, стоимость, расход блюд и др.). Данный этап 
получил название «Калькуляционный учёт». Дополнительная функция 
калькуляционного учёта – получение наряда-заказа. Наряд-заказ содержит сведенья 
о количестве сырья для изготовление указанного числа порций. Другими задачами 
калькуляционного учёта являются получение технологической карточки, меню 
различных форм и т.д. Для сопровождения калькуляционного учёта необходимо 
ведение ряда специфических справочников: групп затрат, сборников блюд, сырья 
и продуктов, возможных технологических замен и т.д. 

Результат анализа информации для калькуляционного учета представлен 
объектной моделью объектов, имеющих иерархическую структуру. Иерархическая 
структура является математической моделью [4] предметной области 
«Калькуляционный учёт». 
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Рисунок 1 – Форма калькуляционной карты 

 
Модель включает описание таких объектов, как Сырьё, Продукт, Карточка и др. 

Например, объект Сырьё инкапсулирует компоненты для описания свойств сырья, 
получаемого по накладным. Сырьё имеет свой собственный номенклатурный номер 
товара (ННТ). При необходимости описания нового экземпляра объекта Сырьё 
формируется его связь с экземпляром Продукт ( рисунок 2). 

Приведём краткое описание объектов модели. 
Продукт. Объект Продукт может включать несколько экземпляров объекта 

Сырьё, имеющих схожие характеристики. Степень схожести определяется технологией 
приготовления. Экземпляры объекта Продукт используются для создания экземпляров 
объекта Калькуляция товара. 

Калькуляция. Содержит сведенья о товаре, производимом организацией. Этот 
объект включает в себя характеристики: код, наименование, группа товаров, выход, 
норма (расход сырья на установленное нормой количество продукции), цена изделия. 

ПродуктыКарты. Основная информация данного класса – количество 
расходуемого продукта на установленное нормой количество продукции, указаной 
в карточке. 

Наряд заказ. Это задание на изготовление товара и расход сырья. На основе На-
ряда заказа формируется требование на склад в виде расходной и приходной наклад-
ных. 

Накладная. Подтверждает движение материальных ценностей (приход/расход 
склад-цех/кухня-столовая. ) 

Тип операции. Содержит сведения о типовых операциях, например, приход, рас-
ход, приход «розница», «отпуск на сторону». 

Проводки. Каждая операция подтверждается проводкой, в которой указываются 
дополнительные сведенья о распределении денежных средств. 

Совокупность данных для калькуляционной карты представлена объектной 
иерархической моделью (рисунок 2). 
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Рисунок 2 – Фрагмент объектной модели данных системы управления ПОП 
 
Приведенная иерархическая модель положена в основу реализации классов, сос-

тавляющих основу модуля калькуляционного учёта. На рисунке 2 представлены 
как внутренние классы модуля, так и внешние. К внешним классам относятся Сырьё, 
Накладные, СырьёНакладных, Партнёры, Операции, Проводки. 

 
Реализация объектной модели 
Объектная модель, представленная выше (на рисунке 2), описывает информаци-

онные компоненты и логические связи между ними. На основе информации, представ-
ленной в описанных классах, формируется программный код реализации модулей ав-
томатизированной системы. Ниже приведены стандартная форма «Дневной заборный 
лист» (рисунок 3) и фрагмент программного кода, реализующего эту форму. 
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Рисунок 3 – Форма печати заборного листа 

 
Фрагмент программного кода [1; 2] формы «Заборный лист» (рисунок 3) 

реализующей совокупность объектов (рисунок 2), приведен ниже: 
 

Class KLK.Zabor Extends %Persistent [ ClassType = persistent, ProcedureBlock ] 
{ 
//Номер карточки 
Property NomK As %Integer; 
//Наименование храниться 
Property Name As %String; 
//Код еденицы измерения 
Property NomKEI As %Integer; 
//Наименование еденицы измерения получаем по коду 
Property NameEI [ Calculated, SqlComputeCode = { s {Na-
meEI}=##Class(KLK.Zabor).GetIzm({NomKEI})}, SqlComputed ]; 
//Количество, заказанное в данное время 
Property Time9 As %Integer; 
Property Time10 As %Integer; 
Property Time11 As %Integer; 
Property Time12 As %Integer; 
Property Time13 As %Integer; 
Property Time14 As %Integer; 
Property Time15 As %Integer; 
//Возврат 
Property Vozvr As %Integer; 
//цена 
Property Cost As %Float; 
//Итоговое количество 
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Property Itog [ Calculated, SqlComputeCode = { s 
{Itog}=##Class(KLK.Zabor).GetItog({ID})}, SqlComputed ]; 
//Метод для получения сведений о количестве всех блюд, заказанных в 9 часов 
ClassMethod GetSumTime9() 
{ 
 s ret=0 
 &sql(select sum(Time9) into :ret from KLK.Zabor) 
 q +ret 
} 
//Метод для подсчёта итогов по блюду 
ClassMethod GetItog(ID) 
{ 
 s ret=0 
 s zabor=##Class(KLK.Zabor).%OpenId(ID) 
 s ret = zabor.Time9 + zabor.Time10 + zabor.Time11 + zabor.Time12 + zabor.Time13 
+ zabor.Time14 + zabor.Time15 - zabor.Vozvr 
 q +ret 
} 
//Метод для подсчёта итогов по всему заборному листу 
ClassMethod GetItogo() 
{ 
 s ret = 0 
 s zabor=$O(^KLK.ZaborD("")) 
 while zabor'="" 
 { 
  s kol = ##Class(KLK.Zabor).GetItog(zabor) 
  s cost=0 
  &sql(select cost into :cost from KLK.Zabor where id=:zabor) 
  w kol," ",cost,! 
  s ret = ret + (cost*kol) 
  s zabor=$O(^KLK.ZaborD(zabor)) 
 } 
 q +ret 
} 
//Метод для получения имени единицы измерения по её коду 
ClassMethod GetIzm(NIzm) 
{ 
 i NIzm'="" 
 { s Izm=$LG(^["KSU"]KSU.SEDID(NIzm),2)} 
 else 
 { s Izm="" } 
 q Izm 
} 
} 

 
На последующих этапах управления ПОП организуется «Складской учёт» 

и «Суммовой учёт», также включённых в состав автоматизированной системы 
управления. 

«Складской учёт» предназначен для контроля прихода и расхода сырья 
и готовой продукции. Для подсчёта прибыли или убытков используется суммовой учёт. 
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Заключение 
Основными этапами проектирования автоматизированной системы управления 

предприятием обществнного питания являются следующие: изучение предметной 
области; разработка объектной модели; реализация объектов, интерфейса, связей; 
тестирование и внедрение. 

Выше нами представлено описание некоторых элементов автоматизированной 
системы на примере модуля для калькуляционного учёта. Модуль включает объекты: 
Продукт, Калькуляция, ПродуктыКарты, Наряд заказ и др. Описание объектов позво-
лило реализовать программный код модуля. Автоматизированная система внедрена на 
предприятиях общественного питания городов Брест, Каменец, Пружаны, Столин и др. 
В настоящее время выполняется сопровождение автоматизированной системы управ-
ления предприятиями общественного питания. 
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A. Kazinski, A. Ryjkov. Program Realization of the Object Model of Data for the System 

of Management of the Enterprise of Public Catering 
 
The article is devoted to the description of the module to perform the calculation method of 

accounting. The module is included in the automated control system of the enterprise of public catering. 
The main stages of the development are: the study of the subject area; development of the object model; 
the implementation of objects, interface, links, testing and implementation. The model presented ob-
jects: the Product, Raw materials, Calculation, Products of Calculation, Purchase order, Invoice, Type 
of operation, Wiring. The listed objects are nodes of a hierarchical scheme. Additionally shows the code 
implementation class «a Fence sheet». The urgency of the problem is explained by the significant vol-
ume of works, the efficiency of which depends on their degree of automation on the basis of new infor-
mation technologies. 
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УДК 517-518.948 

В.М. Мадорский 

О НЕКОТОРЫХ НОВЫХ ПОДХОДАХ 
К ПОСТРОЕНИЮ ПОЛУЛОКАЛЬНЫХ 
ИТЕРАЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ 
 
В статье рассматриваются одношаговые итерационные процессы для приближенного решения 

нелинейного операторного уравнения в пространстве 
nR . Процессы сходятся к точному решению опе-

раторного уравнения с «плохого» начального приближения. Локальная скорость сходимости процессов – 
квадратичная. 

 
В работах [1; 2] для решения нелинейного уравнения 

)(,0)( nn RRDfxf       (1) 
применяется следующий итерационный процесс: 

Шаг 1. Решается СЛАУ для определения поправки nx  

]11,31[),()(' 0  eexfxxf nnnn  , 

)(' nxf – производная Фреше оператора на элементе . )( nxf nx

Шаг 2. Производится уточнение исходного вектора  nx

nnn xxx 1 . 

Шаг 3. Проводится проверка на качество полученного уточнённого вектора 
: если 1nx  ,1,)( 1 nxf – параметр останова, то выходим из просчётов, иначе 

Шаг 4. Проводится пересчёт шаговой длины 1n по тем или иным формулам [2] 

и переход на шаг 1. Пересчёт шаговой длины связывался с поведением норм невязок 
на соседних (или близких ) шагах. В связи с тем, что информация о поведении итераци-
онного процесса содержится не только в нормах невязок, но и в нормах поправок на со-
седних (или близлежащих) шагах, возникает вопрос о том, чтобы поведение шаговых 
длин 1n  учитывало не только изменение норм невязок, но и поведение норм попра-

вок в процессе уточнения приближенного решения.  
Пусть, как обычно при рассмотрении квазиньютоновских процес сов, оператор f 

удовлетворяет следующим условиям: 

  .)(,)(, 12 DxBxfDxKxfCf D      (2) 

Для решения уравнения (1) применяем итерационный процесс: 
до начала цикла по начальному вектору  и начальной шаговой длине 0x 0  находим 

, решая СЛАУ 0x ),()( 000 xfxxf   находим 0001 xxx    и входим в цикл. 

Шаг 1. Проверяем выполнимость условия )( 1xf . Если это условие выпол-

няется, то конец просчётов, иначе  
Шаг 2. Решаем СЛАУ ),()( 111 xfxxf   из которой находим вектор . 1x
Шаг 3. Осуществляем пересчёт шаговой длины по формуле: 

)
)(

)(
,1min(

11

000
1 xfx

xfx







 . 
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Шаг4. Находим ,1112 xxx   устанавливаем 

101 :,  x02110 :,:,:  xxxxx  и переходим на шаг 1. 

Доказательство сходимости итерационного процесса шаг 1 – шаг 4 опирается 
на теорему о среднем для дважды непрерывно дифференцируемых операторов 
и на способ определения шаговой длины 1n . Докажем, при каких условиях можно 

рассчитывать на релаксационность процесса шаг 1 – шаг 4. 
Из теоремы о среднем и способе определения шаговой длины следует оценка: 

.)()())1(1(

)()))(5.01(1(

)()(5.0)()1(

)()(5.0)()(

5.0))(()()(
2

111

nnnnn

nnnnn

nnnnnnn

nnnnnnnn

nnnnnnn

xfqxf

xfxxfBKB

xxfxfBKBxf

xxfxfBBKxfxf

xxKxxxfxfxf









 









  (3) 

Здесь  nnnn xxfBKB  )(5.0  , ).1(1 nnnq       

Из способа определения шаговой длины следует справедливость соотношения 

nnnnnn xxfxxf   )()( 111  , пока  

.1,1  nii      (4) 

Если 1,)(5.0 0000  xxfBKB   то из (4) следует, 

что все 1,10  ii q . 

Из оценки (3) индуктивно имеем  

.1,)()( 0
0

1 


 ii

n

i
n qxfqПxf    (5) 

Покажем, что все ,0i  откуда будет следовать, что все .  Из (4), (5) 

имеем: 

1iq

.

)()(

)(

)(

)(

)(

0

1

0

00

2
0001 11

xfBqП

x

xfB

xxf

xxf

xxf

n

i

n

iii

i
i

ii

















 






   (6) 

Из (6) следует, что  и  1 .iq 1iq

В связи с вышеизложенным имеем, что 

.0)(lim)(lim 0
0

1 





xfqПxf i

n

in
n

n
   (7) 

Из (7) следует, что последовательность элементов } , генерируемая итераци-

онным процессом шаг 1 – шаг 4, сходится к решению уравнения (1), если это реше-
ние существует в . Перейдя к пределу в (6) при 

{ nx
*x

D i , в силу (7) получаем, 
что ,lim 


i

n
  откуда в силу определения шаговой длины (6) и (7) следует, что су-

ществует номер , что для всех k ki  1:i . 
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Таким образом, после того, как шаговая длина становится равной единице, ите-

рационный процесс шаг 1 – шаг 4 с квадратичной скоростью сходится к . Таким об-
разом, справедлива 

*x

Теорема 1. Пусть в интересующей нас области  существует  – решение 
уравнения (1). Если оператор  удовлетворяет условию (2) и 1

D *x
f 0  . Тогда итерацион-

ный процесс шаг 1 – шаг 4 со сверхлинейной скоростью сходится к *x .  
Если в качестве шаговой длины использовать формулу 

),
)(

)(
,1min(

11
1


 




nnn

nnn
n xfx

xfx




     (8) 

 

,,
)(

)( 2
00

1

11
1 




 



 




n

n

nn

nnn
n xfx

xfx
 

то будет выполняться характеристическое равенство (4) и справедлива 
Теорема 2. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда итерационный про-

цесс шаг 1 – шаг 4 с шаговой длиной 1n , определяемой формулой (8) со сверхлиней-

ной скоростью сходится к *x  – решению уравнения (1). 
Если уточнение очередного приближенного вектора проводится по формуле 

,1 nnnn xxx        (9) 

а пошаговая длина находится из соотношения  

),
)(

)(
,1min(

2
1

2
1

22

1








nn

nnn
n

xfx

xfx
     (10) 

то справедлива 

Теорема 3. Пусть в области существует D *x  – решение уравнения (1). Если 

оператор f удовлетворяет условию (2) и 1,)(5. KB0 0000  xxfB   тогда 

итерационный процесс шаг 1 – шаг 4 с учетом (9), (10) со сверхлинейной скоростью 

сходится к *x . 
Пусть в качестве шаговой длины используется формула: 

),
)(

)(
,1min(

2
1

2
1

22

1








nnn

nnn
n

xfx

xfx




    (11) 
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11
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n

n

nn

nnn
n xfx

xfx
, 

тогда справедлива 
Теорема 4. Пусть выполняется условие теоремы 3. Тогда итерационный про-

цесс шаг 1 – шаг 4 с учётом (9) и шаговой длиной (11) со сверхлинейной скоростью 

сходится к *x . 
Рассмотренные выше итерационные процессы являлись нерегуляризованными, 

то есть apriori предполагалось, что линейная система, решаемая на каждом шаге вычис-
лительного процесса, являлась корректной задачей. Для того, чтобы избавиться от это-
го обременительного условия, на шаге 2 рассматривается регуляризованная задача от-
носительно поправки: 
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.1),())()((

))())()(()((
2









nnnn

nnnnnnn

xfExfxf

xxfExfxfExf
   (12) 

Задачу (12) приведем к виду: 

).())()(()()( 12
nnnnnnnnn xfxExfxfxfxxf    (13) 

Здесь )( nxf   – оператор, сопряженный оператору )( nxf  . 

Используя теорему о среднем и подставляя в неё вместо nn xxf  )(  соотношение 

(13), имеем: 

.)(

)())1(1()()))(5.0

)(1(1()(

)(5.0)()()1(

5.0))(()()(

22

2
111

nn

nnnnnnn

nnnnnnn

nnnnnn

nnnnnnn

xfq

xfxfxxfACKAC

Bxxfxxf

ACxfACxBxfxf

xxKxxxfxfxf









 







 (14) 

 
Здесь использованы оценки 

  ,)())()(()(
12

AxfExfxfExf nnnnnn 


   (15) 

,))()(( 1 BExfxf nnn      (16) 

.)()( CExfxf nnn       (17) 

).1(1

.)(5.0)(

nnn

nnnnnnn

q

xxfACKACxxfB








 

Из оценки (14) индуктивно имеем .1,)()( 0
0

1 


 ii

n

i
n qxfqПxf  

Если )(, 00 xf  и 0x  таковы, что ,10   то из способа определения следует, 

что все 1,10  nii  . 

Рассуждения, аналогичные тем, которые проводились в теореме 1, позволяют 
утверждать, что ,0i 0iq  и ,0)(lim 1 


n

n
xf  а так же существует номер ,Nk  

что, начиная с номера все ,ki  .1:i  

Таким образом справедлива 
Теорема 5. Пусть в области  имеют место оценки (15)–(17) и .D 10   Тогда 

итерационный процесс шаг 1 – шаг 4 с поправкой nx , определённой по формуле (12), 

со сверхлинейной скоростью сходится к . *x
Доказательство теоремы 5 вполне аналогичны доказательству теоремы 1 и опи-

рается на теорему о среднем для операторов. 
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The paper is concerned with one step iterative methods of approximate solution of the nonlin-

ear operator equation in the space of 
nR . The processes converge to exact solution of the operator 

equation from the “bad” initial approximation. The local speed of convergence of the processes is 
square. 
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ПРАВИЛО ОСТАНОВА В ИТЕРАЦИОННЫХ 
ПРОЦЕДУРАХ РЕШЕНИЯ 
ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
 Для решения линейных уравнений с положительным ограниченным и самосопряжённым опе-
ратором в гильбертовом пространстве предлагается неявный итерационный метод. Для предложенного 
метода обосновано применение правила останова по невязке, что делает рассматриваемый итерационный 
метод эффективным и тогда, когда нет сведений об истокообразной представимости точного решения. 
В работе доказана сходимость итерационного метода, получены оценка погрешности метода и оценка 
для момента останова. 
 

1. Постановка задачи 
В действительном гильбертовом пространстве H  решается линейное оператор-

ное уравнение первого рода 

yAx                                                                   (1) 

с ограниченным положительным самосопряженным оператором , для которого нуль 
не является собственным значением. Однако, предполагается, что нуль принадлежит 
спектру оператора , поэтому задача (1) неустойчива и, следовательно, некорректна. 

A

A
Для решения уравнения (1) предлагается неявный итерационный метод: 

    ,0,2 0
12

1
22  

 xyAxAExAE k
n

k
n

k  .                  (2) Nk

Предполагается существование единственного точного решения x  уравнения (1) 
при точной правой части y , ищем его приближение  при приближённой правой 

части 

,nx

.,   yyy  В этом случае метод (2) примет вид: 

    .,0,2 ,0
1

,
2

,1
22 NkxyAxAExAE k

n
k

n
k  


             (3) 

Ниже под сходимостью метода (3) понимается утверждение о том, что прибли-
жения (3) сколь угодно близко подходят к точному решению x  уравнения (1) при по-

дходящем выборе  и достаточно малых  , т. е. 0inflim ,n
0







 

 n
xx . n

В работе [1] для метода (3) при условии 0  доказана сходимость при точной 
и приближённой правой части уравнения (1), и в предположении, что точное решение 

уравнения истокообразно представимо, т.е. , получена априорная оценка 
погрешности. Эта априорная оценка оптимизирована и найден априорный момент ос-
танова. В случае, когда нет сведений об истокообразной представимости точного реше-
ния, метод (3) становится неэффективным, так как тогда невозможно получить оценку 
погрешности и найти априорный момент останова. Тем не менее этот метод можно 
сделать вполне эффективным, если воспользоваться следующим правилом останова, 
аналогичным [2–4; 6]. 

0x , szAs

2. Правило останова по невязке 
Зададим уровень останова 0  и определим момент m  останова условиями 
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bbyAx

mnyAx

m

n
                                     (4) 

Предположим, что при начальном приближении  невязка достаточно велика, 

больше уровня останова , т.е. 

,0x

 .,0   yAx  Ниже метод (3) с правилом останова (4) 

является сходящимся, если 0inflim ,
0







  


m

m
xx . 

Покажем, что правило останова по невязке (4) применимо к методу (3). 

Рассмотрим семейство функций 
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1
1)(

22

2
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nk

ng  Нетрудно по-

казать, что для )  при  выполняются следующие условия: (ng 0

,0,)(2)(sup /1
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nnkg к

n
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                                           (5) 

,0,1)(1sup
0




ngn
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                                               (6) 

],,0(,,0)(1 Mngn                                     (7) 

.,0,0,)2()(1sup 00
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n
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M
              (8) 

Справедлива 

Лемма 1. Пусть MAAA  ,0* . Тогда для любого H  

   .,0)(  nAAgE n

Доказательство. 
Используя интегральное представление самосопряжённого оператора 

 где ,
0
  

M
dEA AM   и  – спектральная функция оператора , получим E A

        .)(1)(1)(1)(
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 для всех ],0( M  и  , то 0

  .,0)()()(1 00
00

  





nqdEqdEg n
M

n
M
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EdEdEgn  в силу свойств спектральной фу-

нкции. Следовательно,   .,0)(  nAAgE n  Лемма 1 доказана. 
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Имеет место 

Лемма 2. Пусть MAAA  ,0* . Тогда для )(AR  имеет место соот-

ношение   .0,,0)(/  snAAgEAn n
sks  

Доказательство. 
Так как верно (8), то 
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Воспользуемся теоремой Банаха–Штейнгауза [5, с. 151], по которой сходимость 
 при  для всех BuuBn  n Hu  имеет место тогда и только тогда, когда эта 

сходимость имеет место на некотором плотном в H  подмножестве и ,...,2,1, nBn  

ограничены не зависящей от  постоянной. n

Возьмём в качестве плотного подмножества в HAR )(  множество ) . По-

ложим . Тогда для каждого 

(AR

11  ss )(ARA   имеем: 
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так как  Лемма 2 доказана. .1 s
Справедлива 

Лемма 3. Пусть MAAA  ,0* . Если для некоторой последовательности  

constnnp   и )(0 AR  при p  имеем   ,0)( 0  AAgEA
pnp  

то   .0)( 0  AAgE
pnp  

Доказательство. 

В силу (6) последовательность p  ограничена Npp  ,1, 000 . По-

этому в гильбертовом пространстве из этой последовательности можно извлечь слабо 
сходящуюся подпоследовательность. Пусть ),(, NNpp   тогда 

 Но по условию ).(, NpAA p  ,,0  pA pp  следовательно, .0A  

Поскольку, нуль не является собственным значением оператора , то  Тогда  A .0

           00000
2

)(,,)(,,)(, AgAAAgAAgE
ppp nppnppnpp  

      ,0,)(,, 000  Ag
pnpp  так как 0,,0  pp  и по условию 

(5) .22)( /1/1/1/1 kkkk
pn nkknAg

p
  Следовательно, .0 p  Итак, всякая слабо 

сходящаяся подпоследовательность указанной выше ограниченной последовательности 
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p

 p

 стремится к нулю по норме. Следовательно, и вся последовательность 

 Лемма 3 доказана. .,0  p

Используем доказанные леммы при доказательстве следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть MAAA  ,0*  и пусть момент останова )( mm  

в методе (3) выбирается по правилу (4). Тогда  при xxm , .0  

Доказательство. 

По индукции легко показать, что   .)()( 2221
, 


  yAEAEEAx nknk

n  

Следовательно, 
.))(())((, xAAgEyyAgxx nnn                                 (9) 

Отсюда 
    ).()()(, yyAAgExAAgEAyAx nnn                     (10) 

В силу лемм 1 и 2 имеем: 
  ,,0)(  nxAAgE n                                          (11) 

  .,0)(/1  nxAAgEAn n
k

n                                 (12) 

Кроме того, из (5) и (6) следует, что 

,2))(( /1/1 
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n knyyAg                                            (13) 

  .1)(  AAgE n                                                     (14) 

Применим правило останова (4). Тогда 1,,   bbyAxm  и из (10) и (14) 

получим 

     .)1()()( ,   byyAAgEyAxxAAgEA mmm          (15) 

Для любого mn   ,,   yAxn  поэтому 

     .)1()()( ,   byyAAgEyAxxAAgEA nnn  

Итак, для  mn 
  .)1()(  bxAAgEA n                                         (16) 

Из (12) и (16) при  получим 1 mn   
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b
mkm  (так как из (12)  mm ,0 ). Если при этом 

 при m 0 , то, используя (9), получим: 
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при  так как из (11) ,0, m   .,0)(  mxAAgE m  

Если же для некоторых 0  последовательность )n ( nm   окажется ограничен-

ной, то и в этом случае .0, ),(  xx

 
m nn n  Действительно, из (15) имеем 

.0)  n,0 n1()()(  m bxAAgEA
n

 Отсюда по лемме 3 получаем, 

что   .0,0)(  xAAgE )(m n
n  Поэтому  
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  .0,0)(2)( /1/1
)(),(   nn

k
n

k
mm kmxAAgExx

nnn
 

Теорема 1 доказана. 

3. Оценка погрешности 
Имеет место 

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и пусть  Тогда 
справедливы оценки 
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Доказательство. 
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Воспользовавшись (16), получим   ,)1(2)1()1(
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При помощи неравенства моментов оценим 

          )1/(1)1/(1 )()()()( s
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s
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Так как соотношение (9) справедливо для любых , то n
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Теорема 2 доказана. 

Замечание 1. Порядок оценки (17) есть  и, как следует из [3], он оп-
тимален в классе задач  с истокопредставимыми решениями. 

)( )1/(  ssO

Замечание 2. Используемое в формулировке теоремы 2 предположение порядка 
 истокопредставимости точного решения не потребуется на практике, так как 

оно не содержится в правиле останова (4). И тем не менее в теореме 2 утверждает-
ся, что будет автоматически выбрано количество итераций , обеспечивающих оп-

0s

m
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тимальный порядок погрешности. Но даже, если истокопредставимость точного ре-
шения отсутствует, останов по невязке (4), как показывает теорема 1, обеспечива-
ет, сходимость метода, т. е. его регуляризующие свойства. 
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O.V. Matysik, V.F. Savchuk. The a Rule Stop in Iteration Procedures for Solving Opera-

tor Equations 
 
In the Hilbert space for solving linear equations with affirmative limited and self–conjugate 

operator the implicite iteration method is proposed. The application of a rule residual stop for the of-
fered method has been proved, which makes viewed iteration method quite effective even then when 
there are no data about source representability of exact solution. In work the convergence of the itera-
tion method is proved, the estimation of an error of the method and estimation the moment of stop are 
received. 
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УДК 517.955.8 

П.Ф. Самусенко 

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
РЕШЕНИЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ 
СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА С ВЫРОЖДЕНИЕМ 
 
В работе построено асимптотическое решение первой краевой задачи для линейной сингулярно 

возмущенной системы дифференциальных уравнений в частных производных гиперболического типа 
c вырождением. 
 

Введение 
Исследованию возможности применения метода Фурье для решения краевых за-

дач математической физики посвящены многочисленные работы как отечественных, 
так и зарубежных математиков. При этом до середины ХХ ст. в основном рассматрива-
лись указанные задачи с постоянными коэффициентами, что существенным образом 
упрощало их решение. Первые наиболее общие результаты для систем с переменными 
коэффициентами были получены О.А. Ладыженской, а именно: были установлены до-
статочные условия существования и единственности классического и обобщенного ре-
шения основных краевых задач в линейном случае. При этом обосновано применение 
метода Фурье для их решения [1]. Аналогичные результаты о существовании и единст-
венности решений соответствующих задач для сингулярно возмущенных уравнений 
получены О.А. Олейник. 

В данной работе рассматривается первая краевая задача для линейной сингуляр-
но возмущенной гиперболической системы 

utxC
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, ];0[ Tt  , ];0[ Lx ,    (1) 

0),,(),,0(   tLutu ,     (2) 

)(),0,( xxu   , )(
),0,(

x
t

xu 





,              (3) 

где , ,  – квадратные матрицы -го порядка, )(tA )(tB ),( txC 2 ),,( txu  – искомая -мер-

ная вектор-функция, 

2

];0( 0  , 10  , причем матрица  вырожденна на отрезке 

. Такие системы уравнений ранее не рассматривались. 

)(tB

]T;0[
По постановке задача близка к исследованиям Ю.А. Митропольского и Г.П. Хо-

мы регулярно возмущенных квазилинейных и нелинейных уравнений гиперболическо-
го типа [2]. С.Ф. Фещенко и Н.И. Шкиль при решении первой краевой задачи для гипе-
рболических уравнений с медленно меняющимися коэффициентами использовали ме-
тод Фурье [3]. При этом вопрос о сходимости соответствующих рядов и возможности 
их почленного дифференцирования оставался открытым. 

 
Классическое решение первой краевой задачи 
Допустим, что выполняются условия: 

1. , , )(tA ];0[)( TCtB  )(),( DCtxC  , }0,0:),{( TtLxtxD  . 

2. , ];0[)( 4 LCx  ];0[)( 4 LCx  . 
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3. , 0)()0( )2()2(  Lkk  0)()0( )2()2(  Lkk  , 1,0k . 
4. Пучок матриц )()( tBtA  , регулярный для всех ];0[ Tt  , имеет один конечный 
и один бесконечный элементарный делитель. 
5. 0)(0 t , где )(0 t  – собственное значение матрицы )  относительно . (tA )(tB

Покажем, что существует единственное решение задачи (1) – (3). Для этого, сле-
дуя [3], будем искать решение системы (1) в виде ряда 
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ss xvtztxu       (4) 

(ниже будет доказана сходимость ряда (4) и возможность его двукратного дифферен-
цирования (в работе [3] этот вопрос не рассматривается)), где ),( tzs  – искомая -

мерная вектор-функция, а )  – скалярная функция, удовлетворяющая уравнению 
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(xvs
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  , с краевыми условиями 0)()0(  Lvv ss . Тогда x
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xv ss sin
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)(  , . Ns

Заметим, что при таком выборе постоянной, ,  
L

kssk dxxvxv
0

)()( 

где ks  – символ Кронекера. 

Подставляя (4) в (1) с учетом (5), умножая полученное равенство на )  и ин-

тегрируя обе части его по 

(xvs

x  в пределах от 0  до , приходим к системе: L
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Из условий 1, 4 следует существование неособенных матриц , , , та-

ких, что , [4]. 
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Полагая ),()(),(  trtQtz s  и умножая обе части системы (6) слева на ) , по-

лучим 
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где ,  ) )()()()(1 tQtBtPtD()()()(0 tQtCtPtD sksk  Nks , ,  , 

)()()(2)( tQtBtPtF  . 

Заметим, что элементы первых строк матриц  и )  тождественно равны нулю. )(1 tD (tF

6. Пусть 0
),(),0(
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Для оценки элементов )  рассмотрим подробнее структуру матрицы . 

Пусть  – соответствующий элемент матрицы . Тогда  

(0 tD sk )(tCsk
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Зафиксируем t , . Тогда, интегрируя по частям, получаем ];0[ Tt 

4)(
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M
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 , 2,1, ji , k s , Nsk , , 

причем постоянная M  не зависит от , . В дальнейшем, если существенен только 
факт ограниченности, а не величина соответствующей постоянной, будем писать одну 
и ту же букву 

k s

M . 
Запишем систему (7) следующим образом: 
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 – бесконечная матрица, состоящая из блоков 
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Решение системы (8) будем искать в виде 

),(),(),(  tttr  ,     (9) 

где ),( t  – бесконечная матрица, а ),(  t  – бесконечномерная вектор-функция, яв-
ляющаяся решением системы 


  


 ),(t

dt

d
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a  – бесконечномерный вектор, компоненты которого равны 1, ),( t  – бесконечная 
диагональная матрица, при этом 
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Приравнивая в этой матрице коэффициенты при , i mi ,0 , к нулевой матрице, 
получаем уравнения: 
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mi ,1 , , , , 0)()(  tk 0)()(  tk ];0[ Tt  0k . 

Докажем разрешимость матричных уравнений (12), (13). Пусть , , – 

столбцы матрицы , . Тогда систему (12) можно 
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записать следующим образом: 0)()
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Положим 

)()( 0
)0( tit ll   , Nl  , , 12 i

0)()0(
,12  tp l , , 0)}({ 12

)0(
2  jl tp ];0[ Tt  , Nlj , , 

0)}({ 2
)0(

2  jl tp , ];0[ Tt  , lj  , Nlj , , 
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Формулы для определения , , ) )()( ti
l()( tp i

l Nl , mi 1,=  получены при условии, 
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Откуда и следует (15) при . Аналогично показываем правильность оценок (16), (17). 1 ki
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Nl , где и  – компоненты векторов  и  
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Допустим, что имеют место следующие условия: 
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При таком выборе  и  ряд (18) сходится абсолютно и равномерно 
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до двух раз включительно; полученные таким образом ряды сходятся абсолютно 

и равномерно для всех Dtx ),( . 
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где вектор-функция ),,( txu  определяется по формуле (4). 
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краевой задачи (1) – (3), причем 
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Теорема 1. Пусть  , )(tA , ][0;)( 3 TCtB m )(),( 3 DCtxC m  и имеют место 

условия 2–11. Тогда существует число 1 , 01<0   , такое, что для всех ](0; 1   

задача (1)–(3) в прямоугольнике D  имеет единственное решение (4) для которого 
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x

txu
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Рассмотрим ряд  

  (29) ),(),(
1=

xvtq sms
s




где  

,,)(),,(=),(
0

Nsdxxvtxqtq sm

L

ms    
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).,,(),(
),,(

)(
),,(
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2  txutxC
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txu
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t

txu
tBtxq mm

m 








 

По построению 0),( tqms , , ][0;Tt ms 1,= . Оценим остальные коэффициенты 

),( tqms , . Для этого заметим, что  1 ms

)(),()()(),()(),,(=),,( 1111
2

1 xvtztAxvtztBtxqtxq mmmmmm     

Так как 0),(1,  tq sm , , ][0;Tt 11,= ms , то  

)).,()(),()((=),( 1
2

11
2

1,  tztAtztBtq mmmmm    

Таким образом, 
2

1
1, ||),(||


 

m
mm

M
tq


  c постоянной M , не зависящей от , и, вообще, 

учитывая, что  

m

)),())()())((),,(=),,( 2

1=

xvztAxvztBtxqtxq jmjmjmm

i

j
mim     ,(t ,(tj 

откуда  ,)),,()(),()((=),,( 22
, NitztAtztBtxq imimimimm   

получаем 1,,||),(||
2

 ms
M

tq
s

ms 
  где постоянная M  не зависит от , . m s

Таким образом, ряд (29) в прямоугольнике D  сходится абсолютно и равномерно 
к функции ),,( txqm  [9]. 

Поскольку ),,( txum  есть решение задачи 

),(),(),,(),(
),,(

)(=
),,(

)(
1=

2

2

2

2
2 xvtqtxutxC

x

txu
tA

t

txu
tB sms

ms

mm  











 

0,=),,(=),(0,  tLutu mm  

),(=
),0,(

),(=),0,( x
t

xu
xxu m

m
mm 




 где то вектор-

функция (4) в прямоугольнике 

),(=)(),(=)(
1=1=

xvbxxvax ss

m

s
mss

m

s
m  

D  будет обобщенным решением задачи (1)–(3) [10]. 

Теорема 2. Пусть  , )(tA , ][0;)( 2 TCtB m )(),( 2 DCtxC m

1

 и имеют место 

условия 4, 5, 7 – 9, 11 – 14. Тогда существует число  , 01<0   , такое, что для всех 

](0; 1   задача (1)–(3) в прямоугольнике D  имеет единственное обобщенное решение 
(4), для которого правильна оценка (28). 
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УДК 512.542 

А.А. Трофимук 

О КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ С НЕБОЛЬШИМИ 
ПОРЯДКАМИ НЕБИЦИКЛИЧЕСКИХ 
СИЛОВСКИХ ПОДГРУПП ФАКТОРОВ 
 
В работе исследована разрешимая группа , которая обладает нормальным рядом таким, 

что силовские -подгруппы его факторов являются либо бициклическими, либо порядка  

для каждого 

G

p 3p

)(Gp  . Установлена справедливость следующих утверждений: нильпотентная длина 

группы  не превышает 4, производная длина фактор-группы G )(/ GG   не превышает 6, 2)(2 Gl , 

 и  для всех простых . Также оказалось, что если порядки небициклических 

силовских подгрупп в факторах ограничить кубами малых простых чисел 

2)(3 Gl 1( l p )G 3>p

17}{2,3,5,11,p

)

, либо 16, 

либо 32, то можно сохранить верхнюю оценку производной длины (/ GG   равную 5. Здесь  –    

-длина группы . 

)(Glp

p G

 
Введение 
Рассматриваются только конечные группы. 
Бициклической называют группу , являющуюся произведением двух 

циклических подгрупп 
ABG =

A  и B . Группы с бициклическими силовскими подгруппами 
изучались в [1, теорема 1]. В частности, доказано, что производная длина таких 
разрешимых групп не превышает 6, а нильпотентная длина не превышает 4. 

Нормальным рядом группы G  называется цепочка подгрупп  
    , (1)==1 10 GGGG m 

в которой подгруппа  нормальна в группе  для всех . Фактор-группы  

называются факторами нормального ряда (1) . 
iG G i ii GG /1

В [2] исследовались разрешимые группы , обладающие нормальными рядами, 
факторы которых имеют бициклические силовские подгруппы. Установлена 
справедливость следующих утверждений: нильпотентная длина группы  
не превышает 4, а производная длина фактор-группы )

G

G
(/ GG   не превышает 5; группа 

 содержит нормальную дисперсивную по Оре подгруппу  такую, что фактор-
группа  сверхразрешима; 
G N

NG/ 2)(2 Gl , 2)(3 Gl  и 1)( Gp

{2,3,7}

l  для всех простых ; 

группа  содержит нормальную дисперсивную по Оре -холлову подгруппу. 

Здесь l  – 

3

)

>p

G

(Gp

'

p -длина группы G . 

В [3] установлено, что производная длина разрешимой группы , силовские  G
p -подгруппы которой либо бициклические, либо порядка  для каждого 3p )(Gp   

не превышает 6; , 2)(2 Gl 2)(3 Gl

1 1)(

, в частности, если силовская 3-подгруппа 

бициклическая, то ; )(3 Gl Gl  для . p 3>p

В настоящей работе продолжено изучение разрешимых групп, обладающих 
нормальными рядами, факторы которых имеют ограничения на силовские подгруппы. 
Основными результатами работы являются следующие теоремы. 

Теорема 1. Пусть разрешимая группа  обладает нормальным рядом таким, 
что силовские 

G
p -подгруппы его факторов являются либо бициклическими, 

либо порядка  для каждого )3p (Gp  . Тогда справедливы следующие утверждения. 
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1. Нильпотентная длина группы G  не превышает 4. 
2. Производная длина фактор-группы )(/ GG   не превышает 6. 

3. ,  и 12)(2 Gl 2)(3 Gl )( Gl p  для всех простых . Кроме того, если  

-свободна, то производная длина фактор-группы )

3>p

(/ GG

G

4A   не превышает 5, 

а  и 1 для всех простых 2 )(Gl p)( G3l  3p . 

Разрешимые группы из [2] и группы, исследуемые в теореме 1, имеют 
одинаковые верхние границы нильпотентной длины и p -длины, а для производной 
длины верхние границы различны. Однако оказалось, что если порядки 
небициклических силовских подгрупп в факторах ограничить кубами малых простых 
чисел  либо 16, либо 32, то можно сохранить верхнюю оценку 
производной длины )  равную 5. 

17}{2,3,5,11,p
/G (G

Теорема 2. Пусть разрешимая группа  обладает нормальным рядом таким, 
что силовские 

G
p -подгруппы его факторов являются либо бициклическими, 

либо порядка  для каждого , либо 16, либо 32. Тогда справедливы 
следующие утверждения. 

3p 17}{2,3,5,11,p

1. Производная длина фактор-группы )(/ GG   не выше 5. 
2. Группа  содержит нормальную дисперсивную по Оре  

-холлову подгруппу. 

G ,1,13,17,19{2,3,5,7,1
'31,307}

Пример 1. Пусть  – элементарная абелева группа порядка , а 313
E 313 K  – 

экстраспециальная группа порядка 27. С помощью компьютерной системы GAP [4] 
обнаружена группа  порядка 1 423 656. Очевидно, что группа  

обладает нормальным рядом, факторы которого являются либо бициклическими, 
либо имеют порядок  и  Подгруппа Фраттини 1

(2,3))][= SLKEG

313 33 .

]([313
G

=)(G , производная длина 
группы  равна 6, а нильпотентная длина группы  равна 4. Таким образом, 
полученные оценки производной и нильпотентной длины в теореме 1 являются 
точными. Кроме того, с помощью компьютерной системы GAP можно построить 
группу  порядка 222 264, обладающую теми же свойствами, 

что и группа . Примеры групп  и  объясняют отсутствие среди чисел 
 теоремы 2 простых чисел 7 и 13. 

G

1G

{2,3,5,11,

G

(2]SLK

G

,3))]([[= 37
E

G
17}

1G
p

Пример 2. Пусть  – элементарная абелева группа порядка   – 

экстраспециальная группа порядка 27,  – группа кватернионов порядка 8. 

C помощью системы компьютерной алгебры GAP построена группа  

порядка , которая является -свободной группой. Очевидно, 
что группа  обладает нормальным рядом, факторы которого являются 
либо бициклическими, либо имеют порядок  и . Ее подгруппа Фраттини  
и производная длина равна 5. Таким образом, оценка производной длины в случае    

-свободной группы является точной. 

37
E 37 ,

]([37



S

]QS

=)G

8Q

37

)[= 8EG

1(

333 732=74088 
G

4A

33

4A
 
1. Вспомогательные результаты 
Все обозначения и используемые определения соответствуют [5; 6]. 

В доказательствах будут использоваться фрагменты теории формаций, [6; 7]. 
Пусть  – некоторая формация групп и  – группа. Тогда  – F -корадикал группы F G FG
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G , т.е. пересечение всех тех нормальных подгрупп  из , для которых N G FNG/ .

G

FFF =2

N

 

Произведение }  формаций  и  состоит из всех групп , 

для которых -корадикал принадлежит формации . Как обычно, . 
Формация  называется насыщенной, если из условия  следует, 
что . Формации всех нильпотетных и абелевых групп обозначают через  и 

|{= FGFH H  GG

H
F H

F
F F )(/ GG

FG A  
соответственно. 

Для доказательства нам потребуются следующие вспомогательные утверждения. 
Лемма 1 ([8], лемма 9). Если H  – подгруппа группы , то (3,2)GL {1H , 

, , , , , , , , , , . В частности, если (3,2) ZGL 2 3Z 7Z 22 ZZ  4Z 8D 3S 4A 4S }3Z]7Z[ H  -

свободна, то 
4A

H  метациклическая.  
Лемма 2. Если H  – неприводимая разрешимая подгруппа группы , 

то , , , , , 

(4,2)GL

{H [S 23 ]Z 33 SS  423
][ ZE [Z3 S 415 ]Z 4Z5 ][Z 3S3Z  , 10D3Z  , , , .  10D Z5 }15Z

Доказательство. Утверждение легко получить с помощью компьютерной 
системы GAP.  

Лемма 3. Если H  – неприводимая разрешимая подгруппа группы , 

то , .  

(5,2)GL

{H [Z 5 }31Z31]Z

Доказательство. Утверждение легко получить с помощью компьютерной 
системы GAP.  

Лемма 4 ([8], лемма 10). Если H  – разрешимая подгруппа группы  

и O , то  или 

(3,3)GL

1 DZH  2=)(3 H DH  , где  либо 2-группа производной длины, 

не превосходящей 2, либо . В частности, 

производная длина 

D

13Z (2,3)}(2,3),, SL] 3Z[,4S,4A,{ 13ZD GL

H  не превышает 4, а если H  -свободна, то 4A H  метабелева.  
Лемма 5 ([8], лемма 11). Если H  – разрешимая подгруппа группы  

и O , то , 

(3,5)GL

1 DZH  2 DZH=)(5 H  4  или DH  , где  либо 2-группа производной 

длины, не превосходящей 2, либо 

D

3{Z , , , , , , , , 6Z SD 3 4Z3 ][Z 12Z 12D 4A S4 34 SZ  , 

, , , , , 24Z 83 ][ ZZ 31Z (2,3)SL 2(2,3)][ ZSL 3Z4 ]Z4[Z  , , , , 

. В частности, производная длина 
2 [24[Z ]Z 331]Z 4[[ZZ 234 ]] ZZZ

}(2,3)] 4Z[SL H  не превышает 4, а если H  -
свободна, то производная длина 

4A
H  не превышает 3.  

Лемма 6. Если H  – неприводимая разрешимая подгруппа группы  
и , то производная длина 

)(3, pGL
{11,1 7}p H  не превышает .  3
Доказательство. Утверждение легко вывести с помощью компьютерной 

системы GAP.  
Лемма 7 ([8], лемма 7). Пусть  – разрешимая группа и  – натуральное число. 

Тогда и только тогда  когда G .  
G

kGG A )(/ ,
k

1kNA
Лемма 8 ([8], лемма 12). Пусть H  – неприводимая разрешимая подгруппа 

группы . Тогда: )p

2=n 43

,n(GL

1) если , то AN H ; 
2) если , то 3=n 53 AN H . 
Кроме того, если ,  и 1, то {2,3}n 3>p =)(HOp H  – -группа.  'p

Пример 3. Вычисления в компьютерной системе GAP показали, что в группе 
 существует неприводимая подгруппа (2,5)GL H , изоморфная группе  

порядка 96, здесь  – циклическая группа порядка 4. Кроме того, производная длина 
4(2,3)]ZSL[

4Z
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подгруппы H  равна 4, а нильпотентная длина равна 3. Поэтому в п. 1 леммы 8 оценка 
производной и нильпотентной длины является точной. 

Пример 4. Вычисления в компьютерной системе GAP показали, 
что как в группе , так и в группе  существует неприводимая подгруппа (3,7)GL (3,13)GL
H , изоморфная группе  порядка 648, здесь  – экстраспециальная группа 
порядка 27. Кроме того, производная длина подгруппы 

(2,3)]SLS[ S
H  равна 5, а нильпотентная 

длина равна 3. Поэтому в п. 2 леммы 8 оценка производной и нильпотентной длины 
является точной. 

Лемма 9 ([8], лемма 13). 1. Если H  – разрешимая -свободная подгруппа 

группы , то 
4A

)(2, pGL H  метабелева. 2. Если H  – разрешимая -свободная 

неприводимая подгруппа группы , то 
4A

)(3, pGL 4AH . 
Пример 5. В  существует неприводимая метабелева подгруппа, 

изоморфная симметрической группе  степени 3. Поэтому в п. 1 леммы 9 оценка 

производной длины для 5  является точной. 

(2,5)GL

=p
3S

Пример 6. В  существует неприводимая подгруппа, изоморфная -

свободной группе , производной длины 4 и порядка 216. Здесь  – 

экстраспециальная группа порядка 27. Поэтому в п. 2 леммы 9 оценка производной 
длины является точной. 

(3,7)GL

8][ QS
4A

S

Следующая лемма легко выводится из соответствующих определений. 
Лемма 10. Пусть  – насыщенная формация и  – разрешимая группа. 

Предположим, что  не принадлежит , но 
F G

FG F NG/  для всех неединичных 
нормальных подгрупп  группы G . Тогда  – примитивная группа.  N G

Лемма 11 ([9], теорема I.8; [5], теорема II.3.2). Пусть  – примитивная 
разрешимая группа с примитиватором 

G
M . Тогда справедливы следующие 

утверждения: 
1) ; 1= )(G

(GF2)  и )  является элементарной абелевой )(=))((=) GOGFC pG (GF p -

группой порядка  для некоторого простого np p ; 
3) в группе  существует единственная минимальная нормальная подгруппа, 

совпадающая с ; 
G

G)

1

(F

4) и ; MGFG )](=  =)(MOp[

5) M  изоморфна неприводимой подгруппе группы   ).,( pnGL
Лемма 12. Пусть разрешимая группа  обладает нормальным рядом таким, 

что силовские 
G

p -подгруппы его факторов являются либо бициклическими, либо 

порядка  для каждого )3p (Gp  . Тогда индексы максимальных подгрупп группы  
свободны от четвертых степеней. В частности, если силовские 

G
p -подгруппы его 

факторов являются либо бициклическими, либо порядка  для каждого 
, либо 16, либо 32, то индекс каждой максимальной подгруппы группы 

 есть простое число, квадрат простого числа либо 8, 16, 27, 125, 1331, 4913.  

3p
17}{2,3,5,11,p

G
Доказательство. Пусть ряд (1) является нормальным рядом группы , факторы 

которого удовлетворяют условию леммы. Уплотним этот ряд до главного следующим 

образом. Пусть 

G

11 =//=  iiii GGGGNN  является минимальной нормальной 

подгруппой фактор-группы iGGG /= . Так как G  разрешима, то N  – элементарная 
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абелева p -подгруппа для некоторого простого )(Gp   и содержится в силовской   

p -подгруппе P  группы 1iG . Пусть P  бициклическая. Если , то 2>p P  

метациклическая, поэтому pN |=|  или . Если , то 2p 2=p 2|=| N , 4 или 8 по лемме 1 

[1]. Пусть P  – небициклическая подгруппа. Тогда 3| pN 

Nm<

|

Ni <1

. Заменяя в (1) отрезок 

 на  и повторяя эту процедуру нужное число раз, в итоге получим 

главный ряд 
1 iGiG 1 ii GNG

1  GNNN i =<<<= 10 <
с факторами порядка p ,  или 2q 3r , где )(G,r,qp  . 

Пусть M  – максимальная подгруппа группы G . Зафиксируем число i  такое, 
M , M . Так ка

 
что Ni но Ni 1 к M  – максимальная подгруппа группы , 

то  и .  Поскольку , 

G 

G |=|:| MGMNi 1 = |: 1 MNi 1Ni M1Nii  N

то 
|:|

|
|=1

iN
M




|:

1

1

i

ii
i NM

NN


: N| 1iN   и |  есть простое число, квадрат простого 

числа или куб простого числа. 

: M| G

4N

Частный случай леммы непосредственным образом вытекает 
из вышеизложенного доказательства. Лемма доказана. 

 
2. Доказательство теоремы 1 
1. Для этого покажем, что . Пусть G 1)(  G

4N
=F

. Так как условие теоремы 

наследуется всеми фактор-группами, то  и , так как формация  
насыщенна. Поэтому  и по индукции )  является единственной 

минимальной нормальной подгруппой группы . Кроме того,  и  

где 

)( G

G

/G 4NG
(GF

4N

M]= ,

1=)(G
) G(= FCGF F[

M  – некоторая максимальная подгруппа группы . Так как , то из 

леммы 12 следует, что порядок |  равен 

G |:|=| MG| F

| F p  либо , либо , где 2p 3p p  – простое число. 
Пусть  то  – циклическая группа, как группа автоморфизмов группы 

простого порядка 
pF |=| , FG/
p , и . AFG/

2|=| pF

(2, pGL

Пусть . Тогда  изоморфна некоторой неприводимой разрешимой 

подгруппе группы ) . По п. 1 леммы 8 фактор-группа . 

FG/
3N/FG

FG/Осталось рассмотреть случай, когда . Тогда  изоморфна некоторой 
разрешимой неприводимой подгруппе 

3p|=| F
H  группы ) . По п. 2 леммы 8 группа 

. Итак, мы доказали, что . Поскольку  нильпотентна, то . 

(3, p

F

GL
3

/G 

/G NF 3N/FG 4NG
G2. По лемме 12 индексы максимальных подгрупп в группе  являются 

простыми числами, квадратами простых чисел либо кубами простых чисел. Такие 
группы исследовались в работе [10], где установлено, что производная длина фактор-
группы )  не превышает 6. (G

3. Так как p -длина метанильпотентной группы не превышает 1, 

то из включения  следует, что 4NG 2)( Gl p  для любого простого p . Применим 

индукцию по порядку группы . Покажем, что 1G )( Gl p

(=)G

 для любого простого . 

По лемме VI.6.9 [5] можно считать, что 1

3>p

(O 'p
=)G , а подгруппа Фиттинга 
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)(= GFF  – единственная минимальная нормальная p -подгруппа и . Из 

леммы 12 следует, что порядок |  равен 

|:|=|| MGF

| F p  либо , либо , где 2p 3p p  – простое число. 
Если , то  изоморфна подгруппе циклической группы 

автоморфизмов  группы , порядок которой равен 1

pF |=|

FAut

FG/

F p . Отсюда, 

и . 

F=  Gp

)(

1)( Gl p

Если , , то ) ,  – неприводимая разрешимая 

подгруппа группы  и 1. По лемме 8  – -группа, т.е. 

npF |=|

GL

{2,3}n

),( pn

,(nGLFAut

=)/F

= p FG/

(GOp FG/ 'p 1Gl p  

для всех простых . 3>p

Пусть  является -свободной группой. Повторяя доказательство утв. 1 

теоремы и используя лемму 9, несложно показать, что . Теперь из леммы 7 
следует, что производная длина )

G 4A
4G NA

(G/G   не превышает 5. 

Покажем, что для -свободной группы 4A 1)(2 G
F

l

2

. По лемме VI.6.9 [5] и лемме 
12 можно считать, что подгруппа Фиттинга  является единственной 

минимальной нормальной подгруппой порядка , где 

)G

3

(= F

 . 
Если , то . 2|=| F 1

)(F

)(2 Gl

Если , то 4|=| F 3SGLAut (2,2)  . Тогда 3Z/G F   или 3S/FG  . 

Если , то 3 G/FG Z 4A . Если 3/G SF  , то G 4S . В любом случае группа не -

свободна. Противоречие. 
4A

Пусть теперь . Тогда  изоморфна подгруппе группы . 

Из леммы 1 следует, что во всех случаях, кроме 

8|=| F FG/ (3,2)GL

3/G SF  , 2-длина не превышает 1. 

По теореме 4.32 [6] в группе  существует подгруппа , у которой в качестве 

подгруппы выступает знакопеременная группа . Противоречие. Теорема доказана. 

G 3Z][F=H

4A
 
3. Доказательство теоремы 2 
1. Вначале докажем, что . По индукции . 

Так как 

4NA 4G )(/ NA GG
4NA  – насыщенная формация, то, по лемме 10, G  – примитивная группа: 

 является единственной минимальной нормальной подгруппой группы , 

,  – элементарная абелева подгруппа порядка , , а  

изоморфна некоторой неприводимой подгруппе из группы 

)(= GFF

)(= FCF G

G

F/F np

F

MF][= G

),( pn

G

GLAut   (лемма 11). 

Из леммы 12 следует, что порядок  равен либо F p , либо , либо  либо  

либо , либо , либо , либо , либо . 

2p 32 , 42 ,
52 33 35 311

= pZ

317
F/Если  то  и  – циклическая группа. Поэтому pF |=| , 1FAut G AFG/  

и . Пусть . Тогда  изоморфна некоторой неприводимой 

подгруппе группы GL . По лемме 8, , поэтому . 

4NA 2|= p

GL
4

| F

)p

F/

A
G

(2,

NAG

/ FG


4

2O

/FG

2|=

2|=

4NAG

F/

1=

F/
)

Рассмотрим случай, когда . Тогда  изоморфна некоторой 

разрешимой подгруппе группы . Так как , то из леммы 1 следует, 

что  и . 

3| F

2)

G

)F(3, /(G

(4GL

2A 2 NANA G

Рассмотрим случай, когда . Тогда  изоморфна некоторой 
разрешимой неприводимой подгруппе группы . Из леммы 2 следует, 

что  и . 

4| F G
,2

3/ AFG 43 NANA G
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Рассмотрим случай, когда . Тогда  изоморфна некоторой 
разрешимой неприводимой подгруппе группы . Из леммы 3 следует, 

что  и . 

52|=| F FG/
(5,2)GL

2/ AFG 42 NANA G

Рассмотрим случай, когда . Тогда  изоморфна некоторой 

разрешимой подгруппе группы . Так как 1 , то из леммы 4 следует, 

что . 

33|=| F

3)

FG/

=)F(3,GL /(3 GO
4NAG

Рассмотрим случай, когда . Тогда  изоморфна некоторой 

разрешимой подгруппе группы . Так как 1 , то из леммы 5 следует, 

что . 

35|=| F

5)

FG/

=)F(3,GL /(5 GO
4NAG

Осталось рассмотреть случаи, когда  или . Тогда  
изоморфна некоторой разрешимой неприводимой подгруппе группы  
или  соответственно. Из леммы 6 следует, что в каждом из случаев 

. 

311|=| F 317|=| F FG/
3,11)(GL

(3,17)GL
3 NANA  4G

Итак, . Из леммы 7 получаем, что производная длина 4NAG )(/ GG   
не превышает 5. 

2. Пусть p  – наибольший простой делитель порядка группы, а  – 

ее силовская 
pG

p -подгруппа. Предположим, что  и 19>p {31,307}p

G

. Используя 

индукцию по порядку группы, покажем, что  нормальна в . Поскольку формация 

всех 
pG

p -замкнутых подгрупп является насыщенной формацией, то по лемме 10 G  – 
примитивная группа: ,  – единственная минимальная нормальная 

подгруппа группы  порядка  для некоторого )

1=)(G )(= GFF
nqG (Gq   и натурального , 

, а  изоморфна подгруппе группы автоморфизмов  (лемма 11). 

Из леммы 12 следует, что порядок  равен , , 8, 16, 32, 27, 125, 1331 и 4913. 

При 

n

)= FF

q

(CG F/G F

F q 2q

p =

q

 из п. 3 теоремы 1 получаем, что  нормальна в . Поэтому считаем, 

что 
pG G

p > . 
Пусть , тогда  – циклическая группа порядка, делящего . Ввиду 

того, что 
qF |=| FG/ 1q

p  – наибольший простой делитель порядка группы , этот случай 
исключается. 

G

Пусть теперь . Тогда  изоморфна подгруппе группы , 

порядок которой равен . Поэтому, учитывая, что 

2|=| qF

( 2q

FG/

1)

)(2,qGL

)( 2  qq qp > , получим, 
что p  делит , что возможно только при , а . Противоречие. 1q 3=p 2=q

Если , то  изоморфна подгруппе группы , порядок которой 

равен 7 . Теперь , что исключается условием. 

8|=| F FG/

{2,3,7}
(3,2)GL

323  p
Если , то  изоморфна подгруппе группы , порядок которой 

равен 7 . Теперь , что исключается условием. 

16|=| F

5 
FG/

p

(4,2)GL

32 26  {2,3,5,7}
Если , то  изоморфна подгруппе группы , порядок которой 

равен . Теперь , что исключается условием. 

32|=| F

3175 
FG/

p

(5,2)GL

32 210  1}{2,3,5,7,3
Если , то  изоморфна подгруппе группы , порядок которой 

равен . Теперь , что исключается условием. 

27|=| F

13
FG/

p

(3,3)GL

32 35  {2,3,13}
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Если , то  изоморфна подгруппе группы , порядок которой 

равен . Теперь , что исключается условием. 

125|=| F

315 
FG/

p

(3,5)GL

327  {2,3,5,31}
Если , то  изоморфна подгруппе группы , порядок 

которой равен . Теперь 

1331|=| F

325 
FG/

1113 
(3,11)GL

9753  1,19}{2,3,5,7,1p , что исключается 
условием. 

Если , то  изоморфна подгруппе группы , порядок 

которой равен . Теперь 

4913|=| F

1732 3213 
FG/

7

(3,17)GL

30 7}{2,3,17,30p , что исключается условием. 

Итак, силовская подгруппа  нормальна в группе  для наибольшего 

простого )
pG G

(Gp   при условии, что  и 1>p 9 {31,307}p . 
Теперь положим ,31,307}1,13,17,19{2,3,5,7,1\)(= G  и покажем, что              

 -холлова подгруппа  нормальна в группе . Так как по индукции  

и класс всех 
G G 1=)(GO

 -замкнутых групп является насыщенной формацией, то  – 
примитивная группа по лемме 10. По лемме 11 можно считать, что  и в  
существует единственная минимальная нормальная подгруппа ) , которая 

будет элементарной абелевой 

G
1= G)(G

(= GFF

p -подгруппой порядка, делящего  , , ,  

или . Фактор-группа  изоморфна подгруппе группы  для  и 

32 ,

)

33 5

=p

3 27 213

2 5231 F ,(nGLG/ p n , 
или  и }p {3,5,11,17 3n {7,13,19,3, или 1,307}p  и 2n . 
Так как ,31,307}1,13,17,19{2,3,5,7,1))(( GL , pn  для этих значений  и n p , то FG/

' -групп

  – 

а. 
Итак,  нормальна для G  ,31,307}1,13,17,19{2,3,5,7,1\)(= G . Если p  – 

наибольшее из  , то pG  нормальн в G  по доказанному. По индукции pGG /  

дисперсивна по Оре, откуда следует, чт подгруппа G  дисперсивна по Оре. Теорем

 

ие 

а 

о  а 2 

доказана. 
Следствие. Пусть разрешимая группа G  обладает нормальным рядом таким, 

что силовск p -

шае

по ы е

т
. Испо льстве утв. 1 теоремы 2, 

получим, что По лемме 7, производная длина

дгрупп  го факторов являются либо бициклическими, 

либо порядка 3p  для каждого {2,3,5}p . Если G  4A -свободна, то производная длина 
(/ GG   не пр  4. )
Доказательство

евы
льзуя лемму 9 в доказате

 3/ AFG .  )(/ GG   не превышает 4. 

2. 
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The structure of solvable group with bicyclic Sylow subgroups or Sylow subgroups of order 

3p  for al  )(Gp   in fa

at mo h ngth 

ctors of a normal series is studied. The following statements hold: the nilpo-

 length of G  is st 4, t e derived letent )(/ GG   i

orders of 

s at most 6,  and 

e . As it appeared that if nonbicyclic Sylo ors 

umbers 

2)(2 Gl , 

w subgr

2)(3 Gl

oups in fact1) 

mit to

(Glp

to li

 for all prim

 cubes of sm

3>p

all prime n 17},5,11,{2,3p , either 16, or 32, it is possible to keep the 

top estimation of derivat he lengt  )(/ GG  is equal to 5. Here l p )(G  is the l
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УДК 513.82 

А.А. Юдов, И.Н. Машлякевич 

О РЕДУКТИВНОСТИ ОДНОРОДНЫХ ПРОСТРАНСТВ 
С ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ ГРУППОЙ G-ГРУППОЙ 
ДВИЖЕНИЙ ПРОСТРАНСТВА МИНКОВСКОГО 
C ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИМИ ГРУППАМИ 
СТАЦИОНАРНОСТИ 
 
В работе рассматривается пространство 1R4  – четырехмерное псевдоевклидово пространство си-

гнатуры 2 (пространство Минковского). Исследуются однородные пространства с фундаментальной гру-
ппой Ли G – группой Ли движений пространства 1R4. Изучается класс таких пространств, имеющих в ка-
честве группы стационарности двухпараметрическую подгруппу Ли группы Ли Н вращений пространст-
ва 1R4. Среди однородных пространств такого вида находятся все редуктивные пространства. В алгебрах 
Ли этих редуктивных пространств находятся все редуктивные дополнения. 

 
Введение 
В работе изучается геометрия однородных пространств. Исследование таких 

пространств является одной из актуальных проблем современной геометрии. В этом 
направлении выполняется много исследовательских работ. В Беларуси задачами такого 
характера занимались В.И. Ведерников, И.В. Белько, А.А. Бурдун, В.В. Балащенко, 
С.Г. Кононов, Л.К. Тутаев, А.С. Феденко и другие, а за рубежом – эстонский геометр 
Ю. Лумисте [1] и японские геометры К. Номидзу и Ш. Кобаяси [2; 3]. Ю. Лумисте по-
казал применимость редуктивных однородных пространств к проблеме расширения 
связностей на расслоениях с редуктивными однородными слоями. К. Номидзу 
и Ш. Кобаяси проводили широкое исследование редуктивных однородных про-
странств, в частности, исследовали свойства инвариантной связности в редуктивных 
однородных пространствах. В данной работе исследуется специальный класс однород-
ных пространств, фундаментальной группой для которых является группа Ли G движе-
ний четырёхмерного псевдоевклидова пространства сигнатуры 2 – пространства 1R4 . 
Рассматриваются такие однородные пространства, группа стационарности у которых 
двухпараметрическая. Среди таких пространств находятся все редуктивные однород-
ные пространства, в алгебрах Ли фундаментальных групп Ли которых находятся все 
соответствующие редуктивные дополнения. 

Постановка задачи и метод исследования 
Группа Ли G является полупрямым произведением группы Ли H стационарнос-

ти точки пространства 1R4  и абелевой группы T4 параллельных переносов пространства 
1R4: G = H T4. 

Алгебра Ли G  является полупрямой суммой алгебры Ли H группы Ли H и ком-
мутативной алгебры Ли группы Ли: G = H 4. 

Рассмотрим связные подгруппы Ли группы Ли G движений пространства 1R4. 
Все связные подгруппы Ли группы Ли G, с точностью до сопряженности, перечислены 
в работе [4]. 

Тем самым классифицированы с точностью до изоморфизма все однородные 
пространства со структурной группой . Ставится задача среди всех таких однород-
ных пространств выделить редуктивные однородные пространства. В данной работе 
найдены все редуктивные однородные пространства вида 

G

iG , где
i
 – связная двух-G/  G
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параметрическая подгруппа Ли группы Ли H  вращений пространства 
4

1R . Метод ре-

шения задачи состоит в том, что для исследуемого однородного пространства 
iGG /  

рассматриваются соответствующие алгебры Ли G  и 
iG , затем находятся все двумер-

ные подпространства алгебры Ли H , инвариантные относительно ad i . Среди таких 

пространств находятся дополнительные к 

G

iG . Эти пространства будут редуктивными 

дополнениями для однородного пространства 
iG

H . Поскольку пространство HG /

ва 

 G /

ре-

дуктивно, отсюда будет следовать редуктивность однородного пространст

всякое редуктивное однородное пространство

может

iGG / . 

При этом можно показать, что   
iG  

 быть получено таким образом. 

Определение. Однородное пространство 
iG

H  называется редуктивным, ес-

ли алгебра Ли H  группы Ли H распадается в прямую сумму подпространств: 

iGmН  ,                                                        (1) 

причем подпространство m инвариантно относительно iGad , где iGad  – присое-

диненное представление алгебры Л  и
iG . 

Для нахождения редуктивных дополнений используем сле щий способ. 

Пусть а

дую

1, а2 – базис алгебры Ли 
iG  группы Ли Gi, принадлежащей группе ли Н. Расс-

мотрим четырехмерное  подпространство m алгебрывекторное  Ли H , 
векторами b1, b2, b3 , b4,

выпол  т

, b

образованное 
 т.е. m={b1, b2, b3, b4 }. Для этого подпространства m потребуем 

нимость условия инвариантности относительно iadа , i=1, 2, .е. выполнимость 

условий: 
[ai j]=j1b1+j2b2+j3b3+j4b4, j=1, 2, 3,4.                             (2) 

Систему (2) будем называть системой инвариантности пространства m, 
или просто системой инвариантности. Раскладывая левую и правую части по базису i5, 

i6, i7, i8, i9, i10 алгебры Ли H  [5], получим систему инвариантности в виде системы ал-
гебраических уравнений. Пусть например bj=j5i5+…+j10i10. Элементарными преобра-
зова-ниями можно от базиса {b1, b2, b3, b4 4

получе инвариантные относительно

} перейти к базису {b1, b2, b3, b  с более 
простыми коэффициентами 

 }

 ad

jк. Для этого придется рассмотреть 15 случаев. При этом 
система инвариантности упростится. Пусть система инвариантности решена и в итоге 

 iG . ны четырехмерные пространства mm ,,1  , k

Среди 

ие редуктив  пространств

этих пространств нужно выбрать такие, которые удовлетворяют условию (1). 
Такие пространства ml  и будут искомыми редуктивными дополнениями. 

Нахожден  
iG

H  ных

Все двухпараметрические подгруппы Ли группы Ли Н известны [4]. Запишем 

алгебры Ли для этих дгрупп с помощью базисов: по 5G ={i6, i9 },  
6G ={ i5–i8, i7+i10}, 

7G ={ i5–i8, i6 }. 
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Рассмотрим iоператор . Буде6 м искать четырехмерные инвариантные подпрост-
ранства алгебры Ли H , инвариантные относительно Достаточно рассмотреть 

следующие
1. Инвариантные пространств

)( 6iad . 

 случаи: 
а ищем в виде: 

 96195 ,6 iiii 6897960 ,, qipiitisiiii   . 

 

Система инвариантности имеет 

вид: 0 p , 0 q , 0s , 0t , 0 , 0 , 0  , 0 . Из первого, о о 
мого уравнений следует, что 0

втор г
p 0и седь , q , 0  соответственно. Тогда получим 

инвариантные пространства в виде:  87 , ii105, ii , . 

2. Инвариантные пространства ищем в виде: 
 105 siii 969879898 ,,, piitiiiiii    .

дующий

 Система инвариантности примет сле-

 вид: 12   , 0  , 0 s , 0 t , 0 s , 0  s . 

Из первого уравнения следует, что 1 огда рассмотрим первый случай, когда 

1
 , 

.

т

 Получим: 0 , s , t 0 , 0 . Рас  второ , когда  , смотрим й случай  1

получим 0 , s , 0t , 0 . 

6878108 ,, piiii
Тогда получим инвариантные пространства 

в виде:  95 , iiii   . 
3. Инвариантные пространства ищем в : 

 96876810685 ,,, itiiiiiiiii 
виде

s  . Система инва ности имеет : 

0

риант вид

  , 12   , 0 t , 0 s , 0 s , 0 s . Из второго ура-

внени чт  1 тогда  следует, что 0я следует, о ,  из первого  , а из третьего, четвер-
0t , 0 ) и з пятого и шестого уравнений но, что sтого ( и  вид  . Получим -

риантные пространства в виде:  98185 ,,, iiiiii
 инва

78i0   . 
4 е . Инвариантны пространства ищем в виде: 

5 ii 9698971097 ,,, tiisiiiiii   . Система нвариантности примет следую-

щий 

и

вид: 0 , 0 s , 12  , 0 , 0  , 0  . Из третьего уравнения 
след  1ует, что  . Рассмотрим случай, когда 1 , тогд  первого и четве-
ртог

а получим из
о 0 , 0  соответственно и из второго 0s . Рассмотрим случай -

да 
, кор

1 . Получим 0 , 0 , 0s . 
виде :  ,, iii 

Тогда получим инвариантные пространства  

9687105 , tiii  . 

5. Инвариантные пространства ищем в виде: 
,,, iiiii 

 в

 9686710675 siiii   . Система инвариантности имеет вид: 

0 s , 0 , 0 , 12  , 0  , 0 . Из четвертого у внения следу-ра
ет, что 1 , а из пятого 0 . Рассмотрим случай, когда 1 , получим 0 , а то-
гда и 0s . Рассмотрим случай, когда 1 , получим 0 , 0s . Полу ри-чим инва
антные пространства в виде:  987105 ,, iiii,i  . 

6. Инвариантные пространства ищем в виде:  968710875 ,,, iiiiiiii    

Система инвариантности имеет вид: 0  , 12   , 12   , 
 0 вт ре е уравнения, получим, что . Сложив орое и т ть   . Р ассмотрим 

первый случай, когда   . Тогда  ,   1   1  при условии, 
что 01   . Рассмотрим второй случай, когда   . Получим систему вида: 

02   ,   12  ,  12   , 0  . Рассмотрим случай 2а) 0 . Тог-
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да из второго уравнения системы получим 1 , из третьего 1 , а из четвертого 

0 . Рассм  с учай 2б) 0отрим л  . Получаем 


 1
 . В итоге получим инвариант-

 ные пространства в виде: 975 687108 ,,1,1 iiiiii   , ii 

 9671085 ,,, iiiiii  , 






  1075

1
, iii


 968 ,, iii . 

7. Инвариантные пространства ищем в виде: 
 5 ,,, siiiiiii  969897910 ii . Система инвариантности противоречива.  

8. Инвариантные пространства ищем в виде:  ,,, iiiiiiii 968676105 .  
Система инвариантности противоречива. 

9. Инвариантные пространства ищем в виде:   96878105 ,,, iiiiiii    Систе-

1 0ма инвариантности имеет вид:  2  ,   , 0 , 1  . Рассмотрим 

случай, когда 0 , тогда из последнего уравнения получим 


 1
 . В случае, когда 

0 , 0 приходим к противо  в виде: речию. Получим инвариантные пространства





9 . 

10. Инвариантные пространства ищем  виде: 


 5i  710, i 68 ,,

1
iii


i

 9687105 ,,, iiiiii   .  в Систе-

инвариантности примет вид: 0 , 0 . ма Полу пространства 

: 

11. Инвариантные пространства ищем в виде: 

чим инвариантные 

в виде  9685 ,,, iiii . 

 969897910 ,,, iiiiiiii   . 

Система инвариантности противор
виде: 

ечива. 
12. Инвариантные пространства ищем в  96, ii 867610 ,, iiiii    Сис-

тема инвариантности противоречива. 
13. Инвариантные пространства ищем в виде:  9687810 ,,, iiiiii    Система 

инвариантности имеет вид: 0 , 0 . Получим  в виде: 

14. Инвариантные пространства ищем в виде: 

инвариантные пространства

 96, ii . 710 ,, ii

 96810 ,,, iiii 7i .  Система инва-

 противоречива. 
15. Инвариантные пространства ищем в виде: 

риантности
 7 ,i . 968,, iii Система инвариант-

противоречива

инвариантны только следующие четырехмер-

подпространства алгебры Ли

ности 

ные 

. 
Таким образом, получена 
Теорема 1. Относительно ad 6i  

 H : 
1.  8710, ii5 ,, ii , 

2. 878108 ,, piiiii 965 , iii  ,   
3.  9878 ,, iiii1085 , iii   , 

4.  96871 ,, tiiii05, ii , 
5.  987105 ,, iiii,i  , 

6.  968710875 ,,1, i 1 iiiiiii   , 
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 9671085 ,,, iiiii  , i




  9681075 ,, iiiii


 ,  1

, i

7. 






  9687105 ,,

1
, iiiiii


 , 8.  9685 ,,, iiii , 9.  96710 ,,, iiii . 

Рассматривая аналогично оператор  9adi , ы  iiad 85  ,  iiad   прих107

ющим теоремам. 

одим 

к следу

Теорема 2. ль  инвариантны только следующие четырехмер-Относите но 9adi

ные подпространства алгебры Ли H : 
1.  81 , ii , 705 ,, ii

2.




  9671085 ,,, iiiii


 ,   1

i 96 , 8710875 1,1 iiiiii    ,, ii

3. ,, iiii 9687105 , ii  ,  4.  ,,, iiii . 96810

Теорема 3. Относительно  85 iiad   инвариантны только следующие

хмерные подпространства алгебры Ли 

 четыре-

H : 
1. 8510796 ,,, iiiiii  ,  85107896 ,,, iiiiiii  , 

 85107898106 ,,, iiiiiiiiii   , 10

2. 




 858796 ,, iiiiii


, 

3. 85107

 108, ii 11

 6 ,,, iiiii  ,  4.  , iiiii 851079 ,,  . 

Теорема 4. Относительно  107 iiad   

 Ли 

инвариантны только следующие четы-

H : рехмерные подпространства алгебры

1. 10785108 ,, iiiiii  91086 , iiii   ,  107851096 ,,, iiiiiii  , 

 iii 107596 ,,, ii8i  , 

2. 






  10710810596 ,

1
,

1
, iiiiiiii


 , 

3.  107856 ,,, iiiii  , 4.  107859 ,,, iiiii  . 

Вернемся к вопросу о редуктивности однородных пространств. Рассмотрим по-
далгебру  965 , iiG  . Из теоремы 1 и теоремы 2 следует, что для 6adi  и 9adi  одновре-

менно вин ариантным является только одно четырехмерное пространство  87105 ,,, iiii , 

которое также является дополнительным к алгебре 5G . Следовательно, 

рема: 

о 

получена тео-

Теорема 5. Однородное пространств
5G  являются редуктивным. Единст-

венным редуктивным дополнением для подалгебры Ли 

H

5G  в алгебре Ли H  является 
подпространство 87105 ,,, iiii . 

з теорем 3 и 4 следуетИ , что у операторов  85 iiad   и  107 iiad   нет общих инвариан-

тных четырехмерных подпространств алгебры Ли H . Поэтому алгебра Ли 6G  не имеет  

 Ли в алгебре H  редуктивных дополнений. Таким образом, получим теорему: 
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Теорема 6. Однородное пространство 
6G

H  не является редуктивным. 

Рассмотрим подалгебру  6857 , iiiG  . Из теорем 1 и 3 следует, что у операто-

 85 ii   и 6adi  нет общих инвариантных четырехмерных подпространств алгеб-ров

ры 

 ad

Ли H . Поэтому алгебра Ли 7G , не имеет в алгебре Ли H  редуктивных дополнений. 
Следовательн , получили теорему: 

Теорема 7. Однородное пространство

о

 
7G

H  не является редуктивным. 

Итоги исследований заключим в следующей теореме: 

Теорема 8. Однородное пространство 
5G

H является редуктивным. Редуктив-

ным дополнением в алгебре Ли H  для подалгебры Ли 5G  является только подпростран-

ство  ,,, iiii . Однородные пространства87105   
6G

H ,
7G

H  не являются редуктивными. 
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Да ведама аўтараў 
 

Рэдкалегія часопіса разглядае рукапісы толькі тых артыкулаў, якія адпавядаюць навуковаму 
профілю выдання, нідзе не апублікаваныя і не перададзеныя ў іншыя рэдакцыі.  

Артыкулы прадстаўляюцца на беларускай ці рускай мовах у двух экзэмплярах аб’ёмам 
ад 0,35 да 0,5 друкарскага аркуша, у электронным варыянце ў фармаце Місrоsoft Word for Windows 
(*.dос; *.гtf) і павінны быць аформлены ў адпаведнасці з наступнымі патрабаваннямі: 

• папера фармату А4 (21×29,7 см); 
• палі: зверху – 2,8 см, справа, знізу, злева – 2,5 см; 
• шрыфт – гарнітура Тіmеs New Roman; 
• кегль – 12 рt.; 
• міжрадковы інтэрвал – адзінарны; 
• двукоссе парнае «...»; 
• абзац: водступ першага радка 1,25 см; 
• выраўноўванне тэксту па шырыні. 
Максімальныя лінейныя памеры табліц і малюнкаў не павінны перавышаць 15×23 см або 23×15 см. 

Усе графічныя аб’екты, што ўваходзяць у склад аднаго малюнка, павінны быць згрупаваны паміж сабой. 
Фатаграфіі ў друк не прымаюцца. Размернасць усіх велічынь, якія выкарыстоўваюцца ў тэксце, павінна 
адпавядаць Міжнароднай сістэме адзінак вымярэння (СВ). Забараняюцца скарачэнні слоў, акрамя 
агульнапрынятых. 

Спіс цытуемай літаратуры павінен быць аформлены паводле ДАСТа 7.1-2003 і размешчаны ў канцы 
тэксту. Спасылкі на крыніцы ў артыкуле нумаруюцца адпаведна парадку цытавання. Парадкавыя нумары спасылак 
падаюцца ў квадратных дужках (напрыклад: [1, с. 32], [2, с. 52–54]) . Забараняецца выкарыстанне канцавых зносак. 

Артыкул уключае наступныя элементы па парадку: 
– УДК; 
– ініцыялы і прозвішча аўтара (аўтараў); 
– назва друкуемага матэрыялу; 

              – анатацыя ў аб’ёме ад 100 да 150 слоў на мове артыкула (кегль – 10 рt.); 
– асноўны тэкст з табліцамі, графікамі і іншымі ілюстрацыйнымі матэрыяламі, структураваны 

ў адпаведнасці з патрабаваннямі ВАК да навуковых артыкулаў, якія друкуюцца ў выданнях, уключаных 
у спіс навуковых выданняў для апублікавання вынікаў дысертацыйных даследаванняў; 

– бібліяграфічныя спісы да артыкула ў адпаведнасці з ДАСТам 7.1-2003; 
 – рэзюмэ на англійскай мове (кегль – 10 рt.) з перакладам прозвішча і ініцыялаў аўтара 
(аўтараў) і назвы друкуемага матэрыялу. 
            Да рукапісу артыкула абавязкова дадаюцца: 

• звесткі пра аўтара на беларускай мове (прозвішча, імя, імя па бацьку поўнасцю, вучоная 
ступень і званне, месца працы (вучобы) і пасада, хатні адрас і тэлефон); 

• для аспірантаў і суіскальнікаў – звесткі аб навуковых кіраўніках; 
• рэкамендацыя калегіяльнага органа ўстановы (падраздзялення), дзе працуе (вучыцца) аўтар;  
• рэкамендацыя знешняга рэцэнзента; 
• экспертнае заключэнне. 
Рэдакцыйная калегія часопіса праводзіць экспертызу атрыманых дакументаў і робіць дадатковае 

рэцэнзаванне артыкулаў. Рукапісы, аформленыя не ў адпаведнасці з выкладзенымі правіламі, 
рэдкалегіяй не разглядаюцца. 

 
 

Карэктары К.А. Зуева, Л.М. Калілец, Ж.М. Селюжыцкая  
Камп’ютэрнае макетаванне А.Я. Кулай, С.М. Мініч  
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