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О СХОДИМОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ С НОРМАЛЬНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ
Пусть  
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 – банахово пространство. В работе [1] для уравнения
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были описаны условия, при которых последовательные приближения
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(2)

сходятся к одному из решений уравнения (1). В работах [2,3] было уточнено к какому из решений уравнения (1) сходятся последовательные приближения (2) и, более того, показано, что приближенные последовательные приближения
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 – ошибка на 
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-ом шаге при вычислении последовательных приближений, 
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 – фиксированное число) связаны с точными последовательными приближениями (2) неравенствами 
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где 
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 – сходящаяся к нулю последовательность, зависящая, естественно, от начального приближения 
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. Элементы последовательности 
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 при увеличении номера 
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 сначала уменьшается, а потом увеличивается. Поэтому приближенные последовательные приближения (3) вначале приближаются к точному решению, а затем начинают от него удаляться. Более того, оказывается, что при уменьшении 
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 близость этих приближений к точному решению стремится к нулю при 
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. Описанный факт часто записывается в виде равенства
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или в виде равенства 
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При выполнении соотношений (5) и (6) говорят, что приближённый итерационный метод (3) квазисходится к точному решению.

Оказывается, что аналогичные утверждения справедливы и для уравнений с нормальными операторами. 
Теорема 1. Пусть 
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 – нормальный оператор с 
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]B

. Пусть уравнение (1) разрешимо. Тогда последовательные приближения (2) при любом начальном условии 
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 сходятся к одному из решений уравнения (1).
Более точно, приближения (2) сходятся к решению 
[image: image27.wmf]*

x

 уравнения (1), для которого 
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 – ортопроектор на подпространство собственных векторов оператора 
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, удовлетворяющего собственному значению 
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Если уравнение (1) не имеет решений, то невязки последовательных приближений (2) сходятся к нулю.

Для истокообразных правых частей, в условии теоремы 1, можно установить скорость сходимости. Легко установить и условие сходимости последовательных приближений в более слабых нормах, чем исходная.

Теорема 2. Пусть 
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 – нормальный оператор в гильбертовом пространстве 
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 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]B

. Пусть уравнение (1) разрешимо. Тогда «приближенные» последовательные приближения (3) квазисходятся к точному решению 
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; иными словами для этих «приближенных» последовательных приближений справедливы равенства (5) и (6).
Полученные результаты могут быть перенесены на операторные уравнения первого рода.

Аналогичные теореме 2 утверждения верны и в случае, когда 
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 с той или иной скоростью стремится к нулю. При этом последовательность 
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; здесь 
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 – некоторая норма последовательности, а 
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 – двойственные нормы элементов 
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