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В работе М.А. Красносельского [2] было показано, что решение уравнения
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с самосопряжённым оператором 
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, спектральный радиус которого равен 
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, может быть получено методом последовательных приближений
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с любым начальным условием, если такие решения существуют.

Так как спектральный радиус оператора 
[image: image5.wmf]B

 равен 
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, то в случае, когда последовательные приближения вычисляются приближённо, эти приближённые последовательные приближения к точному решению уже не сходятся. Однако, как  показано в работах [3-4], что в случае, когда последовательные приближения вычисляются с малыми ошибками, не превышающими достаточно малого числа 
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, эти приближённые последовательные приближения, вообще говоря, при больших, но не очень больших, номерах 
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, сколь угодно близко подходят к точному решению.

В работе [1] была получена модификация теоремы М.А. Красносельского [2] (см. также [5]) о сходимости последовательных приближений для случая, когда оператор 
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 является нормальным. Одновременно, в работах [3-4] был получен ряд новых, связанных с теоремой М.А. Красносельского, утверждений для уравнений с самосопряженными операторами (сходимость невязок к нулю, ряд уточнений о скорости сходимости последовательных приближений к решению, поведение последовательных приближений при вычислениях с ошибками и др.). Естественно возникает вопрос о переносе результатов статей [3-4] на случай, когда оператор 
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 является нормальным. Настоящая работа посвящена этому вопросу. Используемые в работе общие теоремы о линейных операторах и уравнениях см. в [6,9].
1. Как показано в [1], условия сходимости последовательных приближений (2) к соответствующему решению уравнения (1) могут формулироваться различными (эквивалентными друг другу) способами. Все они гарантируют корректность оператора 
[image: image11.wmf]B

, т.е., сильную сходимость последовательности 
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 итераций оператора 
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. В настоящей статье в качестве основного условия, гарантирующего эту сходимость выбрано равенство 
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Приведём точную формулировку теоремы из [1] о сходимости последовательных приближений (2) к решению уравнения (1) в случае, когда 
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 – нормальный оператор с 
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 будем обозначать ортопроектор на подпространство собственных векторов оператора 
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, удовлетворяющего собственному значению 
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Теорема 1. Пусть 
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 – нормальный оператор с 
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 в гильбертовом пространстве 
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. Пусть уравнение (1) разрешимо.

Тогда последовательные приближения (2) при любом начальном условии 
[image: image30.wmf]X

x

Î

0

 сходятся к одному из решений уравнения (1). Более точно, приближения (2) сходятся к решению 
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 уравнения (1), для которого 
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Рассмотрим вопрос о поведении невязок 
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(поправки 
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 совпадают с невязками 
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, взятыми с обратным знаком), то из (2) следует
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Из этого равенства вытекает (см. [6,8]), что
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Из спектральной теоремы для нормальных операторов [7] вытекает неравенство
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(
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 – спектральная мера для оператора 
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). К этому неравенству можно применить теоремы Лебега о предельном переходе. В результате получаем следующее утверждение:

Теорема 2. Пусть 
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 – нормальный оператор с 
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 в гильбертовом пространстве 
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Тогда невязки 
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 для последовательных приближений (2) при любом начальном условии 
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Отметим, что условие 
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 в этой теоремы необходимо, но в общем случае не достаточно, для разрешимости уравнения (1). Таким образом, невязки для последовательных приближений могут сходиться к нулю и в том случае, когда исходное уравнение вообще не имеет решений.
2. Скорость сходимости последовательных приближений (2) к соответствующему решению уравнения (1) и скорость сходимости невязок к нулю для этих последовательных приближений в условиях теорем 1 и 2 существенно зависит от свойств «гладкости» самого решения 
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 (если оно существует) и от выбора начального приближения 
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. При дополнительных предположениях о решении 
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 и начальном приближении 
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 скорости соответствующих сходимостей могут быть уточнены. Ограничимся здесь двумя утверждениями, аналогичными теореме 3 из [3]; их доказательства дословно повторяют доказательство теоремы 3 из [3] и потому не приводятся.

Напомним (см. [3]), что через 
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здесь 
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 – некоторая непрерывная функция из 
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 не являются собственными значениями оператора 
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пространство 
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Повторяя рассуждения из [3] можно показать, что последовательность 
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Теорема 3. Пусть 
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где 
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[image: image102.wmf]0

*

Px

Px

=

.
Предположение 
[image: image103.wmf]X

B

x

x

)

(

*

0

q

Î

-

 этой теоремы практически не слишком удобно – решение 
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Теорема 4. Пусть 
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3. В ряде задач при исследовании последовательных приближений достаточно установить их сходимость в норме, более слабой, чем исходная норма гильбертова пространства 
[image: image123.wmf]X

. Примером таких норм может служить норма


[image: image124.wmf],

0

Tx

x

=


(7)

где 
[image: image125.wmf]T

 – некоторый оператор с 
[image: image126.wmf]0

ker

=

T

. При этом наиболее простым оказывается случай, когда оператор 
[image: image127.wmf]T

 перестановочен с оператором 
[image: image128.wmf]B

 (
[image: image129.wmf]BT

TB

=

). Среди таких операторов наиболее простыми являются операторы вида


[image: image130.wmf]),

(

B

T

p

=


(8)

где 
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 – некоторая функция, нули которой, отличные от 
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Напомним, что для последовательных приближений 
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Повторяя рассуждения из [3] приходим к следующему утверждению, обобщающему теорему М.А. Красносельского.

Теорема 5. Пусть 
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Аналогично, для невязок 
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Отсюда
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где снова 
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Теорема 6. Пусть 
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4. Нас теперь будет интересовать поведение последовательных приближений
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Так как 
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то неравенство (12) влечёт неравенство
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Напомним, что элемент 
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Эта последовательность будет 
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Ее наименьшее значение при натуральных 
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Тем самым,
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Правая часть этого неравенства при больших 
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 и малых 
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Иногда используется другое условие
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Ниже будем говорить, что приближённый итерационный метод (11) при выполнении соотношений (14) и (15) квазисходится к точному решению.

Проведённые рассуждения показывают, что верна

Теорема 7. Пусть 
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; иными словами для этих  «приближенных» последовательных приближений справедливы равенства (14) и (15).
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CONVERGENCE OF SUCCESSIVE APPROXIMATIONS
FOR EQUATIONS WITH A NORMAL OPERATOR
Summary
The article deals with normal linear operators 
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 (under condition that these solutions exist). Sufficient conditions for the convergence of successive approximations on subspaces of sourcewise represented functions and in weakened norms are established. The behavior of residuals and corrections of these approximations is studied too.  Moreover, the behavior of  “approximate” successive approximations is also investigated.
 Successive approximations; successive approximations with errors; normal operators in Hilbert spaces; spectral radius; spectral theorem for normal operators; well-posed and ill-posed problems; Krasnosel’skii’s theorem 

Реферат
УДК 517.983

Забрейко П.П., Михайлов А.В. Сходимость последовательных приближений для уравнений с нормальными операторами // Докл. НАН Беларуси. 2015. Т. 00, №. 0. С. 00-00.
В статье изучаются действующие в гильбертовом пространстве 
[image: image295.wmf]X

 нормальные линейные операторы 
[image: image296.wmf]B

 с единичным спектральным радиусом, для которых, однако, последовательные приближения 
[image: image297.wmf]f

Bx

x

n

n

+

=

+

1

 сходятся при любом начальном приближении 
[image: image298.wmf]0

x

 к одному из решений уравнения 
[image: image299.wmf]f

Bx

x

+

=

 при условии, что такие решения существуют. Получены достаточные условия сходимости последовательных приближений на подпространствах истокообразно представимых функций и сходимость приближений в более слабой, чем исходная, норме гильбертова пространства. Исследовано поведение невязок и поправок. Изучено также поведение последовательных приближений при вычислениях с малыми ошибками.
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