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В статье изучаются действующие в гильбертовом пространстве 
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 некоторые классы несамосопряжённых операторов, для которых справедливо утверждение теоремы М.А. Красносельского о сходимости последовательных приближений для уравнений с самосопряженными операторами в критическом случае. Для некоторых классов операторов в гильбертовом и банаховых пространствах изучаются также инвариантные подпространства, в которых утверждение теоремы М.А. Красносельского оказывается справедливым.
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The article deals some classes of non-selfadjoint operators acting in a Hilbert space 
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, for which the statement of the MA Krasnosel’ski theorem on convergence of successive approximations for equations with selfadjoint operators in the critical case is true. For some classes of operators in Hilbert and Banach spaces, we also study invariant subspaces, in which the MA Krasnoselski theorem is to be valid.

Keywords: successive approximations; normal, quasinormal, subnormal and hyponormal operators on a Hilbert space; correct and *-correct operators in Banach spaces.
Настоящая статья является продолжением [1]. В ней рассмотрены задачи о возможности распространения результатов [1] на более широкие, чем класс нормальных операторов, классы операторов в гильбертовом пространстве 
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. Эти классы изучались с различных точек зрения многими авторами (см., например, [2,3]); наиболее подробно их теория изложена в [4,5,6].

1. Напомним основные определения. Пусть 
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 – гильбертово пространство и 
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 действующий в 
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 непрерывный линейный оператор. 
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 – его сопряжённый. Оператор 
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 называется корректным [7,8], если последовательность операторов 
[image: image9.wmf]n

A

 (
[image: image10.wmf],...

2

,

1

=

n

) сильно сходится к некоторому линейному оператору 
[image: image11.wmf]P

. Далее  (см. [4]), оператор 
[image: image12.wmf]A

 называется нормальным, если 
[image: image13.wmf]*

*

AA

A

A

=

. Оператор 
[image: image14.wmf]A

 называется квазинормальным, если 
[image: image15.wmf]2

*

*

A

A

A

AA

=

. Оператор 
[image: image16.wmf]A

 называется субнормальным, если он является сужением некоторого нормального оператора 
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, действующего в некотором гильбертовом пространстве 
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 (неравенство понимается в смысле обычной упорядоченности самосопряжённых операторов; иными словами 
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Все перечисленные выше классы операторов тесно связаны со свойствами полярных разложений этих операторов ([4,9,10]). Напомним, что каждый непрерывный линейный оператор 
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 положительно определённый самосопряжённый оператор, определяемый равенством 
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 значения оператора 
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 могут выбраны произвольно, однако так, чтобы этот оператор был частичной изометрией. Если значения 
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 оператора 
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 будет максимальным.

Нам понадобится ряд утверждений о некоторых свойствах обобщённо нормальных операторов. Почти все они доказаны в [4] (см. также [2,10]).

Лемма 1. Следующие свойства непрерывного линейного оператора 
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 эквивалентны:
(a) 
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 квазинормальный оператор;

(b) В любом полярном разложении (1) оператора 
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 операторы 
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 и 
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 перестановочны;

(c) Существует полярное разложение оператора 
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, в котором 
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 и 
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 является изометрией.

Лемма 2. Справедливы следующие утверждения:

(a) Каждый квазинормальный оператор 
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 является субнормальным;

(b) Каждый субнормальный оператор 
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 является гипонормальным;

Оба включения являются строгими.
2. Анализ свойства корректности квазинормальных операторов основывается на следующем утверждении.

Лемма 3. Пусть 
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 – гипонормальный оператор. Тогда справедливы включения 
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Напомним, что гипонормальность оператора 
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 означает справедливость неравенства 
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Далее, если 
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, то есть, верно и второе из включений.

Теорема 1. Пусть 
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 квазинормальный оператор в гильбертовом пространстве 
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. Тогда для него следующие утверждения эквивалентны:

(a) 
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 корректный;

(b) 
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 обладает полярным разложением 
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, в котором 
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(c) 
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(d) 
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Тем самым, для квазинормального оператора полностью сохраняются приведённые в [1] утверждения теоремы М.А. Красносельского.

Из свойство (a)–(d) в этой теореме наиболее простым является, по-видимому, эквивалентные друг другу свойства (c) и (d). Нетрудно видеть, что оно, в случае самосопряженного оператора 
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 превращается в условие, что 
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 не является собственным значением оператора 
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. В дальнейшем именно это свойство будет использоваться как предположение, гарантирующее корректность квазинормального оператора.

3. Пусть 
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 – некоторый нормальный оператор в гильбертовом пространстве 
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. Как показано в [1] всё пространство 
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 представимо в виде ортогональной суммы
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трёх инвариантных для 
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 подпространств. Подпространство 
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 определяет множество этим 
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 является необходимым и достаточным условием корректности 
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Лемма 4. Пусть 
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 нормальный оператор в гильбертовом пространстве 
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Пусть теперь 
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 субнормальный оператор в гильбертовом пространстве 
[image: image152.wmf]X

. Тогда его произвольное продолжение 
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где 
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 – линейные операторы, действующие соответственно из 
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Продолжение 
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 является нормальным оператором, если и только если 
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Последние равенства можно переписать в виде системы
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(два последних равенства в (2) эквивалентны). Таким образом, верна

Лемма 5. Действующий в гильбертовом пространстве 
[image: image181.wmf]X

 оператор 
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Каждое из решений системы (3) определяет расширение 
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 оператора 
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. Необходимым условием разрешимости системы (2) является гипонормальность оператора 
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 является неотрицательно определённым. Очевидно, это условие не является достаточным. В работе [11] Т. Андо нашел одно из решений системы (3) и, следовательно, одно из нормальных расширений 
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Нормальное расширение Андо 
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 представимо в виде якобиевой матрицы в пространстве 
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Оператор 
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 нормален в том и только том случае, когда 
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Однако, эти равенства непосредственно вытекают из определений (4)–(5).

Из проведенных рассуждений вытекает еще одно утверждение Андо: Если для оператора 
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Среди нормальных расширений с точностью до изоморфизма существует минимальное расширение. В общем случае расширение Андо не является минимальным. По крайней мере, для оператора взвешенного сдвига минимальное расширение было построено в работе [12].

Теорема 2. Пусть 
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или, иными словами, для которых 
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Тем самым, и для субнормального оператора с незначительным изменением сохраняются приведённые в [1] утверждения теоремы М.А. Красносельского.

4. Аналог теорем 1-2 для гипонормальных операторов, по-видимому, не имеет место.
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Это соображение приводит к задаче описания условий на оператор 
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Для описания второго случая напомним несколько определений. Оператор называется нормалоидным, если 
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Лемма 6. Пусть оператор 
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Пусть такое 
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Так как 
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Геометрическая иллюстрация утверждений леммы 6 изображена на рис. 1. 
Отметим, что в общем случае подпространство 
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Непосредственно из леммы 6 следует

Теорема 3. Пусть оператор 
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Из теоремы 3 (см. [1]) вытекает, что для 
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Лемма 6 является аналогом одного из основных утверждений в классической эргодической теории [15], в которой вместо итераций 
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является замкнутым. При этом 
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слабо компактно и, кроме того, 
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В общем случае подпространства 
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Как в случае последовательности итераций данного оператора 
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(если первый оператор существует, то существует и второй, причем он совпадает с первым) являются коммутирующими с 
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 проекторами на подпространство 
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Теоремы о сходимости средних итераций эргодической теории можно рассматривать и как теоремы о чезаровской сходимости последовательных приближений. Аналогично можно рассматривать сходимость последовательных приближений и в других обобщенных смыслах (например, Пуассона-Абеля, Вороного, Бореля). Какие-либо значимые результаты в этом направлении авторам неизвестны.
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