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УДК 519.652+517.548.5 
 

А.П. Худяков1, О.В. Матысик2 

1канд. физ.-мат. наук, доц., доц. каф. прикладной математики и информатики 
Брестского государственного университета имени А.С. Пушкина 

2канд. физ.-мат. наук, доц., зав. каф. прикладной математики и информатики 
Брестского государственного университета имени А.С. Пушкина 

 

МАТРИЧНЫЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 
В СЛУЧАЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ И СИНГУЛЯРНЫХ МАТРИЦ 

 
Работа посвящена построению и исследованию матричных интерполяционных многочленов 

для операторов, заданных на множестве квадратных и прямоугольных матриц. Получены интерполяци-
онные формулы лагранжева типа по системам тригонометрических, экспоненциальных, а также раци-
ональных матричных функций двух видов. В формулах не требуется существование обратных матриц, 
в их структуру входят псевдообратные матрицы Мура – Пенроуза. Значения интерполируемого опера-
тора могут быть на множестве как квадратных, так и прямоугольных матриц. 

 
Введение 
В структуру многих матричных интерполяционных многочленов входят обрат-

ные матрицы. Это накладывает некоторые ограничения на интерполяционные узлы, так 
как обратные матрицы не всегда существуют. В данной работе предлагается способ по-
строения интерполяционных многочленов, в структуру которых вместо обратных мат-
риц входят обобщенные псевдообратные матрицы Мура – Пенроуза. Как известно [1], 
псевдообратная матрица Мура – Пенроуза существует и единственна для любой квад-
ратной, а также прямоугольной матрицы. 

В данной работе построены матричные интерполяционные формулы для функ-
ций матричного аргумента. В случае тригонометрического и экспоненциального интер-
полирования матричная функция задается на множестве квадратных матриц, но ее зна-
чения могут быть на множестве квадратных или прямоугольных матриц. При построе-
нии формул по системе матричных рациональных функций предполагается, что интер-
полируемый оператор может быть задан как на множестве квадратных матриц, так и на мно-
жестве прямоугольных матриц. Значения данного оператора также могут быть на мно-
жестве квадратных или прямоугольных матриц. 

 
Формула тригонометрического интерполирования 
Пусть lrS  и rlS  есть l r   и r l матрицы ( )r l  следующих структур: 
 

 ,|lr l l r lS I O      и 
,

,l
rl

r l l

I
S

O 

 
  
 

 (1) 

 

где lI  – единичная матрица размера l, а ,l r lO   и ,r l lO   – нулевые матрицы указанных 

размеров. Очевидно, что .lr rl lS S I  В работах [2; 3] для операторов, заданных на мно-

жестве прямоугольных матриц, построена и исследована формула алгебраического 
матричного интерполирования вида 
 

 
0

( ) ( ) ( ) ( ),
k k k k

n

n k k l r k nk k r l k k
k

L A F A N S B l A C S M F A   



   (2) 
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где ( )nk k k kl A B C  и ( )k k kF A M N  – скелетные разложения матриц ( )nk kl A  и ( )kF A  

( 0, 1, , ),k n   ,
k kl rS  

k kr lS  – матрицы вида (1), а , , ,k k k kN B C M     – псевдообратные 

матрицы Мура – Пенроуза, соответственно, для матриц , , , ,k k k kN B C M  которые, 

как известно, всегда существуют и единственны [1] для любых матриц. Пусть kr  и kl  – 
ранги матриц ( )nk kl A  и ( ),kF A  тогда для матричного многочлена (2), при условии, 

что k kl r  ( 0, 1, , ),k n   выполняются равенства 
 

 ( ) ( )nL A F A   ( 0, 1, , ).n    
 

На множествах квадратных матриц одна из известных формул матричного три-
гонометрического интерполирования вида 

 

 
2

1

0

( ) ( ) ( ) ( ),
n

n k k k k
k

T A A A F A



    

где 

 0 1 1 2( ) sin sin sin sin
2 2 2 2

k k n
k

A A A A A A A AA     
    , 

 

существует, если матрицы sin
2

kA A   ( )k   обратимы. Построим на множестве квад-

ратных матриц интерполяционные матричные многочлены, когда существование об-

ратных матриц 1sin
2

kA A    не требуется. Как и ранее, значения функции ( )F A  могут 

быть на множестве прямоугольных матриц. 

Пусть ( ) ( ) ( ),k k k kA A A     где ( )k kA  – псевдообратная матрица Мура – 

Пенроуза для матрицы ( ),k kA  а kr  и kl  – ранги матриц ( )k kA  и ( )kF A  соответст-

венно ( 0,1,..., 2 ).k n  

Теорема 1. Пусть ( )k k k kA B C   и ( )k k kF A M N  – скелетные разложения 
матриц ( )k kA  и ( ) ( 0,1, , 2 ).kF A k n   Тогда для матричного многочлена 

 

 
2

0

( ) ( ) ( ) ( ),
k k k k

n

n k k l r k k k r l k k
k

T A F A N S B A C S M F A   



    (3) 

 

при условии, что ( 0,1, , 2 ),k kl r k n    выполняются интерполяционные условия 
 

 ( ) ( ) ( 0,1, , 2 ).nT A F A n      (4) 
 

Доказательство. Очевидно, что ( ) ( ) ,k k k k kA A B C            где k  – сим-

вол Кронекера. При A A  из равенства (3) следует, что 
 

 ( ) ( ) ( ).n l r r lT A F A N S B B C C S M F A
   

   
          
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Из скелетного разложения матрицы ( )A   следует, что .rB B C C I


 
      Так как 

,l r r l lS S I
    

  а ( ),N M F A  
    то окончательно имеем ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).nT A F A F A F A F A

       

Теорема 1 доказана. 
Для наглядности приведем линейный случай ( 1)n   формулы (3). Для матрично-

го многочлена 

 
2

1
0

( ) ( ) ( ) ( ),
k k k kk k l r k k k r l k k

k
T A F A N S B A C S M F A   



    (5) 

где 

 0 1 0 21 2
0 0 0 0( ) ( ) ( ) sin sin sin sin ,

2 2 2 2

A A A AA A A AA A A


            
  

 0 1 02 1 2
1 1 1 1( ) ( ) ( ) sin sin sin sin ,

2 2 2 2

A A A AA A A AA A A


           
  

 0 2 01 2 1
2 2 2 2( ) ( ) ( ) sin sin sin sin ,

2 2 2 2

A A A AA A A AA A A


           
  

 

( )k k k kA B C   и ( )k k kF A M N  – скелетные разложения матриц ( )k kA  

и ( ) ( 0,1,2),kF A k   а матрицы 
k kl rS  и 

k kr lS  имеют структуру вида (1), 

при ( 0,1,2),k kl r k   выполняются интерполяционные условия 
 

 ( ) ( ) ( 0,1,2).nT A F A     
 

Пример. Для матричной функции sin 3/2( ) ,AF A e e I   где I – единичная матри-
ца второго порядка, и узлов 

 

 0

4 0
,

1 012
A  

  
 

  1

16 0
,

3 2848
A  
   

  2

51 0

10 1112
A  

  
 

 

 

построим интерполяционный многочлен вида (5). Здесь ( )F A  выбрана таким образом, 

чтобы выполнялись ограничения, накладываемые на ранги ( 0,1,2).k kl r k   В узлах 

функция ( )F A  принимает значения 
 

 1
0

0 0 0 01
( ) ,

1 4 0,344 1,3774
F A     

        
 

 1 3
1

0 0 0 0
( ) ,

1 4 0,0624 0,2504
F A     

        
 

 2 1
2

2 4 4 1

4( ) 0 0,349 01
( ) ,

4( ) 0,183 1,0824
F A

     
          

 

 

где 3/2
1 ,e   1/ 2

2 ,e   
1 3

2 2
3 ,e



   
1 3

2 2
4 .e

 

   
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Матрицы 0 1 0 01 7
sin sin ,

1 42 4 24

A A   
   

 0( )F A  и 1( )F A  не имеют обратных, по-

этому будем строить их скелетные разложения и использовать аппарат псевдообратных 
матриц Мура – Пенроуза. В нашем случае 

 

 0 0 1 1

0 0
( ) ( ) ,

0 1
A A  

     
 

   2 2( ) .A I   

 

Скелетные разложения данных матриц, а также значений ( )kF A  имеют, соот-

ветственно, вид ( )k k k kA B C   и ( )k k kF A M N  ( 0,1,2),k   где  0 1T T
j j jC B M    

при 0,1,j   2 2 2 ,B C M I    матрицы 0 1,N N  совпадают со вторыми строками матриц 

0( )F A  и 1( ),F A  а 2 2( ).N F A  При этом псевдообратные матрицы , ,k k kB Ñ M    равны, 

соответственно, транспонированным матрицам , , ( 0,1, 2),T T T
k k kB Ñ M k   а 

 

 0
1

1 0,1714
,

4 0,68317( 1)
N     

          
  1

1 3

1 0,9424
,

4 3,76817( )
N     

         
 

 4 1
2

4 2 2 11 2 1 4

4( ) 0 2,863 01
.

4( ) 0, 485 0,9244( )( )
N       

               
 

 

Как видно, ранги матриц ( )k kA  и ( )kF A  принимают значения 
 

 0 1 0 1 2 21, 2.r r l l r l       
 

Тогда 11 1
j j j jl r r lS S S    при 0,1,j   а 

2 2 2 2 22 .l r r lS S S I    

Таким образом, в нашем случае многочлен (5) имеет вид 
 

 
2

1
0

( ) ( ) ,k k k
k

T A G A H


   (6) 

где 

 0 1

0 0
,

0 1
G G  

   
 

  2 ,G I   0

0,103 0,412
,

0,412 1,648
H

 
   

 

 1

0,037 0,148
,

0,148 0,593
H

 
   

  2

20,504 0
.

4,5803 2,183
H

 
    

 

 

В узлах 0 1,A A  и 2A  функции ( )k A  принимают значения 
 

 0 0

0 0
( ) ,

0,197 0,787
A  

    
   1 1

0 0
( ) ,

0,0992 0,397
A  

    
 

 2 2

0,017 0
( ) ,

0,120 0,496
A  

    
   

0 0
( ) ( , , 0,1,2).

0 0k iA k i k i 
    

 
 

 

Нетрудно проверить, что в данных узлах выполняются интерполяционные 
условия (4). 
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Нормы невязок в средних точках 01,A  02A  и 12A  ( ) / 2kj k jA A A   

( 0,1; 1, 2)k j   равны 
 

 01 1 01 2
( ) ( ) 0,187,F A T A    02 1 02 2

( ) ( ) 0,082,F A T A   

 12 1 12 2
( ) ( ) 0,123.F A T A   

 

Как видим, многочлен (6) достаточно хорошо приближает функцию ( ).F A  
 
Интерполяционный многочлен, построенный по системе матричных экспонент 
Построим формулу, аналогичную (3), в которой в качестве базисных функций 

будут выбираться матричные экспоненты. В теории матричного интерполирования из-
вестна формула вида 

 1

0

( ) ( ) ( ) ( ),
n

n k k k k
k

L A A A F A



    

 

где 0 1 1( ) ( ) ( )( ) ( ).k k nA A A AA A A A
k A e e e e e e e e         

Пусть, как и ранее, lrS  и rlS  – прямоугольные матрицы, имеющие структуру ви-

да (1). Положим ( ) ( ) ( ),k k k kA A A     где ( )k kA  – псевдообратная матрица Мура – 

Пенроуза для матрицы ( ),k kA  а kr  и kl  – ранги матриц ( )k kA  и ( ) ( 0,1, , )kF A k n   

соответственно. 
Теорема 2. Пусть ( )k k k kA B C   и ( )k k kF A M N  – скелетные разложения 

матриц ( )k kA  и ( ) ( 0,1, , ).kF A k n   Тогда для матричного многочлена 
 

 
0

( ) ( ) ( ) ( ),
k k k k

n

n k k l r k k k r l k k
k

L A F A N S B A C S M F A   



    

 

при условии, что ( 0,1, , ),k kl r k n    выполняются условия 
 

 ( ) ( ) ( 0,1, , ).nL A F A n      
 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1. 
 
Интерполирование по системам рациональных функций 
Рассмотрим задачу квадратичного интерполирования на множестве X прямо-

угольных матриц размерности .m n  Пусть Y – множество прямоугольных матриц раз-
мерности ,p q  :F X Y  – матричная функция. Введем матричные многочлены 

 

 10 0 0 0 0 1 1( ) ( )( ) ( )( ) ,Q A A C A C A C A C       

 11 1 0 0 1 1 1( ) ( )( ) ( )( ) ,Q A A C A C A C A C       

 10 1 0 1( ) ( )( ) ,l A A A A A      11 0 1 0( ) ( )( ) ,l A A A A A     
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где 0 1,C C  – заданные фиксированные матрицы из X. Пусть kr  и kl  – ранги матриц 

1 1( ) ( )k k k kQ A l A  и ( ) ( 0,1)kF A k   соответственно, а 1 1( ) ( )k k k k k kQ A l A B C  и ( )k k kF A M N  – 
скелетные разложения этих же матриц. 

Теорема 3. Если ( 0,1),k kl r k   то матричный многочлен 
 

 
0 0 0 01 0 0 0 10 10 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )l r r lL A F A N S B Q A l A C S M F A      

 
1 1 1 11 1 1 11 11 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )l r r lF A N S B Q A l A C S M F A     (7) 

 

удовлетворяет условиям 
 

 ( ) ( ) ( 0,1).nL A F A     
 

Доказательство теоремы 3 основано на свойствах скелетных разложений матриц, 
входящих в структуру формулы (7). Построим аналогичную формулу для произвольно-
го числа узлов. Введем матричные многочлены 

 

 
0

( ) ( )( ) ,
n

nk k i i
i

Q A A C A C 



    
0,

( ) ( )( ) .
n

nk i k i
i i k

l A A A A A 

 

    

 

Здесь 0 1, , , nC C C  – заданные постоянные матрицы из множества X. Пусть, как 

и ранее, kr  и kl  – ранги матриц ( ) ( )nk k nk kQ A l A  и ( ) ( 0,1, , )kF A k n   соответственно, 

( ) ( )nk k nk k k kQ A l A B C  и ( )k k kF A M N  – скелетные разложения данных матриц. 

Теорема 4. Матричный многочлен по системе рациональных функций 
 

 
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k k k

n

n k k l r k nk nk k r l k k
k

L A F A N S B Q A l A C S M F A   



   (8) 

 

при условии, что ( 0,1, , ),k kl r k n    является интерполяционным многочленом ла-
гранжева типа для оператора ( ).F A  

Доказательство теоремы 4, в основном, повторяет доказательство теоремы 1. 
Приведем аналогичного типа интерполяционные формулы по системе матрич-

ных рациональных функций другого вида. В линейном случае интерполяционная фор-
мула имеет вид (7), где функции 10 ( )Q A  и 11( )Q A  задаются равенствами 

 

 1 ( ) ( )( ) ( 0,1),k kQ A A C A C k     

 

где С – заданная фиксированная матрица из X. В случае произвольного числа узлов со-
ответствующий интерполяционный многочлен имеет вид (8), где функции ( )nkQ A  

имеют вид 

 ( ) ( )( ) ( 0,1, , ).
n

nk kQ A A C A C k n        
 

Аналогичного типа формулы построены и исследованы в [4; 5]. 
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Заключение 
В статье построены и исследованы матричные интерполяционные многочлены 

лагранжева типа для операторов, заданных на множестве квадратных и прямоугольных 
матриц. Получены интерполяционные формулы по системам тригонометрических, экс-
поненциальных и двух видов рациональных матричных функций. В их структуру вхо-
дят псевдообратные матрицы Мура – Пенроуза, поэтому существование обратных мат-
риц не требуется. Доказаны теоремы о выполнении интерполяционных условий. Опера-
тор может иметь значения на множестве квадратных и прямоугольных матриц. При по-
строении интерполяционных формул использованы скелетные разложения входящих 
в структуру многочленов матриц, а также блочные матрицы специального вида. По-
строен иллюстрационный пример применения одной из интерполяционных формул. 
Полученные интерполяционные формулы могут быть использованы в качестве основы 
построения приближенных методов решения нелинейных операторных и матричных 
уравнений, встречающихся в квантовой механике, нелинейной динамике, спектроско-
пии и других областях науки и техники. 
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Khudyakov A.P., Matysik O.V. Matrix Interpolation Polynomials in the Case of Rectangular 

and Singular Matrices 
 
The paper is devoted to the construction and investigation of matrix interpolation polynomials for op-

erators defined on a set of square and rectangular matrices. Interpolation formulas of the Lagrange type are ob-
tained with respect to systems of trigonometric, exponential, and rational matrix functions of two forms. 
The formulas do not require the existence of inverse matrices; their structure includes pseudoinverse Moore – 
Penrose matrices. The values of the interpolated operator can be either on a set of square or rectangular matrices. 
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Владимир Анестиевич Пле-
тюхов, профессор кафедры общей 
и теоретической физики, отметил 
в 2017 г. 50-летие научной дея-
тельности. 

Владимир Анестиевич в 1967 г. 
поступил в аспирантуру Белорусско-
го государственного университета 
по специальности «теоретическая 
и математическая физика». Науч-
ный руководитель – академик 
Ф.И. Федоров – предложил аспи-
ранту тему кандидатской диссерта-
ции «К теории релятивистских вол-
новых уравнений с кратными пред-
ставлениями группы Лоренца», ко-
торая и определила направление 

его научных исследований на все последующие годы. Диссертация была 
успешно защищена в 1975 г., а в 1992 г. Владимир Анестиевич защитил 
диссертацию на соискание ученой степени доктора физико-математи-
ческих наук. В 1994 г. ему было присвоено ученое звание профессора. 
В настоящее время Владимир Анестиевич Плетюхов – действительный 
член Международной Академии наук высшей школы, председатель Брест-
ского областного отделения Белорусского физического общества. 
В 1996–1999 гг. он возглавлял Постоянную комиссию по образованию, на-
уке и культуре Палаты представителей Национального собрания Республики 
Беларусь. В 1999–2002 гг. Владимир Анестиевич занимал должность ректора 
Брестского государственного университета имени А.С. Пушкина. 

За время научной деятельности В.А. Плетюхов опубликовал более 
200 научных работ в отечественных и зарубежных изданиях. В 2015 г. вы-
шла монография «Релятивистские волновые уравнения и внутренние сте-
пени свободы» (в соавторстве с В.М. Редьковым и В.И. Стражевым). Ос-
новные научные результаты относятся к области физики элементарных ча-
стиц, классической и квантовой теории поля. Некоторые наиболее инте-
ресные из них изложены в предлагаемой статье. 

Редакционная коллегия журнала «Веснік Брэсцкага ўніверсітэта» 
и сборника научных работ «Вучоныя запіскі Брэсцкага ўніверсітета» жела-
ет юбиляру физического, интеллектуального и творческого долголетия, 
новых достижений в научной и педагогической деятельности. 



УДК 539.12:530.145
В.А. Плетюхов

д-р физ.-мат. наук, проф., проф. каф. общей и теоретической физики
Брестского государственного университета имени А.С. Пушкина

РЕЛЯТИВИСТСКИЕ ВОЛНОВЫЕ УРАВНЕНИЯ
С РАСШИРЕННЫМНАБОРОМ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ГРУППЫ ЛОРЕНЦА

Показано, что использование расширенных наборов неприводимых представлений группы Лоренца
открывает новые возможности теории релятивистских волновых уравнений с точки зрения простран-
ственно-временного описания как внутренней структуры, так и изоспиновых степеней свободы элемен-
тарных частиц. Развиваемый в работе подход позволяет также применять методы теории релятивист-
ских волновых уравнений в суперструнных и калибровочных моделях фундаментальных взаимодействий.

1. Основные сведения из теории релятивистских волновых уравнений
Теория релятивистских волновых уравнений (РВУ) является одним из самых усто-

явшихся и разработанных в математическом отношении направлений в классической
и квантовой теории поля. Она берет начало с уравнения Дирака. Постулативный базис
данной теории разрабатывался Дираком [1], Фирцем и Паули [2; 3], Баба [4; 5], Хариш–
Чандра [6; 7] и другими авторами. В систематизированном изложении основные положе-
ния теории РВУ можно найти, например, в работах [8; 9]. Приведем их в сжатом виде.

Релятивистское квантово-механическое описание свободных элементарных мик-
рообъектов всегда может быть сведено к системе линейных дифференциальных уравне-
ний первого порядка с постоянными коэффициентами. В случае микрообъектов с нену-
левой массой такая система представима в матрично-дифференциальной форме (здесь
и везде далее мы используем метрику gµν = diag(1, 1, 1, 1), поэтому нет необходимости
различать ковариантные и контравариантные лоренцевские индексы. По повторяющимся
индексам в соответствии с известным правилом Эйнштейна подразумевается
суммирование).

(Γµ∂µ +m)Ψ(x) = 0, (1.1)

гдеΨ – многокомпонентная волновая функция, Γµ – квадратные матрицы,m – скалярный
параметр, связанный с массой. Для микрообъектов с нулевой массой имеем

(Γµ∂µ + Γ0)Ψ(x) = 0, (1.2)

гдеΓ0 – особенная матрица (detΓ0 = 0), которая может быть и нулевой. Именно этиформы
записи ассоциируются с термином «релятивистские волновые уравнения». Отметим еще,
что если в форме РВУ (1.2) матрица Γ0 – неособенная, то форма (1.2) всегда может быть
приведена к виду (1.1). Поэтому в дальнейшем в записи (1.2) мы будем подразумевать
только особенную матрицу Γ0, если специально не будет оговорено иное.

Основным и безусловным требованием, предъявляемым к уравнениям (1.1), (1.2),
является их инвариантность относительно преобразований собственной группы Лоренца.
Отсюда следует, что, во-первых, функцияΨ преобразуется по некоторому представлению
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T собственной группы Лоренца (далее будет показано, что представление T должно быть
приводимым). Во-вторых, матрицы Γµ и Γ0 должны удовлетворять условиям

T−1ΓµT = LµνΓν , (1.3)
T−1Γ0T = Γ0, (1.4)

где Lµν – матрица Лоренца. Применяя (1.3) к бесконечно малым преобразованиям
Лоренца

T = 1 + δω[µν]J
[µν], (1.5)

придем к соотношению

[J [µν],Γα]− = δναΓµ − δµαΓν . (1.6)

Полагая в (1.6) µ = i и ν = α = 4, матрицы Γi (i = 1, 2, 3) можно выразить через Γ4

и «бусты» J [i4] лоренцевских преобразований:

Γi = [J [i4],Γ4]−. (1.7)

Таким образом, среди матриц Γµ матрица Γ4 играет выделенную роль.
Теперь напомним, что всякое неприводимое конечномерное представление τ груп-

пы Лоренца может быть задано парой чисел l1, l2, которые одновременно или порознь
принимают целые (включая ноль) либо полуцелые положительные значения [10]. Пред-
ставление τ , действующее в пространстве Rτ , порождает, вообще говоря, приводимое
представление своей подгруппы – группы вращений. Другими словами, пространство Rτ

можно разложить в прямую сумму инвариантных подпространств Rτ
s , в каждом из кото-

рых представление группы вращений, индуцированное представлением τ ∼ (l1, l2) груп-
пы Лоренца, неприводимо и задается целочисленным либо полуцелочисленным весом s.
При этом в представлении τ присутствуют все веса от |l1 − l2| до l1 + l2. Размерность
пространства Rτ равна (2l1 + 1)(2l2 + 1).

В зависимости от значений (целочисленность или полуцелочисленность) чисел
l1, l2 все неприводимые конечномерные представления группы Лоренца удобно разбить
на четыре класса:

класс + 1 : l1, l2 оба целые;
класс − 1 : l1, l2 оба полуцелые;
класс + ε : l1 целое, l2 полуцелое;
класс − ε : l1 полуцелое, l2 целое.

(1.8)

Неприводимые представления τ ∼ (l1, l2) и τ ′ ∼ (l′1, l
′
2) называются зацепляющимися,

если одновременно выполняются условия

l′1 = l1 ±
1

2
, l′2 = l2 ±

1

2
, (1.9)
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причем знаки «+» и «–» могут не коррелировать между собой.
Наглядное графическое изображение зацепляющихся неприводимых представле-

ний группы Лоренца удобно осуществлять посредством так называемой схемы зацепле-
ний, в которой зацепляющиеся компоненты соединяются чертой. Очевидно, что зацеп-
ляться друг с другом могут только представления классов «+1» с «–1» и «+ε» с «−ε».
Таким образом, существуют две несмешивающиеся между собой разновидности схем за-
цеплений. Наиболее полная их реализация имеет вид

(0, 0)
|

(0, 1) — (1
2
, 1
2
) — (1, 0)

| | |
(0, 2) — (1

2
, 3
2
) — (1, 1) — (3

2
, 1
2
) — (2, 0)

| | | | |

(1.10)

в первом случае и

(0, 1
2
) — (1

2
, 0)

| |
(0, 3

2
) — (1

2
, 1) — (1, 1

2
) — (3

2
, 0)

| | | |
(0, 5

2
) — (1

2
, 2) — (1, 3

2
) — (3

2
, 1) — (2, 1

2
) — (5

2
, 0)

| | | | | |

(1.11)

во втором.
Важно подчеркнуть, что в обозначенных схемах зацеплений каждая из неприводи-

мых компонент может встречаться более одного раза. Тогда говорят об РВУ с кратными
(повторяющимися) представлениями группы Лоренца. Очевидно, что любая схема зацеп-
лений, которая относится к типу (1.10), содержит только целочисленные веса s неприво-
димых представлений группы вращений и, следовательно, соответствующее ей РВУ опи-
сывает микрообъекты с целым спином. Аналогично схемы зацеплений типа (1.11) служат
для описания микрообъектов с полуцелым спином.

Рассмотрим сначала, какие ограничения на представление T , действующее в про-
странствеR волновой функцииΨ, накладывает требование инвариантности РВУ (1.1) от-
носительно преобразований собственной группы Лоренца.

Предположим, что представление T состоит из одного неприводимого представ-
ления τ ∼ (l1, l2) собственной группы Лоренца. Тогда слагаемоеmΨ в (1.1) преобразует-
ся по представлению τ . Слагаемое же Γµ∂µΨ преобразуется по представлению, которое
полностью или частично состоит из неприводимых компонент, содержащихся в прямом
произведении представлений

(l1, l2)⊗ (
1

2
,
1

2
) =

= (l1 +
1

2
, l2 +

1

2
)⊕ (l1 +

1

2
, l2 −

1

2
)⊕ (l1 −

1

2
, l2 +

1

2
)⊕ (l1 −

1

2
, l2 −

1

2
). (1.12)
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Но поскольку ни одно из неприводимых представлений, фигурирующих в разложении
(1.12), не совпадает с представлением (l1, l2), члены Γµ∂µΨ иmΨ в уравнении (1.1) не мо-
гут преобразовываться одинаково при преобразованиях Лоренца. Это означает, что РВУ
(1.1) не может базироваться на единственном неприводимом представлении группы Ло-
ренца. Подобным образом рассуждая, приходим к выводу, что представление T волновой
функции Ψ не может состоять из незацепляющихся неприводимых компонент. Таким об-
разом, представление T должно быть приводимым и состоять из зацепляющихся непри-
водимых представлений.

Например, наиболее известные простейшие РВУ – уравнение Дирака (спин 1
2
),

уравнения Даффина – Кеммера (спины 0 и 1), уравнение Фирца – Паули (спин 3
2
) – ба-

зируются соответственно на схемах зацеплений

(0,
1

2
)− (

1

2
, 0), (1.13)

(0, 0)
|

(1
2
, 1
2
)
, (1.14)

(0, 1)− (
1

2
,
1

2
)− (1, 0), (1.15)

и

(0, 1
2
) — (1

2
, 0)

| |
(1
2
, 1) — (1, 1

2
)
. (1.16)

Возможен также вариант, когда рассматриваемая схема зацеплений состоит из отдель-
ных фрагментов, каждый из которых удовлетворяет выше сформулированным условиям,
но которые не зацепляются друг с другом. В этом случае соответствующее РВУ будет
распадающимся в смысле собственной группы Лоренца.

На РВУ (1.1) еще обычно накладывается требование инвариантности относитель-
но операции пространственного отражения, совместно с которой чисто лоренцевские пре-
образования образуют полную группу Лоренца. Указанное требование приводит к тому,
что в используемой схеме зацеплений наряду с каждым неприводимым представлением
τ ∼ (l1, l2) при l1 ̸= l2 должно присутствовать также представление τ̇ ∼ (l2, l1) (его назы-
вают сопряженным к τ ).

Принципиальным моментом в теории РВУ является положение, согласно которому
единый физический микрообъект должен описываться уравнением, не распадающимся
в смысле полной группы Лоренца.

Все сказанное выше в отношении РВУ (1.1) остается в силе и для РВУ (1.2),
за исключением случая, когда Γ0 = 0. РВУ с Γ0 = 0 в нашей работе рассматриваться
не будут. Поэтому, чтобы не загромождать изложение, на этом случае не останавливаем-
ся. Интересующегося читателя можем отослать, например, к работам [8; 11].
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Физический интерес представляют те РВУ, которые могут быть получены на ос-
нове вариационного принципа из лоренц-инвариантной функции Лагранжа (плотности
лагранжиана). Для ее построения необходимо иметь инвариантные квадратичные комби-
нации (квадратичные формы), составленные из функций поля, их первых производных
и матриц Γµ, Γ0. Проблема здесь заключается в том, что матрицы T конечномерных пред-
ставлений группы Лоренца не являются унитарными. Вследствие этого обычная квадра-
тичная форма

Ψ†Ψ = (ΨT )∗Ψ (1.17)

не является лоренцевским инвариантом. Вместо квадратичной формы (1.17) приходится
вводить так называемую билинейную форму

ΨΨ = Ψ†ηΨ, Ψ = Ψ†η, (1.18)

где η – некоторая числовая матрица. Для релятивистской инвариантности формы (1.18)
матрица η должна удовлетворять условию

T †ηT = η. (1.19)

Условие (1.19) можно представить в ином виде, если в качестве преобразования T исполь-
зовать бесконечно малое преобразование (1.5). Подставляя (1.5) в (1.19) и ограничиваясь
членами первого порядка малости по параметрам δω[µν], с учетом независимости этих па-
раметров получим эквивалентные (1.19) условия

ηJ [ij] = J [ij]η, (1.20)
ηJ [i4] = −J [i4]η. (1.21)

Матрица η, фигурирующая в выражении (1.18) и удовлетворяющая условиям (1.20), (1.21),
называется матрицей билинейной лоренц-инвариантной формы.

При выполнении условий (1.3), (1.4), (1.20), (1.21) лоренц-инвариантными явля-
ются также квадратичные комбинации

∂µ(ΨΓµΨ), (∂µΨ)ΓµΨ, ΨΓµ(∂µΨ). (1.22)

Лагранжиан, приводящий к уравнению (1.1), может быть выбран, например, в виде

L(x) = −1

2
Ψ(Γµ∂µ +m)Ψ +

1

2
((∂µΨ)Γµ −mΨ)Ψ. (1.23)

Варьируя в соответствии с принципом наименьшего действия функцию действия (функ-
цииΨ иΨ при этом считаются независимыми), придем к уравнению (1.1) для функцииΨ
и уравнению

−(∂µΨ)Γµ +mΨ = 0 (1.24)
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для функции Ψ. Динамические переменные получаются из лагранжиана (1.23) по общим
формулам

E = −
∫

ΨΓ4 ∂4Ψ d3x, P = − i

c

∫
ΨΓ4 ∂iΨ d3x, (1.25)

вытекающим из теоремы Нетер.
Часто используется упрощенный вид лагранжиана

L(x) = −Ψ(Γµ∂µ +m)Ψ, (1.26)

также позволяющий получить РВУ (1.1) и правильные выражения для динамических пе-
ременных. Уравнение (1.2) может быть получено из лагранжиана

L(x) = −Ψ(Γµ∂µ + Γ0)Ψ. (1.27)

Из физических соображений очевидно, что билинейная форма (1.18) должна быть
вещественной, то есть

(Ψ†ηΨ)† = Ψ†η†Ψ = Ψ†ηΨ,

откуда следует

η† = η. (1.28)

Кроме того, в пространстве волновой функцииΨ базис можно выбрать так, чтобы выпол-
нялось условие

η2 = 1, или η−1 = η.

В сочетании с (1.28) это приводит к соотношениям

η = ηT = η∗ = η† = η−1. (1.29)

Условия (1.28), (1.29) еще не определяют полностью матрицу η, поскольку они
не учитывают того, что функция Ψ(x) является решением уравнения (1.24). Чтобы найти
дополнительные ограничения, накладываемые благодаря этому на матрицу η, проведем
над уравнением (1.1) операции эрмитовского сопряжения и умножения на η. В результате
получим

(∂iΨ
†Γ†

i − ∂4Ψ
†Γ†

4 +Ψ†m) = 0. (1.30)

Потребуем, чтобы от уравнения (1.30) можно было перейти к уравнению (1.24). Очевидно,
что для этого должны выполняться перестановочные соотношения

Γ†
iη = −ηΓi, Γ†

4η = ηΓ4. (1.31)
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В случае РВУ (1.2) к соотношениям (1.31) надо добавить условие

Γ†
0η = ηΓ0, (1.32)

которое совместно с (1.31) приводит к уравнению

−(∂µΨ)Γµ +ΨΓ0 = 0 (1.33)

для функции Ψ.
На выбор всевозможных РВУ накладывается также условие: среди состояний мик-

рообъекта должныотсутствовать такие, которым соответствует нулевая энергия. Это усло-
вие существенно ограничивает возможный вид минимальных полиномов матриц Γµ.

Как показано в работе [12], минимальный полином матриц Γ4 (а также Γµ) должен
иметь структуру

Γn
4 (Γ

2
4 − λ21)(Γ

2
4 − λ22) . . . = 0, (1.34)

где все λi – вещественные и различные числа, n – целое положительное число либо ноль.
Условия дефинитности энергии и заряда для микрообъектов с одной массой могут

быть представлены соответственно в виде неравенств [13]

(−1)n+1
[
(Sp(Γn+1

4 η))2 − (Sp(Γn
4η))

2
]
> 0, (1.35)

(−1)n
[
[(Sp(Γn+1

4 η))2 − (Sp(Γn
4η))

2
]
> 0. (1.36)

При этом в соответствии с теоремой Паули полагается, что условие (1.35) должно иметь
место в случае целого, а (1.36) – в случае полуцелого спина.

Наконец, что касается матрицы Γ0 в уравнении (1.2), то при выборе соответствую-
щего базиса в пространстве волновой функции она всегда может быть приведена к диа-
гональному виду. При этом матрица Γ0 состоит из независимых скалярных блоков aτ ,
сопоставляемых неприводимым представлениям τ ∈ T . Часть указанных блоков явля-
ются нулевыми. Из требования инвариантности РВУ (1.2) относительно преобразований
полной группы Лоренца следует, что ненулевые блоки aτ удовлетворяют равенству

aτ = aτ̇ . (1.37)

В случае конечномерных РВУ к такому же равенству приводит и условие возможности
лагранжевой формулировки РВУ (1.2).

При построении РВУ с заданным спектром массовых и спиновых состояний удоб-
но использовать так называемый канонический базис, или базис Гельфанда – Яглома [8].
В этом базисе компоненты волновой функции ψτ

sk описывают «чистые» состояния, то есть
состояния с определенным значением спина s и его проекции k; верхний индекс указы-
вает на принадлежность данного состояния к неприводимому представлению τ . В базисе
Гельфанда – Яглома матрица Γ4 имеет квазидиагональный вид

Γ4 =
⊕
s

Cs ⊗ I2s+1, (1.38)
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где I2s+1 – единичная матрица размерности 2s + 1; Cs – матричный блок, отвечающий
спину s, в том смысле, что если матрица Cs имеет ненулевые корни (собственные значе-
ния), то частица обладает спином s. Возможные значения массы микрообъекта в случае
РВУ (1.1) выражаются через ненулевые корни λi блока Cs по формуле

m
(s)
i =

m

|λ(s)i |
. (1.39)

Спиновый блок Cs строится следующим образом. Из схемы зацеплений, на кото-
рой базируется РВУ, выбираются все неприводимые компоненты τ ∼ (l1, l2), удовлетво-
ряющие условию

|l1 − l2| ≤ s ≤ l1 + l2. (1.40)

О таких представлениях говорят, что они формируют блок Cs. Затем эти компоненты для
удобства нумеруются. Матрица Cs состоит из элементов csττ ′ , в обозначении которых но-
мера представлений τ, τ ′ играют роль матричных индексов. При этом незацепляющимся
компонентам τ, τ ′ соответствуют нулевые элементы csττ ′ . Отсюда следует, что в схеме за-
цеплений, предназначенной для описания спина s, должно содержаться, как минимум, два
зацепляющихся неприводимых представления, которые удовлетворяют условию (1.40).

Требование релятивистской инвариантности РВУ (1.1), (1.2) накладывает следую-
щие ограничения на элементы csττ ′:

csττ ′ = cττ ′
√
(s+ l+ + 2)(s− l+ − 1) если l′+ = l+ + 1, l′− = l−,

csττ ′ = cττ ′
√
(s+ l− + 1)(s− l−) если l′+ = l+, l′− = l− + 1, (1.41)

csττ ′ = cττ ′(s+
1

2
) если l′+ = l+, l′− = l−,

где l+ = l1 + l2, l− = |l1 − l2|, l′+ = l′1 + l′2, l′− = |l′1 − l′2|; cττ ′ – произвольные комплексные
числа в указанных случаях, а в остальных случаях – равные нулю.

Инвариантность РВУ относительно операции пространственного отражения, зада-
ваемой матрицей P , налагает на числа cττ ′ ограничения

cττ ′ = cτ̇ τ̇ ′ если τ̇ ̸= τ, τ̇ ′ ̸= τ ′; (1.42)
cττ ′ = ±cτ̇ τ̇ ′ если τ̇ = τ, τ̇ ′ ̸= τ ′ или τ̇ ̸= τ, τ̇ ′ = τ ′. (1.43)

Знак «+» в условии (1.43) (для определенности берем первый вариант) соответствует слу-
чаю, при котором оператор P действует в подпространствах Rτ и Rτ ′ одинаково, то есть

Pψτ
sk = (−1)[s]ψτ

sk, Pψτ ′

sk = (−1)[s]ψτ̇ ′

sk. (1.44)

Если же оператор P действует в Rτ и Rτ ′ по-разному

Pψτ
sk = (−1)[s]+1ψτ

sk, Pψτ ′

sk = (−1)[s]ψτ̇ ′

sk, (1.45)

то в условии (1.43) выбирается знак «–».
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При τ = τ̇ , τ ′ = τ̇ ′ имеем cττ ′ ̸= 0 тогда, когда оператор P действует одинако-
во в пространствах Rτ , Rτ ′; каких-либо других ограничений на числа cττ ′ в этом случае
не накладывается.

Матрица η билинейной формы (1.17) в базисе Гельфанда – Яглома имеет структуру,
аналогичную (1.38):

η =
⊕
s

ηs ⊗ I2s+1. (1.46)

Условия (1.20), (1.21), (1.29) приводят к тому, что отличными от нуля являются лишь эле-
менты ηsτ τ̇ , причем

ηsτ τ̇ = ηsτ̇τ = −ηs+1
τ τ̇ . (1.47)

Условие (1.31) приводит к соотношению

csττ ′η
s
τ ′τ̇ ′ = (csτ̇ ′τ̇ )

∗ηsτ τ̇ . (1.48)

После наложения на элементы матриц Γ4, Γ0, η связей (1.41)–(1.43), (1.47), (1.48)
в выборе этих элементов остается, как правило, произвол, который может быть использо-
ван для удовлетворения условиям (1.34) и (1.35) (или (1.36)). Если это оказывается невоз-
можным, значит, на основе рассматриваемой схемы зацеплений РВУ для описания мик-
рообъекта с заданным спектром массовых и спиновых состояний построить нельзя.

Перечисленные положения теории РВУ были сформулированы в 20-х – 50-х го-
дах прошлого столетия. Они соответствуют представлениям того времени об элементар-
ных частицах как бесструктурных точечных микрообъектах с единственной внутренней
степенью свободы (спином), допускающей пространственно-временную трактовку. Од-
нако, по мере установления новых экспериментальных фактов (существование структу-
ры у некоторых из частиц, наличие у них дополнительных (помимо спина) внутренних
степеней свободы и др.) вышеуказанные представления претерпели существенные изме-
нения. Изменилось и само понятие «элементарная частица». В отношении действитель-
но (на сегодняшний день) бесструктурных микрообъектов прочно вошел в обиход тер-
мин «фундаментальная частица». Возникло представление о существовании принципи-
ально новых физических объектов, объединяющих качества микрочастиц (полей) с нену-
левой и нулевой массой (например, электрослабое поле), а также свойства безмассовых
микрообъектов с различными значениями спиральности (поля, осуществляющие взаимо-
действие незамкнутых струн). Оставались нерешенными и «старые» проблемы теории
РВУ. С одной стороны, ее постулативный базис представляется недостаточно полным,
поскольку не ограничивает жестко спектр возможных элементарных (либо хотя бы фун-
даментальных) микрообъектов. С другой, использование в теории РВУ только симметрий
пространственно-временного происхождения затрудняет описание дополнительных по-
мимо спина (изоспиновых) внутренних степеней свободы. Вне поля зрения теории РВУ
оставался и вопрос о происхождении массы.

Таким образом, теория РВУ столкнулась с вызовами, на которые она, казалось бы,
не способна дать адекватные ответы. Поэтому интерес к ней в последние два–три десяти-
летия существенно снизился.
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Одним из научных центров, где исследования по теории РВУ берут начало с работ
проф. Ф. И. Федорова [11–14] и активно ведутся до настоящего времени, является бело-
русская школа теоретической физики. Нынешняя направленность этих исследований со-
стоит в показе того, что при определенной «модернизации» постулативного базиса теории
РВУ, но сохранении ее ключевых основ (о чем подробно будет говориться ниже), данная
теория способна успешно интерпретировать многие достижения современной физики вы-
соких энергий как теоретического, так и экспериментального характера.

Некоторые интересные, на наш взгляд, в этом отношении результаты, полученные
за последние годы, излагаются в настоящей работе.

2. Релятивистские волновые уравнения для частиц с низшими спинами.
Подход Гельфанда – Яглома

В дальнейшем мы будем часто применять подход Гельфанда – Яглома, суть кото-
рого в общих чертах была изложена в предыдущем разделе. Покажем, как им конкретно
пользоваться, на примерах известных простейших РВУ для частиц с низшими спинами.

Рассмотрим сначала схему зацеплений (1.14), в которой неприводимое представле-
ние (0, 0) соответствует скалярной функции ψ0, а представление (1

2
, 1
2
) – векторной функ-

цииψµ. Матрица Γ4 РВУ (1.1), базирующегося на данном наборе неприводимых представ-
лений группы Лоренца, в базисе Гельфанда – Яглома будет иметь вид

Γ4 =

(
C0 0
0 C1 ⊗ I3

)
, (2.1)

где C0 и C1 – блоки, сопоставляемые спинам 0 и 1. Снабдив рассматриваемые представ-
ления номерами

(0, 0) ∼ 1, (
1

2
,
1

2
) ∼ 2, (2.2)

играющими роль матричных индексов, получим для матриц C0, C1 выражения

C0 =

(
0 c012
c021 0

)
, C1 = 0. (2.3)

При этом, как нетрудно видеть, соотношения (1.41) – (1.43) никаких ограничений на числа
c012, c021 не накладывают.

Элементы матрицы η лоренц-инвариантной билинейной формы

η =

(
η0 0
0 η1 ⊗ I3

)
, η0 =

(
η011 0
0 η022

)
, η1 = η122 (2.4)

выберем следующим образом:

η011 = η022 = −η121 = 1. (2.5)
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При таком выборе условие (1.48) приводит к равенству

c021 = (c012)
∗. (2.6)

Полагая c012 = 1, получим для матриц C0 и Γ4 окончательно выражения

C0 =

(
0 1
1 0

)
, Γ4 =


0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 . (2.7)

Легко убедиться, что минимальное уравнение для матрицы Γ4 имеет вид

Γ4(Γ
2
4 − 1) = 0. (2.8)

Вид остальных матриц Γi определяется по формуле (1.7).
Для дефинитности энергии должно в данном случае (n = 1) выполняться

неравенство

(−1)2
[(

Sp(Γ2
4η)
)2 − (Sp(Γ4η))

2
]
> 0, (2.9)

справедливость которого легко проверяется.
Из (2.7), (2.8) следует, что состоянию со спином s = 0 в силу формулы (1.39)

соответствует одно значение массы, а состояние со спином s = 1 отсутствует. В литера-
туре такое уравнение называется обычно уравнением Даффина – Кеммера для скалярной
частицы.

Тензорная формулировка этого уравнения имеет вид

∂µψµ +mψ0 = 0, ∂µψ0 +mψµ = 0. (2.10)

Отсюда нетрудно получить уравнение второго порядка для скалярной функции ψ0

(□−m2)ψ0 = 0, (2.11)

означающее, что речь действительно идет об описании частицы с ненулевой массой
и спином s = 0.

Для построения простейшего РВУ для частицы с ненулевой массой и спином s = 1
служит схема зацеплений (1.15), где представления (0, 1), (1, 0) в совокупности соответ-
ствуют антисимметричному тензору второго рангаψ[µν]. МатрицаΓ4 в базисе Гельфанда –
Яглома в данном случае по-прежнему имеет блочную структуру (2.1), где с учетом ну-
мерации (1

2
, 1
2
) ∼ 1, (0, 1) ∼ 2, (1, 0) ∼ 3 для спиновых блоков C0, C1 имеют место

выражения

C1 =

 0 c112 c113
c121 0 0
c131 0 0

 , C0 = 0. (2.12)
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Соотношения (1.41) здесь, как и в случае спина s = 0, никаких ограничений на числа c1ij
не накладывают. Инвариантность относительно преобразований пространственных отра-
жений (смотри условия (1.43)) дает

c112 = ±c113, c121 = ±c131. (2.13)

Возможность лагранжевой формулировки теории приводит к условию

c112 =
η111
η123

(c131)
∗. (2.14)

Ненулевые элементы матрицы билинейной инвариантной формы

η =

(
η0 0
0 η1 ⊗ I3

)
, η0 = η011,

η1 =

 η1 0 0
0 0 η123
0 η132 0

 (2.15)

выберем следующим способом:

−η011 = η111 = ±η123 = ±η132 = 1. (2.16)

Тогда из соотношения (2.14) с учетом (2.13) приходим к равенствам

c121 = (c112)
∗, c131 = (c113)

∗. (2.17)

Выбирая c112 = 1√
2
, для блока C1 получаем выражение

C1 =
1√
2

 0 1 ±1
1 0 0
±1 0 0

 , (2.18)

где знаки «+» и «–» коррелируют между собой. Блок C1 (2.18) имеет единственное с точ-
ностью до знака ненулевое собственное значение 1, то есть построенное РВУ описыва-
ет частицу с ненулевой массой и спином s = 1. Соотношения (2.8), (2.9) здесь также
выполняются. В литературе данное РВУ называют уравнением Даффина – Кеммера для
векторной частицы.

Приведем еще его тензорную формулировку:

∂νψ[µν] +mψµ = 0, −∂µψν + ∂νψµ +mψ[µν] = 0. (2.19)

Из системы первого порядка (2.19) получается уравнение второго порядка (уравнение
Прока)

(□−m2)ψµ = 0, ∂µψµ = 0. (2.20)
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Простейшее уравнение для частицы со спином s = 1
2
(уравнение Дирака) основы-

вается на схеме зацеплений (1.13), соответствующей биспинору первого ранга. Матрица
Γ4 этого уравнения, представленного в стандартной форме (1.1), в базисе Гельфанда –
Яглома запишется следующим образом:

Γ4 = C1/2 ⊗ I2 =


0 0 c

1/2
12 0

0 0 0 c
1/2
12

c
1/2
21 0 0 0

0 c
1/2
21 0 0

 , (2.21)

(смысл нижних индексов здесь очевиден: (0, 1
2
) ∼ 1, (1

2
, 0) ∼ 2). Применяя к элементам

этой матрицы условия (1.41), (1.42), (1.48), будем иметь

Γ4 =

(
0 I2
I2 0

)
= σ1 ⊗ I2. (2.22)

Остальные матрицы Γi имеют при этом вид

Γ1 = σ2 ⊗ σ1, Γ2 = σ2 ⊗ σ2, Γ3 = σ2 ⊗ σ3, (2.23)

где σi – матрицы Паули. Матрица билинейной формы совпадает с матрицей Γ4:

η = Γ4. (2.24)

Матрицы Дирака удовлетворяют алгебре

ΓµΓν + ΓνΓµ = 2δµν (2.25)

и минимальному уравнению

Γ2
µ − 1 = 0 (где нет суммирования по µ). (2.26)

В дальнейшем, следуя сложившейся традиции, матрицы Дирака будем обозначать
через γµ.

Заметим, что с помощью унитарного преобразования

U =
1√
2

(
I2 I2
I2 −I2

)
(2.27)

матрицу Γ4 = γ4 можно привести к виду

γ4 =

(
I2 0
0 −I2

)
= σ3 ⊗ I2, (2.28)

не изменяя при этом вида выражений для матриц Γi = γi.
Условие положительной дефинитности заряда (1.36) имеет в рассматриваемом слу-

чае (n = 0) вид

(Sp(γ4η))2 − (Sp η)2 > 0. (2.29)
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Поскольку

Sp η = Sp γ4 = 0, Sp(γ4η) = 4,

условие (2.29) выполняется.
Необходимо указать на важное свойство, которое объединяет рассмотренные выше

РВУ. Нетрудно видеть, что матрицы Γ4 в уравнениях Даффина – Кеммера для скалярной
и векторной частиц, как и в случае уравнения Дирака, приводимы к диагональному виду.

В работах [8; 9] показано, что из всех конечномерных уравнений с приводимой
к диагональному виду матрицей Γ4 только уравнения Даффина – Кеммера имеют поло-
жительно определенную энергию и только уравнение Дирака имеет положительно опре-
деленный заряд. Возможны, однако, уравнения с положительной энергией или зарядом,
у которых Γ4 неприводима к диагональному виду. Ниже мы рассмотрим примеры таких
уравнений.

Самым простым и известным среди РВУ такого типа является уравнение Фирца –
Паули для спина s = 3

2
. Дадим его формулировку в подходе Гельфанда – Яглома. С этой

целью возьмем схему зацеплений (1.16) неприводимых представлений группы Лоренца
и проанализируем ее с точки зрения возможности построения всевозможных теорий спи-
на s = 3

2
.

Матрица Γ4 уравнения (1.1), соответствующего набору представлений, содержа-
щихся в (1.16), будет иметь в базисе Гельфанда – Яглома вид

Γ4 =

(
C1/2 ⊗ I2 0

0 C3/2 ⊗ I4

)
, (2.30)

C3/2 =

(
0 c

3/2
34

c
3/2
43 0

)
, C1/2 =


0 c

1/2
12 c

1/2
13 0

c
1/2
21 0 0 c

1/2
24

c
1/2
31 0 0 c

1/2
34

0 c
1/2
42 c

1/2
43 0

 , (2.31)

где использована нумерация (0, 1
2
) ∼ 1, (1

2
, 0) ∼ 2, (1

2
, 1) ∼ 3, (1, 1

2
) ∼ 4. Матрица η имеет

аналогичную структуру

η = (η1/2 ⊗ I2)⊕ (η3/2 ⊗ I4),

причем отличными от нуля элементами ее блоков η1/2, η3/2 являются

η
1/2
12 = η

1/2
21 , η

1/2
34 = η

1/2
43 = −η3/234 = −η3/243 .

Требование инвариантности теории относительно преобразований собственной груп-
пы Лоренца приводит в данном случае к соотношениям

c
3/2
34 = 2c

1/2
34 , c

3/2
43 = 2c

1/2
43 . (2.32)
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Для P -инвариантности строящегося РВУ необходимо выполнение равенств
(см. условия (1.42)–(1.45))

c
1/2
12 = c

1/2
21 , c

1/2
34 = c

1/2
43 ,

c
1/2
13 = c

1/2
24 , c

1/2
31 = c

1/2
42 , c

3/2
34 = c

3/2
43 .

(2.33)

Наконец, возможность получения искомого РВУиз инвариантнойфункцииЛагран-
жа в соответствии с (1.48) накладывает на элементы csij матрицы Γ4 ограничения

c
1/2
12 , c

1/2
21 , c

1/2
34 , c

1/2
43 ∈ R (2.34)

и

c
1/2
42 η

1/2
21 = (c

1/2
13 )∗η

1/2
43 ,

c
1/2
31 η

1/2
12 = (c

1/2
24 )∗η

1/2
34 .

(2.35)

Для удобства дальнейших рассуждений перепишем условия (2.35) следующим об-
разом:

c
1/2
42 = (c

1/2
13 )∗f, c

1/2
31 = (c

1/2
24 )∗f, f =

η
1/2
34

η
1/2
12

=
η
1/2
43

η
1/2
21

. (2.36)

Не уменьшая общности, параметр f можно выбрать равным +1 или −1, что рав-
носильно двум существенно различным способам задания матрицы η:

−η1/212 = −η1/234 = η
3/2
34 = 1, (2.37)

η
1/2
12 = −η1/234 = η

3/2
34 = 1. (2.38)

На первом этапе рассмотрим всевозможные РВУ для спина s = 3
2
, накладывая

лишь ограничения (2.32), (2.34), (2.35), то есть включая в множество полученных таким
образом РВУ как P -инвариантные, так и P -неинвариантные уравнения. Для спинового
блока C3/2 существует, с точностью до эквивалентности, единственный вариант выбора
его элементов: c3/234 = c

3/2
43 = 1. Отсюда согласно (2.32) имеем c

1/2
34 = c

1/2
43 = 1

2
, и блоки

C1/2, C3/2 принимают вид

C1/2 =


0 a c 0
b 0 0 d
fd∗ 0 0 1/2
0 fc∗ 1/2 0

 , C3/2 =

(
0 1
1 0

)
, (2.39)

где для краткости введены обозначения

c
1/2
12 = a, c

1/2
21 = b, c

1/2
13 = c, c

1/2
24 = d.
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Чтобы на основе матриц (2.39) получить РВУ, описывающее чистый спин s = 3
2
,

необходимо потребовать обращения в нуль всех корней характеристического уравнения
для спинового блока C1/2

λ4 −
(
fc∗d+ fcd∗ + ab+

1

4

)
λ2 +

(
1

4
ab− 1

2
fa|d|2 − 1

2
fb|c|2 + |c|2|d|2

)
= 0. (2.40)

Корни этого уравнения будут равными нулю при выполнении условий

1

4
ab− 1

2
fa|d|2 − 1

2
fb|c|2 + |c|2|d|2 = 0,

fc∗d+ fcd∗ + ab+
1

4
= 0.

(2.41)

Структура (2.39) спиновых блоков C1/2, C3/2 матрицы Γ4 соответствует некото-
рому обобщенному РВУ, из которого при определенных способах выбора параметров
a, b, c, d получаются формулировки тех или иных конкретных уравнений для частицы
со спином 3

2
. Учитывая возможности (2.37) и (2.38) задания матрицы билинейной формы

η, целесообразно ввести классы РВУ первого типа с матрицами

C1/2 =


0 a c 0
b 0 0 d
d∗ 0 0 1/2
0 c∗ 1/2 0

 , C3/2 =

(
0 1
1 0

)
для f = +1, (2.42)

и РВУ второго типа с матрицами

C1/2 =


0 a c 0
b 0 0 d

−d∗ 0 0 1/2
0 −c∗ 1/2 0

 , C3/2 =

(
0 1
1 0

)
для f = −1. (2.43)

В случае РВУ второго типа система (2.41) допускает решение

a = b = −1

2
, c = d =

1

2
,

которое приводит к матрице Γ4 с блоками

C1/2 =
1

2


0 −1 1 0
−1 0 0 1
−1 0 0 1
0 −1 1 0

 , C3/2 =

(
0 1
1 0

)
. (2.44)

Нетрудно убедиться, что при этом условия (2.33) также выполняются. Таким образом,
получается P -инвариантное РВУ, которое представляет собой уравнение Фирца – Паули
в формализме Гельфанда – Яглома.
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Матрица Γ4 (2.30), (2.43) уравнения Фирца – Паули удовлетворяет минимальному
уравнению

Γ2
4(Γ

2
4 − 1) = 0 (2.45)

и, следовательно, неприводима к диагональному виду. Условие дефинитности заряда (1.36)
принимает в данном случае вид(

Sp(Γ3
4η)
)2 − (Sp(Γ2

4η)
)2
> 0. (2.46)

Учитывая явные выражения для блоков η1/2, η3/2 матрицы η

η1/2 =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 , η3/2 =

(
0 1
1 0

)
, (2.47)

получаем

Sp(Γ2
4η) = 0, Sp(Γ3

4η) ∈ R\{0}. (2.48)

Таким образом, условие (2.46) выполняется.
В рамках РВУ первого типа построить P -инвариантное РВУ, допускающее лагран-

жеву формулировку, нельзя. Действительно, условия (2.33) означают (в случае f = +1),
что a = b, c = d, и тогда из (2.41) имеем 2|c|2 + a2 + 1

4
= 0. Но это соотношение не может

быть выполнено, поскольку параметр a = c
1/2
12 , согласно (2.34), является вещественным.

Еслиже требование (2.33) не накладывать, то у системы (2.41) при f = −1 имеются
решения

a = b = c = −d =
1

2
and a = b = −c = d =

1

2
,

которые приводят к спиновым блокам

C1/2 =
1

2


0 1 ±1 0
1 0 0 ∓1
∓1 0 0 1
0 ±1 1 0

 , C3/2 =

(
0 1
1 0

)
, (2.49)

где знаки «+» и «–» соответствуют первому и второму решениям соответственно. По-
лученные указанным способом РВУ описывают частицу со спином s = 3

2
, допускают

лагранжеву формулировку, но не являются инвариантными по отношению к операции
пространственного отражения.

Анализ схемы зацеплений (1.16) в подходе Гельфанда – Яглома позволяет сделать
одно важное заключение. В рамках РВУ первого типа, полагая

a = b =
1

2
, c = d =

√
3

2
, (2.50)
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приходим к матрице Γ4, минимальный полином которой имеет вид (2.26). Такой выбор со-
гласуется с условиями (2.32)–(2.35) и приводит к РВУ дираковского типа, описывающему
переменный спин 1

2
, 3
2
. В спин-тензорной форме оно имеет хорошо известный вид

(γµ∂µ +m)αβψ
β
ν = 0, (2.51)

являясь исходным для получения уравнения Рариты – Швингера путем наложения
условий

γνψ
β
ν = 0, ∂νψ

β
ν = 0. (2.52)

Поскольку эти условия, вырезающие лишний спин 1
2
,P -инвариантныи не изменяют струк-

туры (2.37) матрицы билинейной формы, то очевидно, что уравнение Рариты – Швингера
относится к РВУ первого типа. Уравнение же Фирца – Паули относится ко второму типу.
Таким образом, обычно встречающееся в литературе [15; 16] отождествление этих урав-
нений нуждается в критическом переосмыслении.

3. РВУ с расширеннымнаборомпредставлений группыЛоренца и внутренняя
структура микрообъектов

Характерной особенностью всех рассмотренных выше РВУ является то, что в них
используется набор неприводимых представлений группы Лоренца, минимально необ-
ходимый для построения теории данного спина. При этом, в соответствии с идеологией
релятивистской квантовой механики, трактующей элементарные частицы как точечные
бесструктурные объекты, такие РВУ учитывают только спиновые свойства частиц. Воз-
можность описания иных внутренних свойств частиц в ортодоксальном варианте теории
РВУ не предусматривается.

Отказ от требования минимальности используемых наборов представлений груп-
пы Лоренца открывает новые возможности метода теории РВУ с точки зрения простран-
ственно-временного (геометризованного) описания внутренних свойств частиц. Получе-
ние нераспадающихся по группеЛоренца уравнений, способных отображать внутреннюю
структуру частицы с заданным спином s, возможно либо за счет включения в схему за-
цеплений представлений с более высокими весами, либо за счет использования кратных
представлений группы Лоренца. В настоящей главе мы покажем, как в рамках подхода
теории РВУ с расширенными наборами представлений группы Лоренца может осуществ-
ляться описание внутренней электромагнитной структуры частиц с низшими спинами.

Впервые РВУ для частицы со спином s = 1
2
, которое возникает за счет привлечения

дополнительных по отношению к биспинору неприводимых компонент в пространстве
представления волновой функции, было предложено Петрашем [17]. Дадим сжатое изло-
жение теории уравнения Петраша в подходе Гельфанда – Яглома. Для этого рассмотрим
схему зацеплений

(0, 1
2
)′ — (1

2
, 0)′

| |
(1
2
, 1) — (1, 1

2
)

| |
(0, 1

2
) — (1

2
, 0) .

(3.1)
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Пронумеруем неприводимые представления, содержащиеся в (3.1):

(0,
1

2
) ∼ 1, (0,

1

2
)′ ∼ 2, (1,

1

2
) ∼ 3,

(
1

2
, 0) ∼ 4, (

1

2
, 0)′ ∼ 5, (

1

2
, 1) ∼ 6.

(3.2)

Тогда для спиновых блоков C1/2, C3/2 матрицы Γ4

Γ4 = (C1/2 ⊗ I2)⊕ (C3/2 ⊗ I4) (3.3)

получим выражения

C1/2 =



0 0 0 c
1/2
14 0 c

1/2
16

0 0 0 0 c
1/2
25 c

1/2
26

0 0 0 c
1/2
34 c

1/2
35 c

1/2
36

c
1/2
41 0 c

1/2
43 0 0 0

0 c
1/2
52 c

1/2
53 0 0 0

c
1/2
61 c

1/2
62 c

1/2
63 0 0 0


, C3/2 =

(
0 c

3/2
36

c
3/2
63 0

)
. (3.4)

Для исключения спина 3
2
надо положить

c
3/2
36 = c

3/2
63 = 0, или C3/2 = 0. (3.5)

Отсюда в силу (1.41) следует

c
1/2
36 = c

1/2
63 = 0. (3.6)

Условие (1.42) P -инвариатности теории приводит к соотношениям

c
1/2
14 = c

1/2
14 , c

1/2
25 = c

1/2
52 , c

1/2
16 = c

1/2
43 ,

c
1/2
26 = c

1/2
53 , c

1/2
34 = c

1/2
61 , c

1/2
35 = c

1/2
62 .

(3.7)

Возможность лагранжевой формулировки (формула (1.48)) дает

c
1/2
14 , c

1/2
25 ∈ R; c

1/2
34 =

η
1/2
63

η
1/2
14

(c
1/2
16 )∗, c

1/2
35 =

η
1/2
63

η
1/2
25

(c
1/2
26 )∗. (3.8)

С учетом ограничений (3.5)–(3.8) для спинового блока C1/2 получится выражение

C1/2 =

(
0 C
C 0

)
, C =

 c1 0 c3
0 c2 c4
f1c

∗
3 f2c

∗
4 0

 , (3.9)
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где для упрощения записи использованы обозначения

c1 = c
1/2
14 , c2 = c

1/2
25 , c3 = c

1/2
16 , c4 = c

1/2
26 ,

f1 =
η
1/2
63

η
1/2
14

, f2 =
η
1/2
63

η
1/2
25

.
(3.10)

Характеристическое уравнение для блока C имеет вид

λ3 − (c1 + c2)λ
2 + (c1c2 − f1|c3|2 − f2|c4|2)λ+ f1c2|c3|2 + f2c1|c4|2 = 0. (3.11)

Чтобы получить одно значение массы, надо наложить условия

c1c2 − f1|c3|2 − f2|c4|2 = 0,

f1c2|c3|2 + f2c1|c4|2 = 0.
(3.12)

При этом ненулевое собственное значение блока C, не уменьшая общности, можно вы-
брать равным единице:

λ = c1 + c2 = 1. (3.13)

Такой выбор приводит к следующим минимальным полиномам для спинового блока C1/2

и матрицы Γ4

(C1/2)2[(C1/2)2 − 1] = 0, Γ2
4(Γ

2
4 − 1) = 0. (3.14)

Остается наложить условие дефинитности заряда (1.36), которое в рассматривае-
мом случае (C3/2 = 0, n = 2) принимает вид

Sp
(
(C1/2)3η1/2

)
̸= 0, (3.15)

где

η1/2 =

(
0 η′

η′ 0

)
, η′ =

 η
1/2
14 0 0

0 η
1/2
25 0

0 0 η
1/2
36

 . (3.16)

Отсюда с учетом выражения (3.9) получаем неравенство

η
1/2
14 c

3
1 + η

1/2
25 c

3
2 + (2η

1/2
63 + η

1/2
14 )c1|c3|2 + (2η

1/2
63 + η

1/2
25 )c2|c4|2 ̸= 0. (3.17)

Совместное выполнение условий (3.12), (3.13), (3.17) можно обеспечить, выбирая,
например

c1 =
1

3
, c2 =

2

3
, c3 =

√
2

3
, c4 =

2

3
, (3.18)

η
1/2
14 = −1, η

1/2
25 = 1, η

1/2
36 = 1. (3.19)
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При этом матрицы C и η′ принимают вид

C =

 1/3 0
√
2/3

0 2/3 2/3

−
√
2/3 2/3 0

 , η′ =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 . (3.20)

Таким образом, мы получили 20–компонентное РВУ со схемой зацеплений (3.1),
с недиагонализируемой матрицей Γ4, которое описывает частицу со спином s = 1

2
и удо-

влетворяет необходимым физическим требованиям.
Теперь покажем, что на основе схемы зацеплений (3.1) можно построить также

РВУ для частицы со спином s = 3
2
[18]. Сохраняя прежнюю нумерацию неприводимых

представлений, содержащихся в (3.1), опять приходим к общему виду (3.4) спиновых бло-
ков C1/2, C3/2 матрицы Γ4 в базисе Гельфанда – Яглома.

Условия (1.41) релятивистской инвариантности приводят к ограничениям

c
3/2
36 = 2c

1/2
36 , c

3/2
63 = 2c

1/2
63 . (3.21)

Инвариантность РВУ относительно пространственных отражений помимо соотношений
(3.7) дает

c
1/2
36 = c

1/2
63 , c

3/2
36 = c

3/2
63 . (3.22)

Возможность лагранжевой формулировки теории дополняет условия (3.8) ограничением

c
1/2
36 ∈ R. (3.23)

Поскольку нас в данном случае интересует спин 3
2
, не уменьшая общности, можно

положить

c
3/2
36 = c

3/2
63 = 1. (3.24)

При таком выборе условия (3.21)–(3.23) приводят к спиновым блокам C1/2, C3/2 вида

C1/2 =

(
0 C
C 0

)
, C =

 c1 0 c3
0 c2 c4
f1c

∗
3 f2c

∗
4 1/2

 , (3.25)

C3/2 =

(
0 1
1 0

)
, (3.26)

где использованы обозначения (3.10).
Характеристическое уравнение для матрицы C имеет вид

λ3 −
(
c1 + c2 +

1

2

)
λ2 +

(
c1 + c2

2
+ c1c2 − f1|c3|2 − f2|c4|2

)
λ

−c1c2
2

+ f1c2|c3|2 + f2c1|c4|2 = 0. (3.27)
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Для исключения состояний со спином 1
2
надо потребовать, чтобы все собственные значе-

ния блока C1/2 были равными нулю. Это требование приводит к условиям

c1 + c2 +
1

2
= 0,

c1 + c2
2

+ c1c2 − f1|c3|2 − f2|c4|2 = 0,

−c1c2
2

+ f1c2|c3|2 + f2c1|c4|2 = 0,

(3.28)

в которых числа f1, f2 могут независимо друг от друга принимать значения +1 или −1.
Нетрудно видеть, что условия (3.28) совместны, причем здесь (как и для спина

1
2
) в выборе параметров c1, c2, c3, c4, f1, f2 существует достаточно широкий произвол.

Но при этом во всех случаях минимальные уравнения для спиновых блоков C1/2 (3.25),
C3/2 (3.26) и матрицы Γ4 имеют один и тот же вид

(C1/2)3 = 0, (C3/2)2 − 1 = 0, (3.29)
Γ3
4(Γ

2
4 − 1) = 0. (3.30)

Поскольку в данной работе мы не ставим цель рассмотреть все имеющиеся воз-
можности построения РВУ для спина 3

2
на основе схемы зацеплений (3.1), то положим,

например:

f1 = −1, f2 = −1, (3.31)

c1 =
1

2
, c2 = −1, |c3| =

1

2
√
3
, |c4| =

√
2

3
. (3.32)

Такой выбор приводит к матрице билинейной формы с блоками

η1/2 =


0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 −1
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0

 , η3/2 =

(
0 1
1 0

)
, (3.33)

и спиновому блоку C1/2 матрицы Γ4

C1/2 =



0 0 0 1
2

0 1
2
√
3

0 0 0 0 −1
√

2
3

0 0 0 − 1
2
√
3

−
√

2
3

1
2

1
2

0 1
2
√
3

0 0 0

0 −1
√

2
3

0 0 0

− 1
2
√
3

−
√

2
3

1
2

0 0 0


. (3.34)
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Условие дефинитности заряда в соответствии с (3.30) (n = 3) принимает вид(
Sp (Γ4

4η)
)2 − (Sp (Γ3

4η)
)2
< 0. (3.35)

Используя полученные явные выражения для матриц Γ4 и η, находим

Sp (Γ4
4η) = 0, Sp (Γ3

4η) = 8, (3.36)

откуда следует, что неравенство (3.35) выполняется.
Для построения РВУ, описывающих микрообъекты со спинами s = 0, 1 и отлича-

ющихся от известных уравнений Даффина – Кеммера, рассмотрим набор неприводимых
представлений группы Лоренца [19; 20]

(0, 0)⊕ 2(
1

2
,
1

2
)⊕ (0, 1)⊕ (1, 0), (3.37)

образующих схему зацеплений

(0, 0)
|

(0, 1) — 2(1
2
, 1
2
) — (1, 0),

(3.38)

где векторное представление (1
2
, 1
2
) имеет кратность, равную двум (в дальнейшем для раз-

личения этих представлений одно из них будем помечать штрихом).
Блочная структура матрицы Γ4 РВУ, соответствующего схеме (3.37), в базисе Гель-

фанда – Яглома имеет вид (2.1). Пронумеровав содержащиеся в (3.37) неприводимые ком-
поненты способом

(0, 0) ∼ 1, (
1

2
,
1

2
)′ ∼ 2, (

1

2
,
1

2
) ∼ 3, (0, 1) ∼ 4, (1, 0) ∼ 5, (3.39)

после применения условий релятивистской и P -инвариантности теории получим для бло-
ков C0, C1 выражения

C0 =

 0 c012 c013
c021 0 0
c031 0 0

 , C1 =


0 0 c124 c124
0 0 c134 c134
c142 c143 0 0
c142 c143 0 0

 . (3.40)

Ненулевые элементы матрицы билинейной формы η, которая в базисе Гельфанда –
Яглома имеет вид

η =

(
η0 0
0 η1 ⊗ I3

)
, (3.41)

η0 =

 η011 0 0
0 η022 0
0 0 η033

 , η1 =


η122 0 0 0
0 η133 0 0
0 0 0 η145
0 0 η154 0

 ,
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выберем следующим образом:

η011 = −η022 = η033 = η122 = −η133 = −η145 = −η154 = 1. (3.42)

Тогда условие (1.48) возможности лагранжевой формулировки строящегося РВУ приво-
дит к соотношениям

c021 = −(c012)
∗, c031 = (c013)

∗, c142 = −(c124)
∗, c143 = (c134)

∗. (3.43)

Остающийся произвол в выборе элементов матрицы Γ4 можно использовать
для получения РВУ с требуемым значением спина.

Так, полагая

c012 = 0, c013 = c124 = c134 = 1, (3.44)

придем к спиновым блокам

C0 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , C1 =


0 0 1 1
0 0 1 1
−1 1 0 0
−1 1 0 0

 . (3.45)

Нетрудно убедиться в справедливости минимальных уравнений

(C1)3 = 0, C0[(C0)2 − 1] = 0, (3.46)
Γ3
4(Γ

2
4 − 1) = 0. (3.47)

Из (3.46) вытекает, что состоянию со спином s = 0 соответствует одно значение
массы, а все собственные значения блока C1 равны нулю, то есть состояния со спином
s = 1 отсутствуют. Таким образом, получаем РВУ для микрообъекта со спином s = 0
и одним значением массы.

Используя выражения (3.41), (3.42), (3.45) для матриц Γ4 и η, нетрудно убедиться,
что

Sp (Γ3
4η) = 0, Sp (Γ4

4η) = 2. (3.48)

Отсюда вытекает справедливость условия дефинитности энергии, имеющего для данного
РВУ вид неравенства (смотри (1.35), n = 3)

(−1)4
[(

Sp (Γ4
4η)
)2 − (Sp (Γ3

4η)
)2]

> 0. (3.49)

Тензорная формулировка построенного РВУ имеет вид

∂µψµ +mψ0 = 0,

∂νψ[µν] + ∂µψ0 +mψµ = 0,

−∂νψ[µν] +mψ′
µ = 0,

−∂µψν + ∂νψµ − ∂µψ
′
ν + ∂νψ

′
µ +mψ[µν] = 0,

(3.50)
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где ψ0 – скаляр, ψµ и ψ′
µ – 4-векторы, ψ[µν] – антисимметричный тензор второго ранга.

Из (3.50) нетрудно получить уравнение второго порядка

(□−m2)ψ0 = 0, (3.51)

означающее, что система (3.50) действительно описывает микрочастицу с ненулевой мас-
сой и спином s = 0.

Для построения на основе схемы зацеплений (3.37) РВУ для микрочастицы со спи-
ном s = 1 выберем элементы матрицы (3.41) следующим образом:

η011 = η022 = −η033 = −η122 = η133 = η145 = η154 = 1. (3.52)

Тогда в соответствии с условиями (1.48) будем иметь

c021 = (c012)
∗, c031 = −(c013)

∗, c142 = −(c124)
∗, c143 = (c134)

∗. (3.53)

В рамках остающегося произвола в выборе элементов спиновых блоков C0, C1

(3.40) возьмем

c012 = c013 = c021 = −c031 = 1,

c124 = c142 = 0, c134 = c143 =
1√
2
.

(3.54)

В результате получаем для матриц η0, η1, C0, C1 окончательные выражения

η0 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 , η1 =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 , (3.55)

C0 =

 0 1 1
1 0 0
−1 0 0

 , C1 =
1√
2


0 0 0 0
0 0 1 ±1
0 1 0 0
0 ±1 0 0

 . (3.56)

Легко убедиться, что минимальные уравнения для спиновых блоков (3.56) матрицы
Γ4 имеют вид

(C0)3 = 0, C1[(C1)2 − 1] = 0, (3.57)

то есть данное РВУ действительно описывает микрочастицу со спином s = 1.
Из (3.57) следует, что минимальное уравнение для матрицы Γ4 совпадает с анало-

гичным по смыслу уравнением (3.47) для скалярной частицы. Поэтому и условие дефи-
нитности энергии совпадает здесь с (3.49). Используя определения (3.55), (3.56), убеж-
даемся в справедливости условия (3.49) и в случае обсуждаемого РВУ для векторной
частицы.
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Тензорная формулировка полученного РВУ с расширенным набором представле-
ний для частицы со спином 1 такова:

∂µψµ + ∂µψ
′
µ +mψ0 = 0,

∂λψ[µλ] − ∂µψ0 +mψµ = 0,

∂µψ0 +mψ′
µ = 0,

−∂µψν + ∂νψ
′
µ +mψ[µν] = 0.

(3.58)

Из системы (3.58) вытекают уравнения

(□−m2)(ψµ + ψ′
µ) = 0, ∂µ(ψµ + ψ′

µ) = 0, (3.59)

которые однозначно указывают на то, что данная система действительно описывает век-
торную частицу с ненулевой массой.

Иные варианты расширенных РВУ для частиц с низшими спинами предлагаются
в работах [21] (спин 1

2
), [22] (спин 0), [23] (спин 1).

Вопрос о физической неэквивалентности РВУ с минимальным и расширенным на-
борами представлений группы Лоренца для конкретных уравнений впервые был рассмот-
рен в работах [24; 25] (спин 1

2
), [19; 20] (спины 0, 1), [26] (спин 3

2
). Общее исследование

этого вопроса для частиц с произвольным спином s и одной массой, взаимодействующих
с электромагнитным полем, проведено в работах [27; 28].

Суть и основные результаты проведенного в [27; 28] исследования заключаются
в следующем.

Сначала рассматриваются минимальное и расширенное уравнения для свободных
частиц

(Γ(0)
µ ∂µ +m)Ψ0(x) = 0, (3.60)

(Γ(1)
µ ∂µ +m)Ψ1(x) = 0, (3.61)

заданные в пространствах неприводимых представлений группы Лоренца T0 и T1 = T0 +
T ′ соответственно. Далее находится вид операторов R и K, переводящих ψ0 в ψ1

и обратно:

R = (A, 0), K =

(
F
G

)
, (3.62)

RΨ1 = (A, 0)

(
Ψ0

1

Ψ1
1

)
= AΨ0

1 = Ψ0, (3.63)

KΨ0 =

(
F
G

)
Ψ0 =

(
FΨ0

GΨ0

)
=

(
Ψ0

1

Ψ1
1

)
= Ψ1. (3.64)

Здесь A, F – прямоугольные числовые матрицы, удовлетворяющие условию

AF = I, (3.65)
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матрица G в общем случае содержит операторы дифференцирования. При этом для опе-
раторов R и K будем иметь

RΓ(1)
µ K = Γ(0)

µ +Bµ, (3.66)

где матрицы Bµ удовлетворяют уравнению

Bµ∂µΨ0(x) = 0. (3.67)

Затем рассматриваются уравнения

(Γ(0)
µ Dµ +m)Φ0(x) = 0, (3.68)

(Γ(1)
µ Dµ +m)Φ1(x) = 0, (3.69)

которые описывают частицы, взаимодействующие с электромагнитным полемAµ(x), вве-
денным минимальным образом:

∂µ → Dµ = ∂µ − ieAµ. (3.70)

Оператор R, осуществляющий переход от функции Φ1(x) к Φ0(x), имеет тот же вид, что
и в случае свободной частицы. Для оператора K ′, осуществляющего обратный переход
в случае взаимодействующей частицы, получим

K ′ =

(
F

G+G′

)
, (3.71)

где добавка G′ обусловлена подстановкой (3.70). Уравнение (3.68) при этом приводится
к виду

(RΓ(1)
µ DµK

′ +m)Φ0(x) = 0, (3.72)

или

(Γ(0)
µ Dµ +Q+m)Φ0(x) = 0, (3.73)

где

Q ∼ RΓ(1)
µ DµG

′ +BµDµ. (3.74)

Таким образом, после приведения уравнения (3.69) к уравнению типа (3.68) относительно
волновой функции с минимально необходимым числом компонент в последнем появля-
ется дополнительное слагаемое Q (3.74). Для частиц со спинами s = 1

2
и 3

2
, описываемых

рассмотренными выше РВУ с расширенными наборами представлений, данное слагаемое
принимает вид

Q ∼ ie

m
(∂µAν − ∂νAµ)J

[µν] =
ie

m
F[µν]J

[µν], (3.75)
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где J [µν] – генераторы представлений группы Лоренца в пространствах представлений
(1.13) и (1.16), соответственно. В нерелятивистском приближении оно описывает допол-
нительный (аномальный) магнитный момент и приводит в лагранжиане к члену взаимо-
действия типа Паули.

В случае рассмотренных выше расширенных РВУ для частиц с целыми низшими
спинами дополнительное слагаемое Q имеет вид

Q ∼ e2

m
F[µν]F[µν]e

00, (3.76)

Q ∼ e2

m
F[µν]F[ρσ]e

[µν],[ρσ], (3.77)

где eAB – обобщенные символы Кронекера, определяемые по формулам [29]

(eAB)CD = δACδBD. (3.78)

В случае частицы со спином s = 0 член Q (3.76) в нерелятивистском приближении опи-
сывает наведенные во внешнем электромагнитном поле дипольные электрическую и маг-
нитную поляризуемости этой частицы. Для частицы со спином s = 1 аналогичный член
(3.77) описывает ее статическую тензорную электрическую поляризуемость.

Очевидно, что дополнительное взаимодействие с внешним электромагнитным по-
лем должно влиять на вид матричных элементов конкретных процессов рассеяния. По-
дробные расчеты некоторых таких процессов проделаны в работах [19–28]. Показано,
что в первом порядке теории возмущений указанное взаимодействие не проявляется. На-
пример, рассеяние на кулоновском центре происходит одинаковым образом как в слу-
чае РВУ с минимальным, так и расширенным набором представлений группы Лоренца.
Расчет сечений типичного процесса второго порядка – комптоновского рассеяния света
на частицах, описываемых РВУ с расширенными наборами представлений – приводит
во всех случаях к матричным элементам вида

M1 =M0 +M ′. (3.79)

Здесь M0 – матричный элемент, отвечающий частице, которая описывается РВУ с мини-
мальнымнабором представлений;M ′ – добавка, обусловленная наличием у частицы внут-
ренней электромагнитной структуры. Явные выражения для этих добавок можно найти
в вышеуказанных работах.

Таким образом, простое расширение используемого набора представлений, в том
числе за счет включения в него повторяющихся неприводимых компонент, позволяет от-
разить внутреннюю структуру частиц в рамках обычного пространственно-временного
описания методами теории РВУ. Очевидно, что в принципиальном отношении такой под-
ход обладает преимуществом по сравнению с распространенным феноменологическим
подходом, при котором дополнительные члены, описывающие специфические структур-
ные эффекты, вводятся в лагранжиан вручную.

В заключение отметим немаловажное обстоятельство: все рассмотренные в дан-
ном параграфе «расширенные» РВУ для низших спинов свободны от трудностей, име-
ющих место при введении электромагнитного взаимодействия минимальным образом
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в теориях высших спинов. Они являются перенормируемыми и не содержат непричин-
ных решений, несмотря на недиагонализируемый характер матрицы Γ4 (см. в этой связи,
например, [22; 30]).

4. РВУ для киральной частицы со спином 1
Впредыдущемпараграфе было показано, что РВУ с расширеннымнаборами непри-

водимых представлений группы Лоренца (включая кратные) позволяют учитывать внут-
реннюю структуру элементарных частиц в рамках не распадающихся в релятивистски-
инвариантном смысле уравнений. Вместе с тем использование кратных представлений
в теории РВУ позволяет осуществлять также пространственно-временное описание до-
полнительных (помимо спина) внутренних степеней свободы частиц. Во избежание недо-
понимания отметим, что под пространственно-временным описанием в данном контексте
понимается использование РВУ, не распадающихся в смысле полной группы Лоренца.
Иными словами, речь идет об описании внутренних свойств элементарных частиц без
включения в рассмотрение полевых индексов нелоренцевского происхождения.

Продемонстрируем сказанное на примере киральности – степени свободы, кото-
рая связана с двукратным вырождением состояний, сопряженных относительно операции
пространственной инверсии. Понятие киральности в настоящее время широко использу-
ется в адронной физике, в которой оно появляется при пренебрежении массами легких
u- и d-кварков. Уже существует ряд экспериментов при низких энергиях, результаты
которых свидетельствуют в пользу существования взаимодействий, переносимых кираль-
ными частицами со спином 1. Подробный обзор по всем этим вопросам можно
найти в [31].

Рассмотрим схему зацеплений неприводимых представлений группы Лоренца

(1
2
, 1
2
)′

⧸ ⧹
(0, 1) (1, 0),

⧹ ⧸
(1
2
, 1
2
)

(4.1)

которая содержит двукратное представление (1
2
, 1
2
) (как и в (3.38), штрих здесь введен

для различения одинаковых компонент). Матрица Γ4 РВУ, отвечающего схеме (4.1), имеет
в базисе Гельфанда – Яглома квазидиагональную форму (2.1). Введем, как обычно, нуме-
рацию представлений

(
1

2
,
1

2
) ∼ 1, (

1

2
,
1

2
)′ ∼ 2, (0, 1) ∼ 3, (1, 0) ∼ 4. (4.2)

Поскольку компоненты 1 и 2, формирующие спиновый блокC0, не зацепляются, получаем

C0 =

(
0 0
0 0

)
, (4.3)

то есть спин s = 0 здесь отсутствует.

43



Для блока C1 имеем следующее общее выражение

C1 =


0 0 c113 c114
0 0 c123 c124
c131 c132 0 0
c141 c142 0 0

 . (4.4)

Требование инвариантности строящегося РВУ относительно преобразований соб-
ственной группы Лоренца в данном случае на элементы c1ij никаких ограничений не на-
кладывает. Инвариантность относительно операции P -инверсии приводит к условиям

c114 = ±c113, c141 = ±c131, c124 = ±c123, c142 = ±c132. (4.5)

При этом в соответствии с формулами (1.43)–(1.45) знак «+» («–») здесь берется тогда,
когда оба представления (1

2
, 1
2
) и (1

2
, 1
2
)′ в схеме (4.1) являются истинно векторными (псев-

довекторными). В указанных случаях получаем для спинового блока C1 выражение

C1 =


0 0 c113 ±c113
0 0 c123 ±c123
c131 c132 0 0
±c131 ±c132 0 0

 , (4.6)

где одновременно берутся верхние либо нижние знаки.
Характеристическое уравнение блока C1 имеет вид

λ4 − 2λ2(c113c
1
31 + c123c

1
32) = 0. (4.7)

Отсюда следует, что этот блок имеет единственное с точностью до знака ненулевое соб-
ственное значение

λ = ±
√

2(c113c
1
31 + c123c

1
32). (4.8)

Другими словами, состояние со спином 1 не содержит дополнительных внутренних сте-
пеней свободы. Очевидно, что полученное таким образом РВУ сводится к уравнению Ди-
рака – Кэлера для векторной частицы.

Иначе обстоит дело, когда одно из векторных представлений в схеме (4.1) – век-
торное, а второе – псевдовекторное. В этом случае требование P -инвариантности теории
приводит к условиям

c114 = c113, c141 = c131, c124 = −c123, c142 = −c132 (4.9)

и соответственно к спиновому блоку C1

C1 =


0 0 c113 c113
0 0 c123 −c123
c131 c132 0 0
c131 −c132 0 0

 . (4.10)
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Его характеристическое уравнение имеет вид

λ4 − 2λ2(c113c
1
31 + c123c

1
32) + 4c113c

1
31c

1
23c

1
32 = 0. (4.11)

Решения уравнения (4.11) λ1 = ±
√

2c113c
1
31 и λ2 = ±

√
2c123c

1
32 означают, что речь может

идти о частице со спином s = 1 и, вообще говоря, двумя значениями массы

m1 =
m√
2c113c

1
31

, m2 =
m√
2c123c

1
32

. (4.12)

Однако, если положить

c113c
1
31 = c123c

1
32, (4.13)

мы приходим к РВУ для частицы с одной массой, но двукратным вырождением состояний
по некоторому дополнительному квантовому числу.

Произвол, остающийся в выборе элементов c1ij блока C1 (4.10) после наложения
на них условия (4.13), используем для получения лагранжевой формулировки интересу-
ющего нас РВУ. Для этого элементы η0ij , η1ij матрицы билинейной формы η зададим сле-
дующим образом:

−η011 = η022 = η111 = −η122 = η134 = η143 = 1. (4.14)

Тогда требование (1.48) релятивистской инвариантности лагранжиана теории при-
водит к равенствам

c131 = (c113)
∗, c132 = −(c123)

∗. (4.15)

Не уменьшая общности, все еще остающиеся произвольными элементы c113, c123 можно
выбрать, например, так:

c113 = c123 =
1√
2

(4.16)

(при этом собственные значения блока C1 будут равными ±1).
Таким образом, для ненулевого блока C1 матрицы Γ4 и блоков η0, η1 матрицы η

находим окончательно вид

C1 =
1√
2


0 0 1 1
0 0 1 −1
1 1 0 0
1 −1 0 0

 , (4.17)

η0 =

(
−1 0
0 1

)
, η1 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 . (4.18)
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Для выяснения смысла двукратного вырождения состояний микрообъекта, описы-
ваемого полученным РВУ, удобно использовать его тензорную формулировку

∂νψ[µν] +mψµ = 0,

∂νψ̃[µν] +mψ̃µ = 0,

−∂µψν + ∂νψµ + εµναβ∂αψ̃β +mψ[µν] = 0,

(4.19)

где величины ψµ, ψ̃µ, ψ[µν] сопоставляются представлениям (1
2
, 1
2
), (1

2
, 1
2
)′, (0, 1) ⊕ (1, 0)

соответственно,

ψ̃[µν] =
1

2
εµναβψ[αβ], (4.20)

и εµναβ – тензор Леви–Чивита (ε1234 = −i).
Осуществляя в системе (4.19) подстановки

φµ =
1√
2
(ψµ − iψ̃µ), φ[µν] =

1√
2
(ψ[µν] − iψ̃[µν]),

χµ =
1√
2
(ψµ + iψ̃µ), χ[µν] =

1√
2
(ψ[µν] + iψ̃[µν]),

(4.21)

преобразуем ее к прямой сумме двух семикомпонентных подсистем:

∂νφ[µν] +mφµ = 0,

−∂µφν + ∂νφµ + iεµναβ∂αφβ +mφ[µν] = 0
(4.22)

и

∂νχ[µν] +mχµ = 0,

−∂µχν + ∂νχµ − iεµναβ∂αχβ +mχ[µν] = 0.
(4.23)

Подсистемы (4.22), (4.23) инвариантны в смысле преобразований собственной
группы Лоренца. Однако при операции пространственного отражения они переходят друг
в друга. Так что по отношению к преобразованиям полной группыЛоренца система (4.22),
(4.23), а значит и система (4.19), является нераспадающейся. Кроме того, заметим,
что подсистемам (4.22), (4.23) по отдельности нельзя сопоставить удовлетворяющий стан-
дартным требованиям лагранжиан. Корректная лагранжева формулировка возможна толь-
ко для системы (4.22), (4.23), рассматриваемой в целом.

Итак, двукратно вырожденные состояния векторной частицы, описываемой по-
строенным РВУ, связаны между собой операцией P -инверсии. Следовательно, допол-
нительное квантовое число, о котором идет речь, различает указанные P - сопряженные
состояния и может трактоваться как киральность по аналогии с понятием киральности
для безмассовых частиц.

Здесь важно отметить следующее. Как известно, для построения теории безмас-
совых частиц с киральностью S достаточно использования только представлений (0, S)
и (S, 0), причем понятия киральности и спиральности (проекции спина на направление
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импульса) в этом случае, по существу, совпадают. В случае частиц с ненулевой массой
это уже не так: во-первых, понятия киральности и спиральности для них не совпадают;
во-вторых, теория таких частиц, как ясно из вышеизложенного, с необходимостью бази-
руется на наборе зацепляющихся неприводимых представлений группы Лоренца, вклю-
чая кратные компоненты. Возможный физический смысл киральности применительно
к обладающим массой виртуальным частицам будет обсужден в главе 7.

5. Тензорные РВУ дираковского типа и геометризованное описание
внутренних степеней свободы фундаментальных частиц

Поскольку существование дополнительных внутренних квантовых чисел у фунда-
ментальных частиц является в настоящее время твердо установленным фактом, возника-
ет вопрос о возможности применения теории РВУ к описанию степеней свободы, связан-
ных с внутренними, в том числе калибровочными, симметриями. Традиционные калибро-
вочные теории фундаментальных частиц и их взаимодействий базируются, как правило,
на уравнении Дирака, волновая функция которого снабжается свободным нелоренцев-
ским индексом, играющим роль внутренней переменной. С точки зрения теории РВУ, та-
кой подход означает фактически использование распадающихся по группе Лоренца урав-
нений. На этой основе строятся известные модели электрослабых и сильных взаимодей-
ствий, стандартная SU(3)× SU(2)× U(1) модель.

Однако данный подход не в состоянии решить ряд проблем, в частности, он ока-
зывается малоэффективным при включении в общую схему гравитационного взаимодей-
ствия. Решение этой и многих других проблем в настоящее время связывается, главным
образом, с использованием групп симметрии, преобразования которых содержали бы
на равных пространственно-временные и внутренние переменные. Иначе говоря, речь
идет о возможности геометризованного введения внутренних степеней свободы.

Перечислим вкратце наиболее известные подходы в этом направлении:
– теории типа Калуцы – Клейна, в которых пространство–время имеет размер-

ность, большую четырех, причем дополнительные измерения рассматриваются как рав-
ноправные с четырьмя наблюдаемыми. Компактификация «лишних» измерений приводит
к выделению внутренних степеней свободы, сохраняя их геометрический статус;

– суперсимметрия–супергравитация, объединяющая частицы с разными спинами
и статистикой в единые супермультиплеты. Одна из исходных посылок здесь заключается
в том, что существует новая математическая структура – преобразования суперсиммет-
рии, которые перемешивают бозонные и фермионные поля. В результате точно так же, как
преобразования Лоренца обнаруживают связь между собственно пространством
и временем, преобразования суперсимметрии связывают в одно целое пространство–вре-
мя и внутренние степени свободы частиц;

– струнные и суперструнные модели, включающие в себя идеи Калуцы – Клейна
и суперсимметрии, калибровочного подхода и теории относительности.

Однако можно предложить и иной способ геометризованного описания внутрен-
них степеней свободы, основанный на применении расширенного (включая кратные) на-
бора неприводимых представлений группы Лоренца в подходе теории РВУ. Естествен-
ной возможностью в этом плане является использование не распадающихся по полной
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группе Лоренца уравнений, волновая функция которых обладает трансформационными
свойствами прямого произведения (полного или усеченного) дираковских биспиноров,
а матрицы Γµ удовлетворяют перестановочным соотношениям алгебры матриц Дирака.
В дальнейшем такие РВУ будем называть диракоподобными, или уравнениями дираков-
ского типа.

Наиболее известным РВУ указанного типа является уравнение Дирака – Кэлера
(ДК), которое представляет собой максимально общее дифференциальное уравнение (си-
стему уравнений) первого порядка над полем комплексных чисел для полного набора ан-
тисимметричных тензорных полей в пространстве Минковского. С другой стороны, в со-
ответствующем базисе (будем называть его фермионным) волновая функция уравнения
ДК обладает лоренцевскими трансформационными свойствами прямого произведения
дираковского биспинора на зарядово-сопряженный биспинор. В тензорной формулировке
уравнение ДК может быть представлено в виде системы

∂µψµ +mψ0 = 0,

∂νψ[µν] + ∂µψ0 +mψµ = 0,

−∂µψν + ∂νψµ + iεµναβ∂αψ̃β +mψ[µν] = 0,

∂µψ̃µ +mψ̃0 = 0,

∂νψ̃[µν] + ∂µψ̃0 +mψ̃µ = 0,

1

2
εµναβ∂νψ[αβ] + ∂µψ̃0 +mψ̃µ = 0.

(5.1)

Здесь ψ0 – скаляр, ψµ – вектор, ψ[µν] – антисимметричный тензор второго ранга, ψ̃µ =
1
3!
εµναβψ[ναβ] – псевдовектор, дуально сопряженный антисимметричному тензору третье-

го ранга ψ[ναβ], и ψ̃0 =
1
4!
εµναβψ[µναβ] – псевдоскаляр, дуально сопряженный антисиммет-

ричному тензору четвертого ранга ψ[µναβ].
Система (5.1) является не распадающейся в смысле полной группы Лоренца. Она

может быть записана в стандартной для теории РВУ матрично-дифференциальной форме
(1.1), где волновая функция Ψ представляет собой столбец с тензорными компонентами

Ψ = (ψ0, ψ̃0, ψµ, ψ̃µ, ψ[µν])
T , (5.2)

а матрицы Γµ размерности 16× 16 имеют вид

Γµ = Γ(+)
µ + Γ(−)

µ ,

Γ(+)
µ = e0̃µ̃ + eµ̃0̃ + eλ,[λµ] + e[λµ],λ,

Γ(−)
µ = e0µ + eµ0 +

i

2
ελµαβ(e

λ̃,[αβ] + e[αβ],λ̃).

(5.3)

Используя известные правила перемножения обобщенных символов Кронекера
[29], можно убедиться, что матрицы Γµ (5.3) удовлетворяют алгебре матриц Дирака

ΓµΓν + ΓνΓµ = 2δµν . (5.4)
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Для установления группы внутренней симметрии поля ДК удобно от тензорного
базиса (5.2) перейти к фермионному базису, в котором матрицы Γµ и матрица η лоренц-
инвариантной билинейной формы имеют вид

Γµ = I4 ⊗ γ4, (5.5)
η = γ4 ⊗ γ4. (5.6)

Напомним, что под преобразованием внутренней симметрии РВУ (1.1) понимают-
ся линейные преобразования волновой функции

Ψ′(x) = QΨ(x), (5.7)

не затрагивающие пространственно-временных координат и оставляющие инвариантным
уравнение (1.1) и его лагранжиан (1.26). Для этого матрицы Q должны удовлетворять
условиям

[Γµ, Q]− = 0, (5.8)
Q+ηQ = η. (5.9)

Применение условий (5.8), (5.9) к матрицам Γµ и η приводит к некомпактной
15-параметрической группе SU(2, 2), генераторами которой могут служить эрмитовые
матрицы

Γ′
µ, Γ′

5, iΓ′
µΓ

′
5, iΓ′

[µΓ
′
ν] =

i

2
(Γ′

µΓ
′
ν − Γ′

νΓ
′
µ). (5.10)

Здесь

Γ′
5 = Γ′

1Γ
′
2Γ

′
3Γ

′
4 (5.11)

и

Γ′
µ = Γ(+)

µ − Γ(−)
µ (5.12)

второй набор матриц размерности 16 × 16, удовлетворяющих, как и Γµ, алгебре матриц
Дирака и коммутирующих с матрицами Γµ. В фермионном базисе эти матрицы имеют вид

Γ′
µ = γµ ⊗ I4. (5.13)

Отличительной особенностью группы внутренней симметрии уравнения ДК является то,
что ее генераторы (5.10) не коммутируют с лоренцевскими генераторами

J[µν] =
1

4
(Γ[µΓν] + Γ′

[µΓ
′
ν]) (5.14)

представления волновой функции Ψ. При этом группа G алгебры полной инвариантно-
сти уравнения ДК является полупрямым произведением группы лоренцевских преобра-
зований Λ и группы внутренней симметрии Q: G = Λ ⊘ Q. С другой стороны, группу
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G можно представить в виде прямого произведения G = Λ′ ⊗ Q, где Λ′ – переопре-
деленная группа Лоренца, по отношению к которой волновая функция Ψ характеризует
уже не совокупность тензорных величин, а набор четырех дираковских полей с обычной,
то есть коммутирующей с преобразованиями группы Лоренца, внутренней симметрией.

Приведенные соображения сохраняют силу для всех взаимодействий (в том числе
калибровочных), не нарушающих внутреннюю симметрию свободного лагранжиана.
Они означают принципиальную применимость уравнения ДК для описания частиц
со спином s = 1

2
и внутренними степенями свободы, имеющими, таким образом, гео-

метрическое происхождение (более подробно по этому поводу см. [32]). Так, идея о том,
что уравнение ДК может выступать, например, в качестве геометрической модели поко-
лений кварков (или лептонов), впервые была выдвинута в работах [33; 34].

Теперь дадим матричную формулировку уравнения ДК в базисе Гельфанда – Яг-
лома, которая нам понадобится в дальнейшем.

Возьмем в качестве исходного набор неприводимых представлений собственной
группы Лоренца

2(0, 0)
|

(0, 1) — 2(1
2
, 1
2
) — (1, 0),

(5.15)

содержащий двукратные компоненты компоненты (0, 0) и (1
2
, 1
2
). Матрица Γ4 соответству-

ющего РВУ в базисе Гельфанда – Яглома будет иметь вид (2.1), где

C0 =


0 0 c013 c014
0 0 c023 c024
c031 c032 0 0
c041 c042 0 0

 , C1 =


0 0 c135 c136
0 0 c145 c146
c153 c154 0 0
c163 c164 0 0

 , (5.16)

и принята следующая нумерация содержащихся в наборе (5.15) неприводимых
представлений:

(0, 0) ∼ 1, (0, 0)′ ∼ 2, (
1

2
,
1

2
) ∼ 3, (

1

2
,
1

2
)′ ∼ 4, (0, 1) ∼ 5, (1, 0) ∼ 6. (5.17)

Здесь, как и ранее, штрих используется для различения кратных представлений.
Рассмотрим сначала спиновый блок C1. Условия релятивистской и P - инвариант-

ности теории накладывают на элементы c1ij в общем случае ограничения

c135 = ±c136, c145 = ±c146, c153 = ±c163, c154 = ±c164. (5.18)

При этом выбор знаков «+» или «–» в (5.18) зависит от определения оператора простран-
ственного отражения, согласно формулам (1.44) или (1.45). Применительно к рассматри-
ваемому случаю сказанное означает, что знак «+» («–») в (5.18) имеет место при истинно
векторном (псевдовекторном) характере кратных представлений (1

2
, 1
2
). Удовлетворяющее

всем необходимым физическим требованиям РВУ можно построить, если выбрать одно
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из представлений (1
2
, 1
2
) истинно векторным, а второе – псевдовекторным (в дальнейшем

будем обозначать его (1
2
, 1
2
)′). Тогда соотношения (5.18) принимают вид

c135 = c136, c145 = −c146, c153 = c163, c154 = −c164, (5.19)

и для блока C1 получается выражение

C1 =


0 0 c135 c135
0 0 c145 −c145
c153 c154 0 0
c153 −c154 0 0

 . (5.20)

Аналогичным образом, одно из представлений (0, 0) в (5.15) выберем скалярным,
а второе – псевдоскалярным (будем также помечать его штрихом). И поскольку в P -инва-
риантном РВУ векторное (псевдовекторное) представление не может зацепляться с псев-
доскалярным (скалярным), то будут иметь место равенства

c014 = c023 = c041 = c032 = 0. (5.21)

Блок C0 (5.18) при этом преобразуется к виду

C0 =


0 0 c013 0
0 0 0 c024
c031 0 0 0
0 c042 0 0

 , (5.22)

а представления (5.15) образуют схему зацеплений

(0, 1)
⧸ ⧹

(0, 0)′ — (1
2
, 1
2
)′ (1

2
, 1
2
) — (0, 0) .

⧹ ⧸
(1, 0)

(5.23)

Блоки η0, η1 матрицы билинейной инвариантной формы η (2.4), имеют в данном
случае вид

η = η0 ⊕ (η1 ⊗ I3),

η0 =


η011 0 0 0
0 η022 0 0
0 0 η033 0
0 0 0 η044

 , η1 =


η133 0 0 0
0 η144 0 0
0 0 0 η156
0 0 η165 0

 ,
(5.24)

причем согласно (1.47)

η133 = −η033, η144 = −η044, η165 = ±η156. (5.25)
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Условия (1.48) совместно с равенствами (5.19) приводят к соотношениям

c031 =
η033
η011

(c013)
∗, c042 =

η044
η022

(c024)
∗, c153 =

η156
η133

(c135)
∗, c154 =

η156
η144

(c145)
∗. (5.26)

Выбирая теперь для остающихся произвольными элементов csττ ′ и ηsτ τ̇ , например, значения

c013 = c024 = 1, c135 = c145 =
1√
2
, (5.27)

η011 = −η022 = η033 = −η044 = −η156 = −η165 = 1, (5.28)

получим РВУ со спиновыми блоками матриц Γ4 и η вида

C0 =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 , C1 =
1√
2


0 0 1 1
0 0 1 −1
1 1 0 0
1 −1 0 0

 , (5.29)

η0 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 , η1 =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 . (5.30)

Построенное таким образом с использованием базиса Гельфанда – Яглома РВУ
удовлетворяет условиям инвариантности относительно преобразований полной группы
Лоренца и возможности его получения из инвариантной функции Лагранжа. С формаль-
ной точки зрения оно описывает микрообъект с ненулевой массой и набором спинов 0, 1.
Минимальные уравнения для спиновых блоков C0, C1 и матрицы Γ4 в целом имеют оди-
наковый вид

(C0)2 − 1 = 0, (C1)2 − 1 = 0, Γ2
4 − 1 = 0, (5.31)

из которого вытекает, что данное РВУ относится к уравнениям дираковского типа с ал-
геброй (5.4). Наличие повторяющихся корней ±1 у блоков C0, C1 означает наличие до-
полнительной (помимо спина) внутренней степени свободы.

Отметим, что выбор (5.27) элементов матрицыΓ4 не является единственно возмож-
ным с точки зрения получения диракоподобного РВУ. В общем случае для удовлетворе-
ния характеристическим уравнениям (5.31) достаточно выполнения условий

ΓµΓν + ΓνΓµ = 2δµν . (5.32)

Очевидно, что только за счет изменения знаков у чисел c013, c024, c135, c145 можно ре-
ализовать 16 способов задания спиновых блоков C0, C1. Однако очевидно, что все такие
(и иные) модификации связаны преобразованием подобия и, следовательно, физически
эквивалентны.
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Итак, на основе схемы зацеплений (5.23) может быть построено единственное
(с точностью до преобразования подобия) РВУ дираковского типа, не распадающееся
в смысле полной группы Лоренца и допускающее лагранжеву формулировку.

Приведенное алгебраическое и теоретико-групповое обоснование динамического
соответствия (эквивалентности) классического уравнения ДК и SU(2, 2)-инвариантной
теорииДирака является еще недостаточным для геометризованного описания внутренних
степеней свободы дираковских частиц посредством тензорных полей. Последовательная
реализация возможности такого описания предполагает существование такого соответ-
ствия и на квантовом уровне, что равносильно возможности квантования поля ДК по ста-
тистике Ферми – Дирака.

Казалось бы, такое допущение противоречит известной теореме Паули о связи
спина и статистики [34]. Однако, это не совсем так. Еще в работах [35; 36] на приме-
ре простейших уравнений для частиц с целым и полуцелым спином было показано, что
при использовании индефинитной метрики в гильбертовом пространстве состояний,
в принципе, допускается квантование по аномальной статистике (полуцелый спин –
по статистике Бозе – Эйнштейна, целый – по статистике Ферми – Дирака). Но при этом
в теории появляются неустранимые отрицательные вероятности.

Существенно иная ситуация возникает в случае полевых систем с дополнительны-
ми степенями свободы, соответствующими некомпактным группам внутренней симмет-
рии. В таких теориях имеют место дополнительные законы сохранения (правила запрета),
исключающие переходы, сопровождающиеся отрицательными вероятностями при кван-
товании с индефинитной метрикой. Рассмотрим подробно этот вопрос применительно
к уравнению ДК [37; 38].

Сначала с помощью подстановки

Ψ(x) = Ψ(p)eipµxµ (5.33)

перейдем от матричной формы (1.1) уравнения ДК в координатном представлении к им-
пульсному представлению

(p̂+m)Ψ(p) = 0, (5.34)

где

p̂ = ipµΓµ – оператор 4-импульса. (5.35)

Как следует из (5.31), спиновые блоки C0, C1 содержат один с точностью до знака
ненулевой корень ±1. Наличие же внутренней степени свободы выражается здесь
в том, что в характеристических полиномах этих блоков указанный ненулевой корень
имеет кратность, равную двум. Так что, наряду с обычными операторами импульса (5.35),
квадрата спина

Ŝ2 = −[(J [12])2 + (J [23])2 + (J [31])2] (5.36)

и проекции спина

Ŝn = −iεijkniJ
[jk], (5.37)
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где J [µν] = 1
4
(Γ[µΓν] + Γ′

[µΓ
′
ν]), этой степени свободы (назовем ее для определенности

Π-четностью) можно сопоставить некоторый оператор Π̂, коммутирующий с указанны-
ми операторами и образующий вместе с ними полный набор переменных для поля ДК.
Дополним это условие естественными требованиями диагонализируемости этого опера-
тора и вещественности его собственных значений, а также по аналогии с операторами Ŝ2,
Ŝn свойством

Π̂η = ηΠ̂+. (5.38)

Нетрудно убедиться, что релятивистски-инвариантное определение оператора
Π-четности, удовлетворяющее сформулированным условиям, имеет вид

Π̂ =
pµΓ

′
µ

im
; (5.39)

в частности, в системе покоя

Π̂0 = Γ′
4. (5.40)

Собственные значения оператора Π̂ будем обозначать через λi, i = 1, 2. В системе покоя
λ1 = 1, λ2 = −1.

При вторичном квантовании существеннуюроль играет знакоповедение плотности
энергии (и заряда) классической полевой системы. Наличие спектра спинов иΠ-четности
приводит к тому, что знаки указанных величин могут зависеть не только от знака массы
(под которым понимается знак собственных значений матрицы Γ4, различающий положи-
тельно- и отрицательно-частотные решения уравнения (5.34)), но и от квантовых чисел i
и s. Другими словами, и энергия и заряд в таких теориях являются, вообще говоря, ин-
дефинитными. Данное обстоятельство удобно отразить, вводя в рассмотрение перемен-
ную g

(±)
is , значения которой, вычисленные в системе покоя, характеризуют знак плотности

энергии в состоянии ψ(±)
is . Расчет величин g(±)

is для уравнения ДК дает [39]:

g
(+)
1s = g

(−)
2s = 1, g

(−)
1s = g

(+)
2s = −1. (5.41)

Теперь приступаем непосредственно к квантованию.Операторные волновыефунк-
ции Ψ, Ψ представим в виде разложений

Ψ(x) =
1

(2π)3/2

∑
i

∑
s

[
ais(p)ψ

(+)
is (p)eipx+

+

bis (p)ψ
(−)
is (p)e−ipx

]
d3p, (5.42)

Ψ(x) =
1

(2π)3/2

∑
i

∑
s

[
+
ais (p)ψ̄

(+)
is (p)e−ipx + bis(p)ψ̄

(−)
is (p)eipx

]
d3p. (5.43)

Для операторов рождения и уничтожения постулируем перестановочные соотношения

[ais(p),
+
ai′s′ (p

′)]+ = g
(+)
is δii′δss′δ(p− p′), (5.44)

[bis(p),
+

bi′s′ (p
′)]+ = −g(−)

is δii′δss′δ(p− p′) (5.45)
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(по индексам i и s суммирования здесь нет; все остальные антикоммутаторы равны ну-
лю), которые соответствуют квантованию поля ДК по статистике Ферми – Дирака. При-
водящие к правильным собственным значениям операторы числа частиц и античастиц
определим при этом следующим образом:

N
(+)
is = g

(+)
is

+
ais ais, N

(−)
is = −g(−)

is

+

bis bis. (5.46)

Подставляем разложения (5.42), (5.43) в выражения для операторов энергии и заряда

E =

∫
{(∂4Ψ)Γ4Ψ−ΨΓ4∂4Ψ}d3x, (5.47)

Q = e

∫
ΨΓ4Ψd

3x. (5.48)

Учитывая соотношения (5.44)–(5.46) и нормировку по заряду

ΨΓ4Ψ = ±1, (5.49)

получим в конечном счете для операторов E и Q выражения

E =
∑
i

∑
s

(
N

(+)
is ε

(+)
is +N

(−)
is ε

(−)
is

)
, (5.50)

Q = e
∑
i

∑
s

(
N

(+)
is −N

(−)
is

)
, (5.51)

где ε
(±)
is = |p0|, индексы у ε

(±)
is указывают на принадлежность к соответствующему

состоянию.
Формулы (5.50), (5.51) означают, что антикоммутационные соотношения (5.44),

(5.45) обеспечивают правильную корпускулярную картину поля. Кроме того, нетрудно
показать, что они приводят к причинным перестановочным соотношениям для оператор-
ных волновых функций [40; 41].

Поскольку правые части некоторых из условий квантования (5.44), (5.45) содержат
в правой части «неправильный» знак (минус), соответствующие векторы состояний долж-
ны иметь отрицательно определенную норму. Иными словами, квантовое описание поля
ДК по статистике Ферми – Дирака предполагает использование пространства состояний
H c индефинитной метрикой

H = H+ ⊕H−, (5.52)

где H+ и H− – подпространства с положительной и отрицательной нормами векторов
состояний соответственно. В рассматриваемом случае в подпространстваH+ иH− попа-
дают состояния

H+ :

(∏
N1

+
a1s

)(∏
N2

+

b2s

)(∏
N3

+
a2s

)(∏
N4

+

b1s

)
|0⟩; (5.53)

H− :

(∏
N5

+
a1s

)(∏
N6

+

b2s

)(∏
N7

+
a2s

)(∏
N8

+

b1s

)
|0⟩. (5.54)
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Здесь N1, N2, N5, N6 – произвольные неотрицательные целые числа, (N3 + N4) – чет-
ное и (N7 +N8) – нечетное числа. Для одночастичных состояний разбиения (5.53), (5.54)
принимают соответственно вид

H+ : Ψ
(+)
1s ,Ψ

(−)
1s , H− : Ψ

(+)
2s ,Ψ

(−)
2s , (5.55)

H+ : Ψ
(+)
1s ,Ψ

(−)
2s , H− : Ψ

(+)
2s ,Ψ

(−)
1s . (5.56)

При этом для корректной вероятностной интерпретации теории необходимо, чтобы в ней
при включении взаимодействия отсутствовали переходы между состояниями H+ и H−.
Покажем, что здесь такие переходы действительно запрещены.

Рассмотрим лагранжиан

L = −Ψ(x)(Γµ∂µ +m)Ψ(x) + Lint, (5.57)

где Lint описывает взаимодействие, которое не нарушает внутренней симметрии, прису-
щей свободному полю. Для электромагнитного взаимодействия, например:

Lint = eΨΓµAµΨ+ΨFµνΓ[µΓν]Ψ. (5.58)

Очевидно, что оператор Π̂ (5.39) содержится среди преобразований группы внутренней
симметрии лагранжиана (5.57), (5.58) (сравни (5.39) с генераторами (5.10) этой группы).
Инвариантность указанного лагранжиана относительно преобразований

Ψ → eiΠ̂θΨ (5.59)

приводит к сохраняющемуся «заряду»

G ∼
∫

Ψ(x)Γ4Π̂Ψ(x)d3x. (5.60)

Заряд G может быть преобразован к виду

G ∼
∑
i

∑
s

λi

(
N

(+)
is −N

(−)
is

)
=
∑
s

(
N

(+)
1s −N

(+)
2s −N

(−)
1s +N

(−)
2s

)
, (5.61)

где учтено, что λ1 = 1, λ2 = −1. Перепишем для удобства формулу (5.51) также в развер-
нутом виде

Q ∼
∑
s

(
N

(+)
1s +N

(+)
2s −N

(−)
1s −N

(−)
2s

)
. (5.62)

Сравнивая разбиения (5.55), (5.56) с формулами (5.61), (5.62), приходим к заклю-
чению, что одночастичным состояниям, относящимся к подпространствам H+ и H−, со-
ответствуют следующие знаки зарядов Q и G:

H+ : (1, 1), (−1, 1), H− : (1,−1), (−1,−1) (5.63)
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(первая цифра в скобках относится к электрическому заряду Q, вторая – к дополнитель-
ному заряду G).

Из (5.63) очевидно, что совместное выполнение законов сохранения для зарядовQ
и G приводит к запрету физически неприемлемых переходов между состояниями
из подпространств с положительной и отрицательной нормами векторов состояний.

Отметим, что если вместо непрерывных преобразований (5.59) рассмотреть дис-
кретные преобразования

Ψ+ → Ψ+, Ψ− → −Ψ−, (5.64)

то они сводятся к следующему:

a1s,
+
a1s → a1s,

+
a1s, b1s,

+

b1s → b1s,
+

b1s,

a2s,
+
a2s → −a2s,−

+
a2s, b2l,

+

b2s → −b2s,−
+

b2s .
(5.65)

Такая операция носит в математической литературе название канонической, или J-сим-
метрии. Она лежит в основе теории линейных операторов в пространстве с индефинит-
ной метрикой, которое называется еще гильбертовым пространством с J-метрикой, или
пространством Крейна [42]. Как показано в [43], J-симметрия соответствует оператору
суперотбора, запрещающему переходы из H+ в H−, что находится в согласии с установ-
ленным выше результатом. При локализации некомпактной группы внутренней симмет-
рии, имеющей пространственно-временное происхождение, и рассмотрении соответству-
ющей калибровочной теории дискретная J-симметрия также позволяет исключить пере-
ходы, характеризующиеся отрицательными вероятностями [44].

Таким образом, рассмотренная процедура квантования уравнения ДК по статисти-
ке Ферми – Дирака является корректной и с точки зрения вероятностной интерпретации
теории. Данныйфакт в совокупности с другими (алгебраическими, групповыми) выше от-
меченными свойствами этого уравнения указывает на то, что на его основе действительно
существует принципиальная возможность геометризованного описания внутренних сте-
пеней свободы дираковских частиц.

Укажем еще, что в самом общем виде вопрос о возможности физически непро-
тиворечивого квантования РВУ с некомпактными группами внутренней симметрии как
по нормальной, так и аномальной статистике с использованием индефинитной метрики
подробно рассмотрен в работах [39–41].

6. Алгебраические обобщения уравнения Дирака – Кэлера
Несмотря на ряд привлекательных черт уравнения ДК, вопрос о его способности

служить, например, для пространственно-временного описания внутренних квантовых
чисел известных фундаментальных частиц до сих пор остается открытым. С одной сторо-
ны, если иметь в виду только одно квантовое число – поколение кварков (или лептонов),
то число компонент волновой функции в уравнении ДК (равное 16) является слишком
большим, поскольку в настоящее время известно всего три поколения этих частиц. С дру-
гой, для геометризованного описания с единых позиций всех известных степеней свобо-
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ды фундаментальных частиц 16-ти компонент волновой функции явно недостаточно. По-
этому последовательная реализация данного подхода в рамках 4-мерного пространства-
времени предполагает использование РВУ с большим числом компонент волновой функ-
ции и аналогичными уравнению ДК свойствами.

Набор таких РВУ можно получить, если перейти к максимальному тензорному ал-
гебраическому обобщению уравнения ДК в пространстве размерности d = 4, заключаю-
щемуся в рассмотрении полейψ0, ψ̃0,ψµ, ψ̃µ,ψ[µν] как общих элементов алгебрыКлиффор-
да C4. Этот переход эквивалентен введению наряду с диракоподобным РВУ для функции
Ψ (5.2) аналогичных уравнений для функций Ψ̃ и ΨA, где A – свободный лоренцевский
индекс, принимающий по очереди значения A = µ, µ̃, [µν] (здесь µ̃ – псевдовекторный
индекс; Ψ̃ характеризует тот же набор антисимметричных тензорных полей, что и Ψ, но
с измененными трансформационными свойствами относительно операции пространствен-
ной инверсии).

Прежде, чем переходить к указанным алгебраическим обобщениям уравнения ДК,
обсудим более подробно вопрос о его замкнутости (нераспадении) в смысле полной груп-
пы Лоренца. С этой целью с помощью подстановок

φ0 = ψ0 − iψ̃0, φµ = ψµ − iψ̃µ, φ[µν] = ψ[µν] − iψ̃[µν],

φ̇0 = ψ0 + iψ̃0, φ̇µ = ψµ + iψ̃µ, φ̇[µν] = ψ[µν] + iψ̃[µν]

(6.1)

приведем систему (5.1) к виду

∂µφµ +mφ0 = 0,

∂νφ[µν] + ∂µφ0 +mφµ = 0,

−∂µφν + ∂νφµ + iεµναβ∂αφβ +mφ[µν] = 0;

(6.2)

∂µφ̇µ +mφ̇0 = 0,

∂νφ̇[µν] + ∂µφ̇0 +mφ̇µ = 0,

−∂µφ̇ν + ∂νφ̇µ − iεµναβ∂αφ̇β +mφ̇[µν] = 0,

(6.3)

Очевидно, что система (6.2), (6.3) распадается на две инвариантные в смысле собственной
группыЛоренца подсистемы (6.2) и (6.3). Однако также очевидно, что при пространствен-
ном отражении эти подсистемы переходят друг в друга, то есть по отдельности каждая
из них P -неинвариантна. Таким образом, действительно, по отношению к преобразова-
ниям полной группы Лоренца система ДК является не распадающейся.

Теперь рассмотрим матричное уравнение

(Γα∂α +m)Ψ[ηξ] = 0, (6.4)

которое получается в результате навешивания на волновую функцию Ψ (5.2) уравнения
ДК свободного бивекторного индекса. Данное уравнение можно представить в стандарт-
ной форме (1.1), где 96-компонентная волновая функция ψ преобразуется согласно пред-
ставлению группы Лоренца[

(0, 0)⊕ 2(
1

2
,
1

2
)⊕ (0, 1)⊕ (1, 0)

]
⊗ [(0, 1)⊕ (1, 0)]. (6.5)
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Неприводимые представления, содержащиеся в прямом произведении (6.5), формируют
в общем случае схему зацеплений

2(0, 0)
|

3(0, 1) — 4(1
2
, 1
2
) — 3 (1, 0).

(6.6)

Как было показано, уравнение ДК представимо в виде прямой суммы двух дирако-
подобных 8-компонентных систем (6.2) и (6.3), которые, в свою очередь, можно записать
в форме (1.1) с волновыми функциями

Ψ(8) = (φ0, φµ, φ[µν])
T , Ψ̇(8) = (φ̇0, φ̇µ, φ̇[µν])

T (6.7)

(отметим, что тензоры φ[µν], φ̇[µν], являясь здесь самодуальными, содержат по три неза-
висимые компоненты) и схемами зацеплений

(0, 0) — (
1

2
,
1

2
) — (0, 1), (6.8)

(0, 0) — (
1

2
,
1

2
) — (1, 0). (6.9)

Поэтому уравнение (6.4) распадается на составляющие

(Γ(8)
µ ∂µ +m)Ψ

(8)
(0,1) = 0, (6.10)

(Γ(8)
µ ∂µ +m)Ψ̇

(8)
(0,1) = 0, (6.11)

(Γ(8)
µ ∂µ +m)Ψ

(8)
(1,0) = 0, (6.12)

(Γ(8)
µ ∂µ +m)Ψ̇

(8)
(1,0) = 0, (6.13)

Уравнения (6.10) и (6.12) P -сопряжены по отношению друг к другу. Так же со-
пряжены уравнения (6.11) и (6.13). Поэтому, рассматривая (6.10), (6.12) и (6.11), (6.13)
совместно, получим две инвариантные в смысле полной группы Лоренца системы, пре-
образующиеся по представлениям{

[(0, 0)⊕ (
1

2
,
1

2
)⊕ (0, 1)]⊗ (0, 1)

}
⊕
{
[(0, 0)⊕ (

1

2
,
1

2
)⊕ (1, 0)]⊗ (1, 0)

}
, (6.14){

[(0, 0)⊕ (
1

2
,
1

2
)⊕ (0, 1)]⊗ (1, 0)

}
⊕
{
[(0, 0)⊕ (

1

2
,
1

2
)⊕ (1, 0)]⊗ (0, 1)

}
. (6.15)

Другими словами, схема зацеплений (6.6) при построении на ее основе диракоподобного
РВУ распадается на фрагменты

2(0, 0)
|

2(0, 1) — 2(1
2
, 1
2
) — 2 (1, 0)

| |
(0, 2) — (1

2
, 3
2
) (3

2
, 1
2
) — (2, 0)

(6.16)
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и

(0, 1) — 2(1
2
, 1
2
) — (1, 0)

| | |
(1
2
, 3
2
) — 2(1, 1) — (3

2
, 1
2
).

(6.17)

В свою очередь, из неприводимых компонент, входящих в (6.16), можно сформиро-
вать две самостоятельные схемы зацеплений: схему (5.15), соответствующую уравнению
ДК, и схему

(0, 1) (1, 0)
| ⊕ |

(0, 2) — (1
2
, 3
2
) (3

2
, 1
2
) — (2, 0).

(6.18)

Покажем, что схема зацеплений (6.18) действительно обеспечивает возможность
построения удовлетворяющего всем необходимым физическим требованиям РВУ дира-
ковского типа. Пронумеруем содержащиеся (6.18) неприводимые компоненты следую-
щим образом:

(0, 1) ∼ 1, (
1

2
,
3

2
) ∼ 2, (0, 2) ∼ 3,

(1, 0) ∼ 4, (
3

2
,
1

2
) ∼ 5, (2, 0) ∼ 6.

(6.19)

Тогда в базисе Гельфанда – Яглома для матрицы Γ4 получим выражение

Γ4 =

(
C1 ⊗ I3 0

0 C2 ⊗ I5

)
, (6.20)

C1 =


0 c112 0 0
c121 0 0 0
0 0 0 c145
0 0 c154 0

 , C2 =


0 c223 0 0
c232 0 0 0
0 0 0 c256
0 0 c265 0

 . (6.21)

Требование P -инвариантности теории в соответствии с условиями (1.43), (1.44)
накладывает на элементы спиновых блоков C1, C2 ограничения

c112 = c145, c121 = c154, c223 = c256, c232 = c265. (6.22)

Возможность лагранжевой формулировки (см. (1.48)) приводит к соотношениям

c112η
1
25 = (c154)

∗η114, c223η
2
36 = (c265)

∗η225. (6.23)

Объединяя (6.22) и (6.23), получаем

c121 = c154 = fa∗, c232 = c265 = gb∗, (6.24)

где введены обозначения

f =
η125
η114

, g =
η236
η225

, a = c112, b = c223. (6.25)
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Минимальное уравнение для матрицы Γ4 будет иметь вид (5.31) при выполнении
равенств

f |a|2 = g|b|2 = 1, (6.26)

которым можно удовлетворить, полагая, например,

f = g = a = b = 1. (6.27)

При этом спиновые блоки C1, C2 принимают одинаковый вид

C1 = C2 = I2 ⊗ σ1. (6.28)

Ненулевые элементы ηsij матрицы билинейной инвариантной формы η, имеющей
в рассматриваемом случае в базисе Гельфанда – Яглома структуру

η =

(
η1 ⊗ I3 0

0 η2 ⊗ I5

)
, (6.29)

в соответствии с условиями (6.25), (6.27) могут быть выбраны следующим образом:

η114 = η125 = −η225 = −η236 = 1 (6.30)

(напомним, что ηsij = −ηs−1
ij ).

Полученное таким образом 32-компонентное РВУ является по построению урав-
нением дираковского типа, инвариантно относительно преобразований полной группы
Лоренца, допускает лагранжеву формулировку и с точки зрения стандартной трактов-
ки теории РВУ описывает микрообъект с набором спинов 1, 2, одним значением массы
и удвоенным набором состояний, вырожденных по некоторому дополнительному кванто-
вому числу. Это уравнение, как и уравнение ДК, не распадается в смысле полной группы
Лоренца.

Теперь рассмотрим схему зацеплений (6.17). Если строить на ее основе РВУ дира-
ковского типа, то она распадается в прямую сумму фрагментов [45]

(0, 1) — (1
2
, 1
2
) (1

2
, 1
2
)′ — (1, 0)

| | ⊕ | |
(1
2
, 3
2
) — (1, 1) (1, 1)′ — (3

2
, 1
2
),

(6.31)

где кратные представления (1
2
, 1
2
) и (1

2
, 1
2
)′, а также (1, 1) и (1, 1)′ P -сопряжены друг другу.

Введем нумерацию содержащихся в схеме (6.31) неприводимых компонент

(
1

2
,
1

2
) ∼ 1, (

1

2
,
3

2
) ∼ 2, (1, 1) ∼ 3, (0, 1) ∼ 4,

(
1

2
,
1

2
)′ ∼ 5, (

3

2
,
1

2
) ∼ 6, (1, 1)′ ∼ 7, (1, 0) ∼ 8.
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Тогда для спиновых блоков Cs (s = 0, 1, 2) матрицы Γ4

Γ4 =

 C0 0 0
0 C1 ⊗ I3 0
0 0 C2 ⊗ I5

 (6.32)

получим общие выражения

C0 =


0 0 c013 0
0 0 0 c057
c031 0 0 0
0 c075 0 0

 , C1 =

(
(C1)′ 0
0 (C1)′′

)
,

(C1)′ =


0 0 c113 c114
0 0 c123 c224
c131 c132 0 0
c141 c142 0 0

 , (C1)′′ =


0 0 c157 c158
0 0 c167 c268
c175 c176 0 0
c185 c186 0 0

 ,

C2 =


0 c223 0 0
c232 0 0 0
0 0 0 c267
0 0 c276 0

 .

(6.33)

Условия релятивистской (1.41) и P -инвариантности (1.42), (1.43) накладывают
на элементы блоков (6.33) соответственно ограничения

c113 =

√
2

3
c013, c131 =

√
2

3
c031, c157 =

√
2

3
c057, c175 =

√
2

3
c075,

c123 =

√
1

3
c223, c132 =

√
1

3
c232, c167 =

√
1

3
c267, c176 =

√
1

3
c276;

(6.34)

c114 = ±c158, c123 = ±c167, c223 = ±c267, c124 = c168,

c141 = ±c185, c132 = ±c176, c232 = ±c276, c142 = c186.
(6.35)

Условие (1.48) возможности получения РВУ со схемой зацеплений (6.17) из инвариантной
функции Лагранжа приводит к соотношениям

cs31 =
ηs33
ηs11

(cs13)
∗, cs75 =

ηs77
ηs55

(cs57)
∗ (s = 0, 1),

cs76 =
ηs33
ηs26

(cs23)
∗, cs67 =

ηs26
ηs77

(cs32)
∗ (s = 1, 2),

c185 =
η148
η155

(c114)
∗, c158 =

η111
η148

(c141)
∗,

c186 =
η148
η126

(cs24)
∗, c168 =

η126
η148

(c142)
∗.

(6.36)
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Минимальные уравнения

(C0)2 − 1 = 0, (C1)2 − 1 = 0, (C2)2 − 1 = 0, (6.37)

приводящие к дираковской алгебре матриц Γµ, будут иметь место при выполнении
равенств

c013c
0
31 = c223c

2
32 = 1,

c113c
1
31 + c114c

1
41 = 1, c123c

1
32 + c124c

1
42 = 1,

c113c
1
32 + c114c

1
42 = 0, c123c

1
31 + c124c

1
41 = 0,

c113c
1
31 + c123c

1
32 = 1, c114c

1
41 + c124c

1
42 = 1,

c114c
1
31 + c124c

1
32 = 0, c113c

1
41 + c123c

1
42 = 0,

(6.38)

плюс аналогичные равенства, которые получаются из (6.38) при замене индексов 1 → 5,
2 → 6, 3 → 7, 4 → 8.

Условия (6.34)–(6.38) одновременно выполняются, если положить

c013 = c031 = c057 = c075 = 1, −c223 = −c232 = c267 = c276 = 1,

c113 = c131 = c157 = c175 =

√
2

3
, −c123 = −c132 = c167 = c176 =

√
1

3
,

c114 = c141 = −c158 = −c185 =
√

1

3
, c124 = c142 = c168 = c186 =

√
2

3

(6.39)

и

η011 = η033 = η055 = η077 = −η111 = −η133 = −η155 = −η177
= η126 = η162 = η148 = η184 = −η226 = −η262 = η233 = η277 = 1.

(6.40)

В результате приходим к следующим выражениям для блоков Cs, ηs матриц Γ4 и η:

C0 = σ1 ⊗ I2, C1 = (C1)′ ⊕ (C1)′′, C2 = −σ3 ⊗ σ1,

(C1)′ =
1√
3


0 0

√
2 1

0 0 −1
√
2√

2 −1 0 0

1
√
2 0 0

 ,

(C1)′′ =
1√
3


0 0

√
2 −1

0 0 1
√
2√

2 1 0 0

−1
√
2 0 0

 ;

(6.41)
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η0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , η2 =


0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1

 ,

η1 =



−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 0


.

(6.42)

РВУ с матрицами Γ4 (6.32), (6.41) и η (6.42), базирующееся на схеме зацеплений
(6.31), удовлетворяет всем требованиям, сформулированным в главе 1 (кроме дефинитно-
сти энергии), и формально описывает микрообъект с набором спинов 0, 1, 2 и единствен-
ной ненулевой массой. При этом состояния с s = 0, 2 двукратно вырождены, а состояния
с s = 1 вырождены четырехкратно.

Если, наконец, рассмотреть уравнение

(Γα∂α +m)Ψµ = 0, (6.43)

которое получается в результате навешивания на волновуюфункциюΨ уравненияДК сво-
бодного векторного индекса µ, то тут имеет место следующая ситуация. Волновая функ-
ция Ψµ преобразуется по представлению[

2(0, 0)⊕ 2(
1

2
,
1

2
)⊕ (0, 1)⊕ (1, 0)

]
⊗ (

1

2
,
1

2
), (6.44)

соответствующему в общем случае схеме зацеплений

2(0, 0)
|

2(0, 1) — 4(1
2
, 1
2
) — 2 (1, 0)

| | |
(1
2
, 3
2
) — 2 (1,1) — (3

2
, 1
2
) .

(6.45)

Как показано в [45], при построении на основе схемы (6.45) РВУ дираковского типа
она распадается на две не зацепляющиеся между собой схемы (5.15) и (6.17). Следователь-
но, с интересующих нас позиций, уравнение (6.44) не дает ничего нового по сравнению
с рассмотренными выше РВУ.

Таким образом, обсуждаемые алгебраические обобщения уравнения ДК приводят
к двум новым матричным РВУ дираковского типа: 32-компонентному – со схемой зацеп-
лений (6.18) и 48-компонентному – со схемой (6.31).
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Тензорная формулировка первого из них имеет вид [46]

∂νφν[αβ] +mφ[αβ] = 0,

1

2

(
−∂µφν[αβ] + ∂νφµ[αβ] − ∂αφβ[µν] + ∂βφα[µν]+

+iεµνηξ∂ηφξ[αβ] + iεαβηξ∂ηφξ[µν]

)
+mφ([µν][αβ]) = 0,

∂νφ([µν][αβ]) +
1

2

(
∂βφ[αµ] − ∂αφ[βµ] + δµα∂νφ[νβ] − δµβ∂νφ[να]

)
+

+ iεαβην∂ηφ[νµ] +mφµ[αβ] = 0,

∂νχν[αβ] +mχ[αβ] = 0,

1

2

(
−∂µχν[αβ] + ∂νχµ[αβ] − ∂αχβ[µν] + ∂βχα[µν]−

−iεµνηξ∂ηχξ[αβ] − iεαβηξ∂ηχξ[µν]

)
+mχ([µν][αβ]) = 0,

∂νχ([µν][αβ]) +
1

2

(
∂βχ[αµ] − ∂αχ[βµ] + δµα∂νχ[νβ] − δµβ∂νχ[να]

)
−

− iεαβην∂ηχ[νµ] +mχµ[αβ] = 0.

(6.46)

Входящие сюда тензоры удовлетворяют условиям самодуальности

1

2
εµναβφ[αβ] = iφ[µν],

1

2
εηξαβφµ[αβ] = iφµ[ηξ],

1

2
εηξαβφ([µν][αβ]) = iφ([µν][ηξ]),

1

2
εµναβχ[αβ] = −iφ[µν], (6.47)

1

2
εηξαβχµ[αβ] = −iχµ[ηξ],

1

2
εηξαβχ([µν][αβ]) = −iχ([µν][ηξ]).

Кроме того, величины φµ[αβ], φ([µν][αβ]), χµ[αβ], χ([µν][αβ]) подчиняются условиям

φα[αβ] = 0, φ([αβ][αν]) = 0,

χα[αβ] = 0, χ([αβ][αν]) = 0.
(6.48)

Иными словами, фигурирующие в системе (6.46) тензорные величины сопоставляются
следующим неприводимым представлениям группы Лоренца:

φ[αβ] ∼ (0, 1), φµ[αβ] ∼ (
1

2
,
3

2
), φ([µν][αβ]) ∼ (0, 2),

χ[αβ] ∼ (1, 0), χµ[αβ] ∼ (
3

2
,
1

2
), χ([µν][αβ]) ∼ (2, 0).

(6.49)

48-компонентная тензорная система, соответствующая РВУ со схемой зацеплений
(6.31), имеет вид [47]
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∂νφ[αν][αβ] + ∂αφ[αβ] +mφβ = 0,

∂λφλ[αβ] +
1

3
(∂αφβ − ∂βφα − iεαβλρ∂λφρ) +mφ[αβ] = 0,

∂νφ[µν][αβ] + ∂µφ[αβ] −
1

3
(δµα∂ηφ[ηβ] − δµβ∂ηφ[ηα] + δµα∂νφ[ην][ηβ] − δµβ∂νφ[ην][ηα]+

+ iεµαβρ∂ηφ[ηρ] + iεµαβρ∂νφ[ην][ηρ]) +mφµ[αβ] = 0,

−∂ηφν[ηβ] +
1

3
(2∂νφβ + 2∂βφν − δνβ∂ρφρ)− iερνηξ∂ηφξ[ρβ] +mφ[ην][ηβ] = 0,

∂νχ[αν][αβ] + ∂αχ[αβ] +mχβ = 0,

∂λχλ[αβ] +
1

3
(∂αχβ − ∂βχα + iεαβλρ∂λχρ) +mχ[αβ] = 0,

∂νχ[µν][αβ] + ∂µχ[αβ] −
1

3
(δµα∂ηχ[ηβ] − δµβ∂ηχ[ηα] + δµα∂νχ[ην][ηβ] − δµβ∂νχ[ην][ηα]+

+ iεµαβρ∂ηχ[ηρ] + iεµαβρ∂νχ[ην][ηρ]) +mχµ[αβ] = 0,

−∂ηχν[ηβ] +
1

3
(2∂νχβ + 2∂βχν − δνβ∂ρχρ) + iερνηξ∂ηχξ[ρβ] +mχ[ην][ηβ] = 0.

(6.50)

Здесь тензорные величины сопоставляются представлениям

φβ ∼ (
1

2
,
1

2
), φ[αβ] ∼ (0, 1), φµ[αβ] ∼ (

1

2
,
3

2
), φ[µν][αβ] ∼ (1, 1),

χβ ∼ (
1

2
,
1

2
)′, χ[αβ] ∼ (1, 0), χµ[αβ] ∼ (

3

2
,
1

2
), χ[µν][αβ] ∼ (1, 1)′.

(6.51)

При этом тензоры φ([µν][αβ]) и χ([µν][αβ]) удовлетворяют условиям самодуальности

1

2
εηξαβφ[µν][αβ] = iφ[µν][ηξ],

1

2
εηξµνφ[µν][αβ] = −iφ[ηξ][αβ],

1

2
εηξαβχ[µν][αβ] = −iχ[µν][ηξ],

1

2
εηξµνχ[µν][αβ] = iχ[ηξ][αβ].

(6.52)

Рассматриваемым алгебраическим обобщениям уравнения ДК присущи группы
внутренней симметрии SU(4, 4) (32-компонентная система) и SU(6, 6) (48- компонентная
система). Как и в случае уравнения ДК, преобразования внутренней симметрии Q здесь
не коммутируют с преобразованиями Лоренца Λ. Но при этом группу полной инвариант-
ностиG можно представить в виде прямого произведенияQ = Λ′⊗G, где Λ′ – лоренцев-
ские преобразования, которые характеризуют набор из восьми и двенадцати дираковских
полей соответственно. Кроме того, обе системы допускают физически непротиворечивое
квантование по статистике Ферми – Дирака. Процедуру их квантования мы рассматри-
вать не будем, поскольку она вполне аналогична рассмотренному в главе 5 квантованию
уравнения ДК. Полное изложения этого вопроса можно найти в работах [48; 49].

Перечисленные свойства 32- и 48-компонентной тензорных систем по тем же со-
ображениям, что и в случае уравнения ДК, предполагают возможность их использова-
ния для пространственно-временного описания внутренних степеней фермионов. Первая
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из них может служить, например, в качестве кварковой модели с восемью ароматами,
вторая – для геометризованного введения SU(3)-калибровочного взаимодействия в ре-
шеточном пространстве [50].

Дальнейшее обобщение обсуждаемого геометризованного способа введения
внутренних квантовых чисел возможно при отказе от ограничения, сформулированного
в начале данного пункта и связанного с размерностью пространства состояний. Поясним
сказанное.

Уравнение ДК может быть представлено в форме

(γµ∂µ +m)ΨD
α = 0, (6.53)

где ΨD – дираковский биспинор, α – свободный индекс, соответствующий зарядово-соп-
ряженному биспинору Ψ̄c = C(ΨD)∗, C – матрица зарядового сопряжения. Запись (6.53)
означает переход в базис (мы его назвали фермионным), в котором представление (5.15)
трактуется как прямое произведение

[(0,
1

2
)⊕ (

1

2
, 0)]⊗ [(0,

1

2
)⊕ (

1

2
, 0)]. (6.54)

При отказе от вышеуказанного ограничения уравнение ДК допускает обобщения, которые
заключаются в рассмотрении вместо (6.54) всевозможных произведений вида

[(0,
1

2
)⊕ (

1

2
, 0)]⊗ [(j1, j2)⊕ (j2, j1)], (6.55)

при условии, что сумма (j1 + j2) принимает полуцелые значения.
Остановимся на двух классах РВУ, наиболее перспективных с интересующей нас

точки зрения и включающих рассмотренные 32- и 48-компонентную системы дираковско-
го типа в качестве частных случаев.

Возьмем в (6.55) j1 = 0 (либо j2 = 0, что то же самое). Получим представление

[(0,
1

2
)⊕ (

1

2
, 0)]⊗ [(0, j)⊕ (j, 0)] (j = j2). (6.56)

При j = 1
2
(6.56) совпадает с (6.54), а при j = 3

2
приводит к схеме зацеплений (6.18)

и соответственно к 32-компонентному РВУ с тензорной формулировкой (6.46). Случаи
j = 5

2
, 7
2
, . . . дают схемы зацеплений

(0, 2) (2, 0)
| ⊕ |

(0, 3) — (1
2
, 5
2
) (5

2
, 1
2
) — (3, 0),

(6.57)

(0, 2) (2, 0)
| ⊕ |

(0, 4) — (1
2
, 7
2
) (7

2
, 1
2
) — (4, 0)

(6.58)
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и так далее. Методика построения на основе (6.57), (6.58) диракоподобных РВУ анало-
гична той, что применялась при исследовании схемы зацеплений (6.18). Несущественные
с точки зрения процедуры различия заключаются в неодинаковости спиновой структуры
получаемых уравнений. Если схема (6.18) приводит к матрице Γ4 со спиновыми блоками
C1, C2, то в случае (6.57) получаем блоки C2, C3, в случае (6.58) – C3, C4 и так далее.
При сопоставлении этим РВУ дираковских частиц с внутренними степенями свободы со-
ответствующее собирательное квантовое число принимает 8, 12, 16, . . . значений.

Второй случай: |j1 − j2| = 1
2
. Возникающий при этом класс РВУ базируется

на приводимых представлениях, которые являются прямыми произведениями вида

[(0,
1

2
)⊕ (

1

2
, 0)]⊗ [(

1

2
, 1)⊕ (1,

1

2
)], (6.59)

[(0,
1

2
)⊕ (

1

2
, 0)]⊗ [(1,

3

2
)⊕ (

3

2
, 1)], (6.60)

[(0,
1

2
)⊕ (

1

2
, 0)]⊗ [(

3

2
, 2)⊕ (2,

3

2
)] (6.61)

и тому подобное. Произведению (6.59) соответствует схема зацеплений (6.17) (или (6.31))
и 48-компонентное РВУ дираковского типа, матричная и тензорная формулировки кото-
рых даны выше. Представлениям (6.60), (6.61) отвечают схемы зацеплений

(1
2
, 3
2
) — 2(1, 1) — (3

2
, 1
2
)

| | |
(1, 2) — 2(3

2
, 3
2
) — (2, 1),

(6.62)

(1, 2) — 2(3
2
, 3
2
) — (2, 1)

| | |
(3
2
, 5
2
) — 2(2, 2) — (5

2
, 3
2
),

(6.63)

имеющие структуру, сходную с (6.17).
Возможность построения на основе схем зацеплений данного класса P - инвари-

антных РВУ дираковского типа вытекает из того, что каждой из них можно сопоставить
уравнение Дирака для биспинора со свободным индексом, соответствующим представ-
лению [(j1, j2) ⊕ (j2, j1)]. При этом схема (6.62) описывает спины 0, 1, 2, 3, схема (6.63) –
спины 0, 1, 2, 3, 4 и так далее. При сопоставлении (в указанном выше смысле) данным
уравнениям частиц со спином 1

2
и внутренними степенями свободы собирательное внут-

реннее квантовое число принимает 12, 24, 40, . . . значений. Очевидно, что рассмотренные
обобщения уравнения ДК предоставляют весьма широкие возможности с точки зрения
геометризованного описания внутренних (помимо спина) степеней свободы дираковских
частиц.

7. Совместное описание безмассовых полей с различными спиральностями
Обсудим теперь, какие возможности открывает использование кратных представ-

лений группы Лоренца в теории РВУ с точки зрения описания безмассовых полей.
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Для начала проанализируем простейшую схему зацеплений (1.15) на предмет по-
строения на ее основе различных безмассовых РВУ. Схеме (1.15) соответствует следу-
ющий наиболее общий вид релятивистски-инвариантной тензорной системы линейных
дифференциальных уравнений первого порядка:

∂νψ[µν] + aψµ = 0, (7.1)
−∂µψν + ∂νψµ + bψ[µν] = 0, (7.2)

где a, b – произвольные постоянные коэффициенты. Существуют четыре принципиально
различные возможности в выборе этих коэффициентов.

Первая, когда a = b = m, приводит к системе Даффина – Кеммера (см. (2.19)) для
микрочастицы с ненулевой массой и спином s = 1. Этот случай нас сейчас не интересует.
Вторая a = b = 0 приводит к не имеющим физического смысла независимым уравнениям

∂νψ[µν] = 0, −∂µψν + ∂νψµ = 0. (7.3)

Выбирая в (7.1), (7.2) a = 0, b = 1, получим систему

∂νψ[µν] = 0, (7.4)
−∂µψν + ∂νψµ + ψ[µν] = 0. (7.5)

Если трактовать здесь компоненты вектора ψµ как потенциалы, а ψ[µν] – как напряжен-
ности, то уравнения (7.4), (7.5) представляют собой систему уравнений Максвелла (так
называемая десятимерная формулировка), описывающую фотон – безмассовую частицу
со спиральностью ±1. При этом первое из них является уравнением движения, а второе
выступает как определение напряженности через потенциалы.

Наконец, возможен выбор a = 1, b = 0, который приводит к системе

∂νψ[µν] + ψµ = 0, (7.6)
−∂µψν + ∂νψµ = 0. (7.7)

Если в данном случае по-прежнему трактовать ψµ как потенциалы, а ψ[µν] – как напря-
женности, то система (7.6), (7.7) становится неопределенной в том смысле, что напря-
женности не могут быть выражены через потенциалы. Ситуация, однако, существенно
изменяется, если придерживаться иной интерпретации входящих в эту систему величин,
а именно: считать потенциалом тензорψ[µν], а напряженностью – векторψµ. Тогда система
(7.6), (7.7) становится вполне определенной: уравнение (7.6) выступает как определение
напряженности через потенциал, уравнение (7.7) – как уравнение движения.

Физический смысл системы (7.6), (7.7) вытекает из следующих соображений.
Из уравнения (7.6) имеем

∂µψµ = 0. (7.8)

С учетом (7.8) из уравнения движения (7.7) легко получить уравнение второго порядка

□ψµ = 0, (7.9)
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которое указывает на отсутствие массы у микрообъекта, описываемого системой
(7.6), (7.7).

Как известно, в теории безмассового векторного поля, базирующейся на уравне-
ниях (7.4), (7.5), на потенциалах можно задать преобразования

ψµ → ψ′
µ = ψµ + ∂µΛ(x), (7.10)

называемые градиентными, или калибровочными преобразованиями второго рода. Про-
извол в выборе калибровочной функции Λ(x) позволяет исключить «лишние» состояния,
оставляя лишь две (из четырех) поперечные составляющие. В свою очередь, уравнения
(7.6)–(7.9) инвариантны относительно преобразований потенциалов

ψ[µν] → ψ′
[µν] = ψ[µν] + ∂µΛν − ∂νΛµ, (7.11)

где калибровочные функции Λµ(x) ограничены условием

□Λµ − ∂µ∂νΛν = 0. (7.12)

В работе Огиевецкого и Полубаринова [51] показано, что калибровочная инвариантность
такого рода оставляет у тензор-потенциала только одну независимую компоненту, соот-
ветствующую состоянию с нулевой спиральностью.

Остановимся подробнее на указанной работе. Для этого вернемся к схеме зацепле-
ний (1.15), в которой представление (1

2
, 1
2
) будем считать псевдовекторным. В этом случае

можно построить, во-первых, теорию псевдовекторной частицы с нулевой массой

1

2
εµναβ∂νψ[αβ] = 0, (7.13)

εµναβ∂αψ̃β + ψ[µν] = 0 (7.14)

(так называемая электродинамика с псевдовекторным потенциалом). Вводя вместо псев-
довектора ψ̃µ сопряженный ему антисимметричный тензор третьего ранга ψ[µνα], вместо
(7.13), (7.14) придем к системе

∂µψ[να] + ∂αψ[µν] + ∂νψ[αµ] = 0, (7.15)
∂µψ[µνα] + ψ[να] = 0, (7.16)

в которой ψ[µνα] выступает в роли потенциала.
Во-вторых, можно получить систему уравнений

1

2
εµναβ∂νψ[αβ] + ψ̃µ = 0, (7.17)

εµναβ∂αψ̃β = 0 (7.18)

или эквивалентную ей систему

∂µψ[να] + ∂αψ[µν] + ∂νψ[αµ] + ψ[µνα] = 0, (7.19)
∂µψ[µνα] = 0. (7.20)
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Рассматривая здесь ψ[µν] как тензор-потенциал, а ψ[µνα] – как напряженность,
мы приходим к теорииОгиевецкого –Полубаринова для безмассовой частицы со спираль-
ностью 0. Действительно, в работе [51] для тензор-потенциала ψ[µν] в качестве исходного
постулируется уравнение второго порядка

□ψ[µν] + ∂µ∂αψ[να] − ∂ν∂αψ[µα] = 0. (7.21)

Нетрудно убедиться, что оно коррелирует с системой первого порядка (7.19), (7.20). Кроме
того, уравнение (7.21) инвариантно относительно калибровочных преобразований (7.11),
(7.12), что позволяет наложить на потенциалы ψ[µν] дополнительное условие

∂νψ[µν] = 0, (7.22)

равносильное условию

∂µ∂αψ[να] − ∂ν∂αψ[µα] = 0.

В результате уравнение (7.21) распадается на уравнения

□ψ[µν] = 0 (7.23)

и (7.22).
Что касается системы (7.6), (7.7), то уравнение (7.22) можно получить из нее непо-

средственно. Таким образом, в обоих вариантах теории безмассовой частицы со спираль-
ностью 0 (имеются в виду системы (7.6), (7.7) и (7.19), (7.20)) получаются одинаковые
уравнения второго порядка для потенциалов. Различие же этих двух теорий заключается
в том, что в системе (7.6), (7.7) напряженность является истинным вектором, а в системе
(7.19), (7.20) – антисимметричным тензором третьего ранга, или, иначе говоря, псевдо-
вектором. Кроме того, если для системы (7.6), (7.7) уравнение второго порядка (7.22) вы-
ступает как основное, а уравнение (7.23) – как дополнительное условие, то по отношению
к системе (7.19), (7.20), наоборот, (7.23) является основным уравнением, а (7.22) – допол-
нительным условием. Однако эти различия не сказываются на числе степеней свободы,
соответствующим обеим теориям.

В [51] безмассовая частица, описываемая системой (7.19), (7.20), была названа но-
тофом. Это название отражает дополнительность свойств фотона и нотофа как в смысле
спиральности, так и в отношении лоренцевских трансформационных свойств потенци-
алов и напряженностей. Нотоф, описываемый системой (7.6), (7.7), естественно назвать
дуальным нотофом.

Здесь будет кстати обсудить вопрос о так называемом «спиновом скачке» (spin
jumping). В работах ряда авторов (см., напр., [52; 53]) частица, описываемая системой
(7.6), (7.7), трактуется как скалярный безмассовый мезон. Отсюда делается вывод
об изменении (скачке) спина при переходе от системы (2.19) к системе (7.6), (7.7). Одна-
ко анализ матричной формулировки (1.2) (или (1.1) в случае ненулевой массы) рассмот-
ренных выше тензорных систем, базирующихся на схеме зацеплений (1.15), показывает,
что их единственное существенное отличие состоит в виде матрицы Γ0. Для частицы
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с ненулевой массой Γ0 = mI . Для фотона и нотофа в тензорном базисе будем иметь
соответственно

Γ0 =

(
04

I6

)
, (7.24)

Γ0 =

(
I4

06

)
. (7.25)

При этом матрица Γ0 (7.24) вырезает из волновой функции одну из трех проекций спи-
на s = 1, оставляя для фотона две проекции (sz = ±1), а матрица Γ0 (7.25), вырезая
две проекции, оставляет для нотофа лишь одну (sz = 0). И поскольку спиновый блок C0

во всех случаях остается равным нулю (смотри (2.12)), очевидно, что ненулевые степени
и фотона и нотофа связаны со спиновым блоком C1. Так что, на самом деле, в данном
случае имеет место переход степеней свободы (состояний) массивной векторной частицы
с проекциями спина sz = ±1 в степени свободы (состояния) фотона со спиральностью±1,
и точно также переход состояния массивной векторной частицы с проекцией спина sz = 0
в соответствующее состояние нотофа со спиральностью 0. При обратном же переходе, на-
пример, от реальных фотона и нотофа к их виртуальным аналогам, обладающим массой,
виртуальный фотон приобретает дополнительное состояние с нулевой проекцией спина,
а виртуальный нотоф – дополнительные состояния с проекцией спина ±1. Другими сло-
вами, нотоф, как и фотон, переносит во взаимодействиях спин 1. Поэтому более точно,
на наш взгляд, рассматривать нотоф как безмассовую векторную частицу со спирально-
стью равной 0, что соответствует и точке зрения авторов работы [51].

Обобщая проделанный выше анализ, можно сделать вывод, что теория РВУ перво-
го порядка вида (1.2) позволяет описывать безмассовые частицы (поля) не только
с максимальной для данного набора представлений группы Лоренца спиральностью ±s,
но и с промежуточными значениями спиральности, включая нулевую.

Первооткрыватели нотофа не смогли предложить для него каких-либо физических
приложений. В 1974 году Кальб и Рамонд [52], по существу, переоткрыли нотоф, рас-
сматривая вопрос о феноменологическом описании взаимодействия струн. Впоследствии
за полевой системой, сопоставляемой уравнениям (7.19), (7.20), в литературе утвердилось
название поля Кальба – Рамонда (см., напр., [53; 54]).

В [51] тензор ψ[µν] предлагается в качестве потенциала поля – переносчика взаимо-
действия замкнутых струн в пространстве размерности d = 4. Очевидно, что
для описания взаимодействия открытых струн одного лишь поля Кальба – Рамонда (ното-
фа Огиевецкого – Полубаринова) недостаточно. Моделируя концы струны как точечные
электрические заряды, необходимо ввести вектор-потенциал, соответствующий электро-
магнитному полю.Ипоскольку струна является единымфизическим объектом, естествен-
на постановка задачи о совместном описании фотона и нотофа на основе одной не распа-
дающейся по группе Лоренца системы уравнений первого порядка.

С этой целью рассмотрим схему зацеплений (4.1), в которой представление (1
2
, 1
2
)

сопоставляется истинному вектору, а представление (1
2
, 1
2
)′ – псевдовектору, или анти-

симметричному тензору третьего ранга. Наиболее общая тензорная система уравнений
первого порядка, соответствующая схеме (4.1) и удовлетворяющая стандартным физиче-
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ским требованиям, имеет вид

α∂νψ[µν] + aψµ = 0,

β∂νψ̃[µν] + bψ̃µ = 0,

α∗(−∂µψν + ∂νψµ) + β∗εµναβ∂αψ̃β + cψ[µν] = 0,

(7.26)

где α, β, a, b, c – произвольные параметры. Систему (7.26) можно переписать следующим
образом:

α∂νψ[µν] + aψµ = 0,

β(∂µψ[να] + ∂αψ[µν] + ∂νψ[αµ]) + bψ[µνα] = 0,

α∗(−∂νψα + ∂αψν) + β∗∂µψ[µνα] + cψ[να] = 0.

(7.27)

Положим в (7.27)

α = β = 1, a = c = 0, b = 1. (7.28)

Получим систему

∂νψ[µν] = 0, (7.29)
∂µψ[να] + ∂αψ[µν] + ∂νψ[αµ] + ψ[µνα] = 0, (7.30)

−∂νψα + ∂αψν + ∂µψ[µνα] = 0. (7.31)

Примем следующую трактовку входящих в (7.29)–(7.31) величин: ψµ и ψ[µν] – по-
тенциалы, ψ[µνα] – напряженность. Тогда уравнение (7.30) является, по существу, опреде-
лением напряженности через потенциалы. Уравнение (7.29) играет роль дополнительного
условия на потенциалы ψ[µν], которое изначально содержится в самой системе. Данное
условие оставляет у потенциала только две независимые компоненты. Кроме того, систе-
ма (7.29)–(7.31) инвариантна относительно калибровочных преобразований (7.11), (7.12).
Имеющийся произвол в выборе калибровочной функции позволяет наложить условие,
исключающее еще одну независимую степень свободы, связанную с тензор-потенциалом
ψ[µν]. При этом для ψ[µν] имеем уравнение второго порядка

□ψ[µν] + ∂µψν − ∂νψµ = 0, (7.32)

которое описывает состояние некоторого безмассового поля со спиральностью 0.
Обратимся к потенциалу ψµ. Система (7.29)–(7.31) инвариантна также относитель-

но калибровочных преобразований

ψµ → ψ′
µ = ψµ + ∂µΛ, (7.33)

гдеΛ – произвольная скалярная функция. Из уравнения (7.31) вытекает уравнение второго
порядка

□ψµ − ∂µ∂νψν = 0, (7.34)
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которое совместно с калибровочной инвариантностью (7.33) означает, что вектор-потен-
циал ψµ характеризует поперечную составляющую (спиральность±1) обсуждаемого без-
массового поля. Тогда тензор

∂µψν − ∂νψµ ≡ F[µν] (7.35)

естественно рассматривать как напряженность, непосредственно связанную с этой попе-
речной составляющей. Уравнение же (7.31), переписанное с учетом обозначения (7.35)
в виде

∂µψ[µνα] − F[να] = 0, (7.36)

выступает, очевидно, в качестве уравнения движения в системе (7.29)–(7.31).
Таким образом, выбор (7.28) параметров в системе (7.27) приводит к не распадаю-

щейся по группе Лоренца теории, которая дает совместное описание безмассовых полей
со спиральностями 0 и ±1, то есть поля Кальба – Рамонда (нотофа) и электромагнитного
поля. Уравнение движения (7.36) указывает на неразрывную связь этих полей подобно
тому, как связаны электрическая и магнитная составляющие в теории Максвелла. Точнее
даже говорить не о совместном описании указанных полей, а о едином безмассовом поле
с тремя возможными значениями спиральности 0,±1.

Интерпретируя данное поле в качестве переносчика взаимодействия между откры-
тыми струнами в пространстве размерности d = 4, можем ввести в систему (7.29)–(7.31)
источники. При этом учтем, что в данном случае существует два типа источников: тензор-
ный ток j[µν], который создается телом струны (body string), и векторный ток jµ, создавае-
мый концами струны. Последние при этом рассматриваются как точечные электрические
заряды противоположных знаков. Между токами jµ и j[µν] существует связь

jν = ∂µj[µν], (7.37)

из которой следует, что jµ сохраняется (∂µjµ = 0), а j[µν], вообще говоря, не сохраняется
(∂µj[µν] ̸= 0). Вводя ток j[µν] в уравнение движения (7.31), получим систему

∂νψ[µν] = 0, (7.38)
∂µψ[να] + ∂αψ[µν] + ∂νψ[αµ] + ψ[µνα] = 0, (7.39)

−∂νψα + ∂αψν + ∂µψ[µνα] = j[να]. (7.40)

описывающую единое поле открытой струны в присутствии источников.
В частных случаях, когда рассматривается взаимодействие замкнутых струн

или электрически заряженных частиц, компоненты единого поля могут существовать
и описываться по отдельности. Так, полагая в системе jµ = 0, получим согласно (7.37)

∂µj[µν] = 0. (7.41)

И система (7.38)–(7.40) трансформируется в уравнения (7.19), (7.20) (c членом j[να] в пра-
вой части) и дополнительное условие (7.22), описывающие поле Кальба – Рамонда с ис-
точником. В свою очередь, беря от уравнения (7.40) производную ∂α и учитывая опреде-
ления (7.35), (7.37), придем к уравнению

∂νF[µν] = jµ. (7.42)
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Объединяя уравнение (7.42) с (7.35) и исключая из рассмотрения величины ψ[µν], j[µν],
относящиеся к телу струны, получим максвелловскую систему для электромагнитного
поля с источником.

В матричном формализме система (7.29)–(7.31) соответствует РВУ типа (1.2) с осо-
бенной матрицей Γ0, имеющей в тензорном базисе вид

Γ0 =

 04
I4

06

 . (7.43)

Выражения для спиновых блоковC0,C1 матрицы Γ4 в базисе Гельфанда – Яглома задают-
ся соответственно формулами (4.3), (4.17). Отсюда следует, что безмассовое поле, описы-
ваемое этим РВУ, действительно переносит спин 1, причем собственное значение λ = ±1
спинового блока C1 двукратно вырождено. В контексте вышесказанного такое вырожде-
ние соответствует совместному описанию электромагнитного поля (фотона)
и поля Кальба – Рамонда (нотофа) как составляющих единого безмассового векторно-
го поля с тремя возможными значениями спиральности s = 0,+1,−1. Нулевое значение
массы при этом обеспечивает проективная матрица Γ0, которая устраняет «лишние» со-
стояния, присущие массивному аналогу данного поля.

Таковым аналогом, как нетрудно видеть, является частица, которая обсуждалась
в главе 4. Действительно, совершая в рассматриваемом безмассовом РВУ замену Γ0 →
mI , мы придем к полученному в указанном пункте РВУ для киральной частицы со спи-
ном s = 1 и ненулевой массой. Тензорная форма (4.19) этого РВУ может быть получена
из системы (7.26) при выборе параметров α = β = 1, a = b = c = m. Данное положение
вещей проливает определенный свет на физический смысл квантового числа «кираль-
ность» для частиц с ненулевой массой, а именно: в том смысле, в каком виртуальному
фотону или нотофу сопоставляется векторная частица, описываемая обычным уравнени-
ем Даффина – Кеммера, виртуальному объединенному полю фотона и нотофа сопостав-
ляется векторная частица с ненулевой массой и дополнительной внутренней степенью
свободы – киральностью. При обратном переходеmI → Γ0 проективная матрица Γ0 «вы-
резает» лишние состояния, оставляя в сумме три степени свободы на фотон и нотоф.

Подводя итог данному пункту, можно сказать, что теория РВУ вида (1.2) позволя-
ет описывать безмассовые поля не только с максимальной (для данного набора представ-
лений группы Лоренца) спиральностью ±s, но и поля с промежуточными значениями
спиральности, а также осуществлять совместное описание полей с различными значе-
ниями спиральности от+s до−s, включая промежуточные, в рамках не распадающегося
по группе Лоренца РВУ. В последнем случае требуется расширенный (по сравнению
с необходимымдля описания спиральности±s) набор неприводимых представлений груп-
пы Лоренца в пространстве волновой функции Ψ.

Принципиально иным способом объединения безмассовых полей с различными
спиральностями является механизм калибровочно-инвариантного смешивания,
или B̂ ∧ F̂ -теория [52; 53]. Этот способ приводит к появлению массы у объединенного
поля и, в принципе, может претендовать на роль механизма генерации массы, альтерна-
тивного механизму Хиггса.
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Рассмотрим вкратце суть B̂ ∧ F̂ -теории, дадим ее матричную интерпретацию.
Возьмем в качестве исходных безмассовые поля, описываемые системами уравнений (7.4),
(7.5) и (7.17), (7.18). Первая из них описывает фотон – безмассовое векторное поле со спи-
ральностью ±1, вторая – нотоф, или безмассовое поле со спиральностью 0. Перепишем
систему (7.17), (7.18) в виде

−∂µφ̃ν + ∂νφ̃µ = 0, (7.44)
∂νφ̃[µν] + φ̃µ = 0, (7.45)

где для удобства использовано обозначение

1

2
εµναβφ[αβ] = φ̃[µν]. (7.46)

Напомним, что величины ψµ и φ̃[µν] выступают в этих системах в качестве потенциалов,
а ψ[µν] и φ̃µ – в качестве напряженностей указанных полей.

Далее в лагранжиан L0 системы (7.4), (7.5), (7.44), (7.45) (его вид не выписываем
за ненадобностью) вводится дополнительный член

Lint = mψµ∂νφ̃[µν], (7.47)

который не нарушает инвариантность этой системы относительно калибровочных преоб-
разований (7.33) и преобразований вида (7.11), (7.12) для потенциала φ̃[µν]. Данную про-
цедуру называют калибровочно-инвариантным смешиванием или топологическим взаи-
модействием исходных безмассовых полей.

Варьирование суммарного лагранжиана L = L0 + Lint дает систему уравнений

∂νψ[µν] +mφ̃µ = 0, (7.48)
−∂µφ̃ν + ∂νφ̃µ +mψ[µν] = 0, (7.49)

∂νφ̃[µν] + φ̃µ = 0, (7.50)
−∂µψν + ∂νψµ + ψ[µν] = 0. (7.51)

Вводя в рассмотрение величины

G̃µ = ψµ −
1

m
φ̃µ, G[µν] = φ̃[µν] −

1

m
ψ[µν], (7.52)

систему (7.48)–(7.51) можно в конечном счете привести к виду

∂νψ[µν] +mφ̃µ = 0, (7.53)
−∂µφ̃ν + ∂νφ̃µ +mψ[µν] = 0, (7.54)

∂νG[µν] = 0, (7.55)
−∂µG̃ν + ∂νG̃µ = 0. (7.56)

Система (7.53)–(7.56) распадается на лоренц-инвариантные подсистемы (7.53),
(7.54) и (7.55), (7.56). Первая из них описывает векторную частицу с ненулевой массой.
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Подсистема (7.55), (7.56) физического поля не описывает, поскольку ей соответствует ну-
левая плотность энергии. Ее присутствие в системе (7.53)–(7.56) связано с формальными
соображениями сохранения калибровочной инвариантности теории на всех этапах.

На языке матричного формализма теории РВУ B̂∧F̂ -теория интерпретируется сле-
дующим образом. Исходную тензорную систему (7.4), (7.5), (7.44), (7.45) можно предста-
вить в форме (1.2), где при использовании базиса

Ψ = (ψµ, ψ[µν], φ̃[µν], φ̃µ)
T (7.57)

матрицы Γµ, Γ0 имеют вид

Γµ =

(
ΓDK
µ

ΓDK
µ

)
, Γ0 =


04

I6
06

I4

 (7.58)

(ΓDK
µ – 10-мерные матрицы Даффина – Кеммера).

Введение в лагранжиан топологического члена (7.47) приводит к изменению вида
матриц Γµ. Подстановки (7.52) эквивалентны некоторому унитарному преобразованию
базиса (7.57), в результате чего матрицы Γµ принимают первоначальный вид (7.58). Мат-
рица же Γ0 при этом видоизменяется следующим образом:

Γ0 →


mI4

mI6
06

04

 =

(
mI10

010

)
. (7.59)

Таким образом, получается РВУ (1.2) с матрицами Γµ (7.58) и Γ0 (7.59), которое
представляет собой прямую сумму уравнения Даффина – Кеммера для спина 1 и безмас-
совый предел (m → 0) этого уравнения. По сути, данный способ генерации массы с точ-
ки зрения теории РВУ сводится к перестановке нулевых и единичных блоков матрицы
Γ0. При этом число степеней свободы полевой системы (равное трем) остается прежним,
но имеет место их перераспределение: нотоф как бы передает свою степень свободы фо-
тону, что автоматически приводит к появлению частицы с ненулевой массой и спином 1.
Можно сказать, что происходит своего рода «аннигиляция» фотона и нотофа с образова-
нием векторной частицы с ненулевой массой.

8. Массивные калибровочно-инвариантные поля в теории РВУ
Как отмечалось в предыдущем пункте, одно из отличий в описании бозонов

с ненулевой и нулевой массой состоит в том, что в безмассовом случае часть компонент
волновой функции Ψ являются ненаблюдаемыми (потенциалы), а часть – наблюдаемы-
ми (напряженности). На потенциалах можно задать калибровочные преобразования (речь
по-прежнему идет о преобразованиях второго рода) и наложить дополнительные условия,
исключающие «лишние» компоненты функции Ψ. При описании же частиц с ненулевой
массой указанное разграничение компонент волновой функции явным образом не имеет
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места. Поэтому понятие калибровочной инвариантности в вышеуказанном смысле при-
меняется обычно по отношению к теориям безмассовых частиц (полей).

Вместе с тем, известны работы (см., напр., [55]), в которых в разных подходах
обсуждаются так называемые массивные калибровочно-инвариантные теории. В связи
с этим возникают вопросы: каков статус таких теорий в подходе, основанном на исполь-
зовании матричной формы РВУ; по каким признакам различаются калибровочно-инва-
риантные РВУ для частиц с ненулевой и нулевой массой?

Рассмотрим набор неприводимых представлений группы Лоренца

(0, 0)⊕ (
1

2
,
1

2
)⊕ (0, 1)⊕ (1, 0), (8.1)

образующих схему зацеплений

(0, 0)
|

(0, 1) — (1
2
, 1
2
) — (1, 0).

(8.2)

Схеме (8.2) соответствует в общем случае тензорная система уравнений первого порядка

α∂µψµ + aψ0 = 0, (8.3)
β∗∂νψ[µν] + α∗∂µψ0 + bψµ = 0, (8.4)
β(−∂µψν + ∂νψµ) + cψ[µν] = 0. (8.5)

В случае, когда ни один из параметров в этой системе не равен нулю, она описывает
микрообъект с набором спинов 0, 1 и двумя массами

m1 =

√
ab

|α|
, m2 =

√
bc

|β|
, (8.6)

причеммассаm1 относится к спину 0, а массаm2 – к спину 1. Если наложить на параметры
системы (8.3)–(8.5) условие

√
a

|α|
=

√
b

|β|
, (8.7)

получается РВУ для микрообъекта со спинами 0, 1 и одним значением массы m = m1 =
m2. При α = 0 рассматриваемая система переходит в уравнение типа Даффина – Кеммера
для частицы со спином 1 и массойm = m2

β∗∂νψ[µν] + bψµ = 0, (8.8)
β(−∂µψν + ∂νψµ) + cψ[µν] = 0. (8.9)

При β = 0 система (8.3)–(8.5) переходит в уравнение типа Даффина – Кеммера для части-
цы со спином 0 и массойm = m1

α∂µψµ + aψ0 = 0, (8.10)
α∗∂µψ0 + bψµ = 0. (8.11)
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Теперь перейдем к интересующим нас случаям. Положим в (8.3) a = 0. Получим
систему

∂µψµ = 0, (8.12)
β∗∂νψ[µν] + α∗∂µψ0 + bψµ = 0, (8.13)
β(−∂µψν + ∂νψµ) + cψ[µν] = 0. (8.14)

Вводя обозначение

φµ = ψµ +
α∗

b
∂µψ0, (8.15)

систему (8.12)–(8.14) можно привести к виду

β∗∂νψ[µν] + bφµ = 0, (8.16)
β(−∂µφν + ∂νφµ) + cψ[µν] = 0, (8.17)

совпадающему с точностью до обозначений с системой (8.8), (8.9).
К аналогичному результату можно прийти иначе, используя соображения, связан-

ные с калибровочной инвариантностью. Система (8.12)–(8.14) инвариантна относительно
преобразований

ψ0 → ψ′
0 = ψ0 −

1

α∗Λ, ψµ → ψ′
µ = ψµ +

1

b
∂µΛ, (8.18)

где произвол в выборе калибровочной функции Λ ограничен условием

□Λ = 0. (8.19)

Но точно такое же уравнение нетрудно получить из системы (8.12)–(8.14) и для функ-
ции ψ0. Отсюда следует, что функция ψ0 в системе (8.12)–(8.14) может рассматриваться
как калибровочная. На нее можно наложить дополнительное условие ψ0 = 0, приводящее
систему (8.12)–(8.14) к системе Даффина – Кеммера (8.8), (8.9).

Данный вариант калибровочно-инвариантной теории впервые был предложен в ра-
боте [56] и известен в литературе как подходШтюкльберга к описанию частицы со спином
1 и ненулевой массой. Детальный анализ этого подхода и его преимуществ по сравнению
с обычными подходами Даффина – Кеммера и Прока дан в [57].

Теперь положим в (8.3)–(8.5) c = 0. Получим систему уравнений

α∂µψµ + aψ0 = 0, (8.20)
β∗∂νψ[µν] + α∗∂µψ0 + bψµ = 0, (8.21)

−∂µψν + ∂νψµ = 0. (8.22)

Из (8.20)–(8.22) вытекает уравнение второго порядка

□ψ0 −
ab

|α|2
ψ0 = 0, (8.23)
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которое означает, что эта система описывает частицу с ненулевой массой и спином s = 0.
Система (8.20)–(8.22) инвариантна относительно преобразований

ψ[µν] → ψ′
[µν] = ψ[µν] −

1

β∗Λ[µν], ψµ → ψ′
µ = ψµ +

1

b
∂νΛ[µν], (8.24)

где произвол в выборе калибровочных функций Λ[µν](x) ограничен условием

∂α∂νΛ[µν] − ∂µ∂νΛ[αν] = 0. (8.25)

С другой стороны, как следует из уравнений (8.21), (8.22), аналогичному условию удо-
влетворяет тензор ψ[µν]:

∂α∂νψ[µν] − ∂µ∂νψ[αν] = 0. (8.26)

Другими словами, произвол в выборе калибровочных функций Λ[µν] достаточен, чтобы
на ψ[µν] наложить дополнительное условие

∂νψ[µν] = 0. (8.27)

При этом исключаются состояния со спином 1, и система (8.20)–(8.22) приводится к виду
(8.10), (8.11).

Данный вариант калибровочно-инвариантной теории является своего рода анало-
гом подхода Штюкльберга, но для описания частицы с ненулевой массой и спином s = 0.
Впервые он был предложен нами в работе [58]. Опять-таки заметим, что систему (8.20)–
(8.22) с помощью подстановки

φµ = ψµ +
β∗

b
∂νψ[µν] (8.28)

можно преобразовать к виду

α∂µφµ + aψ0 = 0, α∗∂µψ0 + bφµ = 0, (8.29)

совпадающему с (8.10), (8.11) с точностью до обозначений.
Рассмотрим, наконец, случай, когда в (8.3)–(8.5) b = 0. Получим систему

α∂µψµ + aψ0 = 0, (8.30)
β∗∂νψ[µν] + α∗∂µψ0 = 0, (8.31)

β(−∂µψν + ∂νψµ) + cψ[µν] = 0, (8.32)

инвариантную относительно преобразования

ψµ → ψ′
µ = ψµ + ∂µΛ, (8.33)
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где калибровочная функция Λ удовлетворяет условию (8.19). Такое же условие (уравне-
ние) вытекает из системы (8.30), (8.31) для скалярной функцииψ0. Это означает, что функ-
цияψ0 является фактически калибровочнойфункцией и ее, не уменьшая общности, можно
выбрать равной нулю. В результате система (8.30)–(8.32) трансформируется к виду

∂µψµ = 0, (8.34)
∂νψ[µν] = 0, (8.35)

−∂µψν + ∂νψµ + ψ[µν] = 0. (8.36)

По своему содержанию система (8.34)–(8.36) совпадает с уравнениями Максвелла с той
лишь несущественной разницей, что в теории Максвелла уравнение (8.34) выступает
в качестве дополнительного условия, а в системе (8.34)–(8.36) – в качестве независимого
уравнения. В обоих случаях речь идет о безмассовой частице со спиральностью±1. Оче-
видно, что и эквивалентная (8.34)–(8.36) система (8.30)–(8.32) имеет тот же физический
смысл.

Рассмотренные тензорные системы, будучи записанными в матричной форме (1.2),
характеризуются одинаковым видом матриц Γµ. Различие состоит только в матрице Γ0.
В базисе, в котором волновая функция Ψ имеет вид столбца

Ψ = (ψ0, ψµ, ψ[µν])
T , (8.37)

для Γ0 имеют место выражения:
1) a = 0, система (8.12)–(8.14)

Γ0 =

 0
I4

I6

 ; (8.38)

2) c = 0, система (8.20)–(8.22)

Γ0 =

 1
I4

06

 ; (8.39)

3) b = 0, система (8.30)–(8.32)

Γ0 =

 1
04

I6

 . (8.40)

Сопоставляя выражения (8.37)–(8.40), нетрудно заметить, что характер поля (мас-
сивное или безмассовое), описываемого РВУ (1.2), при прочих равных условиях зави-
сит от лоренцевской структуры члена Γ0Ψ. В том случае, когда этот член содержит на-
бор лоренцевских ковариантов, минимально необходимый для построения уравнения ви-
да (1.1) для частицы (поля) с ненулевой массой, возможно построение калибровочно-
инвариантной теории массивного поля на основе РВУ вида (1.2). В противном случае
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может идти речь только о теории безмассового поля. Так, система (8.12)–(8.14), представ-
ленная в форме (1.2), содержит член Γ0Ψ, в котором присутствуют коварианты ψµ, ψ[µν].
На основе последних можно построить РВУ вида (1.1) для частицы с ненулевой мас-
сой – 10-компонентное уравнение Даффина – Кеммера (спин 1). Соответственно 11-ком-
понентное калибровочно-инвариантное РВУ вида (1.2) с волновой функцией (8.37) и мат-
рицей Γ0 (8.38) также описывает векторную частицу с ненулевой массой. Калибровочно-
инвариантным аналогом уравнения Даффина – Кеммера для спина 0 является система
(8.20)–(8.22), или 11-компонентное матричное РВУ (1.2) с матрицей Γ0 (8.39), в котором
член Γ0Ψ содержит коварианты ψ0, ψµ. В калибровочно-инвариантном РВУ с волновой
функцией (8.37), которое сопоставляется тензорной системе (8.30)–(8.32), член Γ0Ψ со-
держит ковариантыψ0,ψ[µν]. На основе последних уравнение первого порядка для частицы
с ненулевоймассой, как это вытекает из базовых положений теории РВУ, построить нельзя.
Поэтому РВУ с матрицей Γ0 (8.40) может описывать только безмассовое поле,
что и было установлено нами выше непосредственным образом.

9. Теория РВУ и электрослабое поле
Встандартной теории РВУпредусматривается лишь возможность раздельного опи-

сания микрообъектов с ненулевой и нулевой массой. Однако в современной физике высо-
ких энергий фигурируют поля, кванты которых (для данного поля) обладают как нулевой,
так и ненулевой массой. Хорошо известным примером такого рода является электросла-
бое поле.

Если свободное электрослабое поле рассматривать как единый физический объ-
ект (а при достаточно высоких энергиях так оно и есть), то возникает вопрос, можно ли
в рамках теории РВУ совместно описывать поля с ненулевой и нулевой массой (так назы-
ваемые массивно-безмассовые поля). Напомним, что под совместным здесь по-прежнему
понимается описание в рамках одной не распадающейся в релятивистски-инвариантном
смысле системы уравнений.

Остановимся подробно на этом вопросе. Снова обратимся к схеме зацеплений (4.1),
где представление (1

2
, 1
2
) является векторным, а (1

2
, 1
2
)′ – псевдовекторным. Если в наибо-

лее общей тензорной формулировке релятивистски-инвариантной системы первого по-
рядка (7.27), соответствующей схеме (4.1), положить

a = 0, b = c = m, (9.1)

получим систему

∂νψ[µν] = 0, (9.2)
β(∂µψ[να] + ∂αψ[µν] + ∂νψ[αµ]) +mψ[µνα] = 0, (9.3)
−∂µψν + ∂νψµ + β∗∂αψ[µνα] +mψ[µν] = 0. (9.4)
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Из (9.2)–(9.4) нетрудно получить уравнения второго порядка

(□− m2

|β|2
)ψ[µαν] = 0, (9.5)

εµναβ∂βψ[µνα] = 0, (9.6)
□ψµ − ∂µ∂νψν = 0. (9.7)

Уравнения (9.5), (9.6) означают, что система (9.2)–(9.4) содержит описание псев-
довекторной частицы с ненулевой массой. Уравнение же (9.7) указывает на то, что дан-
ная система описывает еще и безмассовое векторное поле с потенциалом ψµ. Последнее
обстоятельство позволяет использовать калибровочное преобразование вида (7.10), от-
носительно которого инвариантны и система (9.2)–(9.4) и уравнение (9.7). Эта инвари-
антность означает, что указанное безмассовое поле является полем максвеловского типа
со спиральностью ±1.

Таким образом, не распадающаяся по группе Лоренца тензорная система (9.2)–
(9.4) дает совместное описание псевдовекторной частицы с ненулевой массой и безмас-
сового векторного поля электромагнитного типа.

Отметим также, что если в (7.27) выбрать

b = 0, a = c = m, (9.8)

то мы придем к дуально симметричной теории по отношению к (9.2)–(9.4) системе в том
смысле, что при выборе (9.8) система (7.27) приводит к совместному описанию массив-
ной векторной частицы и безмассового поля максвелловского типа с псевдовекторным
потенциалом.

Кроме того, как уже отмечалось в главе 4, на основе схемы (4.1) можно осуще-
ствить совместное описание микрообъекта с двумя различными ненулевыми массами.
Для этого в (7.27) надо положить

a = b = c = m. (9.9)

В результате получим систему первого порядка

α∂νψ[µν] +mψµ = 0, (9.10)
β(∂µψ[να] + ∂αψ[µν] + ∂νψ[αµ]) +mψ[µνα] = 0, (9.11)
α∗(−∂νψα + ∂αψν) + β∗∂µψ[µνα] +mψ[να] = 0. (9.12)

Из (9.10)–(9.12) вытекают уравнения второго порядка (9.5), (9.6), а также уравнения

(□− m2

|α|2
)ψµ = 0, ∂µψµ = 0, (9.13)

что и подтверждает вышесказанное.
Теперь рассмотрим возможность совместного описания векторных частиц (полей),

сопоставляемых системам (9.2)–(9.4) и (9.10)–(9.12). Очевидно, что простое механическое
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объединение этих систем не приведет к желаемому результату, поскольку полученная
таким образом система уравнений распадается в релятивистски-инвариантном смысле
и, следовательно, с точки зрения теории РВУ не может описывать единый физический
объект. Соответствующая схема зацеплений также распадается на два самостоятельных
независимых фрагмента вида (4.1).

Самый простой и естественный способ построения нераспадающейся системы
уравнений, обеспечивающей совместное описание вышеуказанных векторных полей, за-
ключается во введении в рассмотрение дополнительного скалярного представления (0, 0).
В результате можно получить, например, схему зацеплений

(0, 1) (0, 1)
⧸ ⧹ ⧸ ⧹

(1
2
, 1
2
)′ (1

2
, 1
2
) — (0, 0) — (1

2
, 1
2
)′ (1

2
, 1
2
) .

⧹ ⧸ ⧹ ⧸
(1, 0) (1, 0)

(9.14)

Соответствующая схеме (9.14) система уравнений первого порядка имеет следую-
щий наиболее общий вид:

∂νψ[µν] = 0, (9.15)
α(∂µψ[να] + ∂αψ[µν] + ∂νψ[αµ]) + βεµναβ∂βψ0 +mψ[µνα] = 0, (9.16)

−∂µψν + ∂νψµ + α∗∂αψ[µνα] +mψ[µν] = 0, (9.17)
ρ∂νφ[µν] + γ∂µψ0 +mφµ = 0, (9.18)
δ(∂µφ[να] + ∂αφ[µν] + ∂νφ[αµ]) + σεµναβ∂βψ0 +mφ[µνα] = 0, (9.19)
ρ∗(−∂µφν + ∂νφµ) + δ∗∂αφ[µνα] +mφ[µν] = 0, (9.20)
1

3!
β∗εβµνα∂βψ[µνα] + γ∗∂µψµ +

1

3!
σ∗εβµνα∂βφ[µνα] +mψ0 = 0. (9.21)

Найдем уравнения второго порядка, к которым приводит система (9.15)– (9.21).
Подействуем на (9.17) оператором ∂ν . С учетом (9.15) получим

□ψµ + ∂µ∂νψν = 0. (9.22)

Используя калибровочное преобразование (7.10), уравнение (9.22) стандартным способом
можно привести к виду

□ψµ = 0, ∂µψµ = 0. (9.23)

Применение оператора ∂ν к уравнению (9.20) дает

ρ∗(□φµ − ∂µ∂νφν) +m∂νφ[µν] = 0. (9.24)
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Из (9.18) выразим член ∂νφ[µν]

∂νφ[µν] = −γ
ρ
∂µψ0 −

m

ρ
φµ. (9.25)

Отсюда следует

∂µφµ = − γ

m
□ψ0. (9.26)

Подставляя (9.25), (9.26) в (9.24), будем иметь

□φµ +
γ

m
∂µ□ψ0 −

mγ

|ρ|2
∂µψ0 −

m2

|ρ|2
φµ = 0. (9.27)

Если ввести в рассмотрение вектор

Φµ = φµ +
γ

m
∂µψ0, (9.28)

уравнение (9.27) принимает вид

□Φµ −
m2

|ρ|2
Φµ = 0. (9.29)

При это вектор Φµ с учетом (9.26) удовлетворяет условию

∂µΦµ = 0. (9.30)

Теперь применим к уравнению (9.17) оператор ερµνσ∂σ:

α∗ερµνσ∂σ∂αψ[µνα] +mερµνσ∂σψ[µν] = 0. (9.31)

С помощью непосредственно проверяемого тождества

ερµνσ∂σ∂αψ[µνα] = ερµνα□ψ[µνα] − ∂ρ∂βεβµναψ[µνα]

уравнение (9.31) приводится к виду

α∗(ερµνα□ψ[µνα] − ∂ρ∂βεβµναψ[µνα]) +mερµνα∂αψ[µν] = 0. (9.32)

Из уравнения (9.16) вытекает

∂µψ[να] + ∂αψ[µν] + ∂νψ[αµ] = −β
α
εµναβ∂βψ0 −

m

α
ψ[µνα]. (9.33)

Применяя к (9.16) оператор 1
3!
εµναρ∂ρ, получим

1

3!
εµναρ∂ρψ[µνα] =

β

m
□ψ0. (9.34)
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Комбинация уравнений (9.32)–(9.34) дает

□ψ[µνα] −
m2

|α|2
ψ[µνα] +

β

m
εµναβ∂β□ψ0 −

βm

|α|2
εµναβ∂βψ0 = 0. (9.35)

Посредством обозначения

Ψ[µνα] = ψ[µνα] +
β

m
εµναβ∂βψ0 (9.36)

приведем уравнение (9.35) к виду

□Ψ[µνα] −
m2

|α|2
Ψ[µνα] = 0. (9.37)

Одновременно с (9.37) в соответствии с (9.34) имеем условие

εµναβ∂βΨ[µνα] = 0. (9.38)

Аналогичным образом из системы (9.15)–(9.21) можно получить уравнение второ-
го порядка

□Φ[µνα] −
m2

|δ|2
Φ[µνα] = 0 (9.39)

с дополнительным условием

εµναβ∂βΦ[µνα] = 0, (9.40)

где

Φ[µνα] = φ[µνα] +
σ

m
εµναβ∂βψ0. (9.41)

Найдем, наконец, уравнение второго порядка для скаляра ψ0. Для этого, применяя
оператор 1

3!
εµναρ∂ρ к уравнению (9.19), будем иметь

1

3!
εµναρ∂ρφ[µνα] =

σ

m
□ψ0. (9.42)

Подставляя теперь (9.26), (9.34) и (9.42) в (9.21), получим

□ψ0 −
m2

|β|2 + |γ|2 + |σ|2
ψ0 = 0. (9.43)

Уравнения (9.23), (9.29), (9.30), (9.37)–(9.40) и (9.43) показывают, что в не распада-
ющейся по группе Лоренца системе первого порядка (9.15)–(9.21) содержится описание
четырех частиц (полей) со спином 1, одна из которых имеет нулевую массу, а также ска-
лярной частицы с ненулевой массой.
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Тензорная система (9.15)–(9.21) может быть представлена в стандартной матрич-
ной форме РВУ (1.2) с особенной матрицей Γ0 вида

Γ0 =

(
04

mI25

)
. (9.44)

Дадим формулировку этого РВУ в базисе Гельфанда – Яглома.
Введем, как обычно, нумерацию неприводимых представлений, содержащихся

в схеме зацеплений (9.14), например:

(0, 0) ∼ 1 (ψ0), (
1

2
,
1

2
) ∼ 2 (ψµ), (

1

2
,
1

2
)′ ∼ 3 (ψ[µνα]),

(0, 1), (1, 0) ∼ 4, 5 (ψ[µν]), (
1

2
,
1

2
) ∼ 6 (φµ),

(
1

2
,
1

2
)′ ∼ 7 (φ[µνα]), (0, 1), (1, 0) ∼ 8, 9 (φ[µν]).

(9.45)

Тогда для спиновых блоков C0, C1 матрицы Γ4 получим следующие общие выражения:

C0 =


0 0 c013 c016 c017
0 0 0 0 0
c031 0 0 0 0
c061 0 0 0 0
c071 0 0 0 0

 , C1 =

(
(C1)′

(C1)′′

)
, (9.46)

(C1)′ =


0 0 c124 c125
0 0 c134 c135
c142 c143 0 0
c152 c153 0 0

 , (C1)′′ =


0 0 c168 c169
0 0 c178 c179
c186 c187 0 0
c196 c197 0 0

 . (9.47)

Условия инвариантности (1.41) рассматриваемого РВУ относительно преобразова-
ний собственной группы Лоренца никаких ограничений на элементы c0ij , c1ij здесь не на-
кладывает. ТребованиеP -инвариантности теории применительно к электрослабому полю
не является актуальным. Условие (1.48) возможности лагранжевой формулировки теории
приводит к соотношениям

c031 = f(c013)
∗, c061 = g(c016)

∗, c071 = h(c017)
∗,

c142 = p(c125)
∗, c152 = p(c124)

∗, c143 = q(c135)
∗, c153 = q(c134)

∗,

c186 = r(c169)
∗, c196 = r(c168)

∗, c187 = s(c179)
∗, c197 = s(c178)

∗,

(9.48)

где

f =
η033
η011

, g =
η066
η011

, h =
η077
η011

,

p =
η145
η122

, q =
η145
η133

, r =
η189
η166

, s =
η189
η177

.

(9.49)
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Вводя также для удобства обозначения

c013 = λ1, c016 = λ2, c017 = λ3, c124 = λ4, c125 = λ5,

c134 = λ6, c135 = λ7, c168 = λ8, c169 = λ9, c178 = λ10, c179 = λ11,
(9.50)

с учетом (9.48), (9.49) для блоков C0 (9.46), (C1)′, (C1)′′ (9.47) получим выражения

C0 =


0 0 λ1 λ2 λ3
0 0 0 0 0
fλ∗1 0 0 0 0
gλ∗2 0 0 0 0
hλ∗3 0 0 0 0

 , (9.51)

(C1)′ =


0 0 λ4 λ5
0 0 λ6 λ7
pλ∗5 qλ∗7 0 0
pλ∗4 qλ∗6 0 0

 , (C1)′′ =


0 0 λ8 λ9
0 0 λ10 λ11
rλ∗9 sλ∗11 0 0
rλ∗8 sλ∗10 0 0

 . (9.52)

Характеристические уравнения для блоков (9.51), (9.52) имеют соответственно вид

λ3(λ2 − f |λ1|2 − g|λ2|2 − h|λ3|2) = 0, (9.53)
λ4 − λ2(pλ∗4λ5 + pλ4λ

∗
5 + qλ∗6λ7 + qλ6λ

∗
7)+

+ pq(λ4λ
∗
5λ

∗
6λ7 + λ∗4λ5λ6λ

∗
7 − |λ4|2|λ7|2 − |λ5|2|λ6|2) = 0,

(9.54)

λ4 − λ2(rλ∗8λ9 + rλ8λ
∗
9 + sλ∗10λ11 + sλ10λ

∗
11)+

+ rs(λ8λ
∗
9λ

∗
10λ11 + λ∗8λ9λ10λ

∗
11 − |λ8|2|λ11|2 − |λ9|2|λ10|2) = 0.

(9.55)

РВУ, эквивалентное тензорной системе (9.15)–(9.21) получится, если положить

f |λ1|2 + g|λ2|2 + h|λ3|2 = |β|2 + |γ|2 + |σ|2,
pλ∗4λ5 + pλ4λ

∗
5 + qλ∗6λ7 + qλ6λ

∗
7 = |α|2 + 1,

pq(λ4λ
∗
5λ

∗
6λ7 + λ∗4λ5λ6λ

∗
7 − |λ4|2|λ7|2 − |λ5|2|λ6|2) = |α|2,

rλ∗8λ9 + rλ8λ
∗
9 + sλ∗10λ11 + sλ10λ

∗
11 = |ρ|2 + |δ|2,

rs(λ8λ
∗
9λ

∗
10λ11 + λ∗8λ9λ10λ

∗
11 − |λ8|2|λ11|2 − |λ9|2|λ10|2) = |ρ|2|δ|2.

(9.56)

Соотношениям (9.56) можно удовлетворить, выбрав, например:

λ1 = β, λ2 =
√

2(|γ|2 + |σ|2), λ3 =
√

|γ|2 + |σ|2,

λ4 = −λ5 =
i|α|√
2
, λ6 = λ7 =

1√
2
, λ8 = −λ9 =

i|ρ|√
2
, λ10 = λ11 =

|δ|√
2
,

(9.57)

f = g = −h = −p = q = −r = s = 1. (9.58)

Равенства (9.58), в свою очередь, приводят к следующим значениям элементов ηsττ ′ мат-
рицы лоренц-инвариантной билинейной формы η:

η011 = η033 = η066 = −η077 = η122 = −η133 = −η145 = −η166 = η177 = η189 = 1. (9.59)
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Спиновые блоки C0 (9.51), (C1)′, (C1)′′ (9.52) в соответствии с (9.57), (9.58) при-
нимают вид

C0 =


0 0 β

√
2(|γ|2 + |σ|2)

√
|γ|2 + |σ|2

0 0 0 0 0
β∗ 0 0 0 0√

2(|γ|2 + |σ|2) 0 0 0 0

−
√

|γ|2 + |σ|2 0 0 0 0

 , (9.60)

(C1)′ =
1√
2


0 0 i|α| −i|α|
0 0 1 1

−i|α| 1 0 0
i|α| 1 0 0

 ,

(C1)′′ =
1√
2


0 0 i|ρ| −i|ρ|
0 0 |δ| |δ|

−i|ρ| |δ| 0 0
i|ρ| |δ| 0 0

 .

(9.61)

Вид блоков η0, η1 матрицы η вытекает из (9.59).
Спиновый блок C0 (9.60) имеет один (с точностью до знака) ненулевой корень

±
√
|β|2 + |γ|2 + |σ|2, (9.62)

который соответствует массе скалярного бозона

m(0) =
m√

|β|2 + |γ|2 + |σ|2
. (9.63)

Блок (C1)′ имеет корни±1,±|α|. Первый из них в силу проективности матрицы Γ0 (9.44)
относится к безмассовому векторному полю максвелловского типа, второй – к векторной
частице с массой

m
(1)
1 =

m

|α|
. (9.64)

Корни ±|δ|, ±|ρ| блока (C1)′′ соответствуют массам

m
(1)
2 =

m

|δ|
, m

(1)
3 =

m

|ρ|
(9.65)

двух других векторных частиц, описание которых также содержится в обсуждаемом РВУ
и эквивалентной ему тензорной системе.

Итак, схема зацеплений (9.14) позволяет построить релятивистское волновое урав-
нение, описывающее векторное поле с четырьмя типами квантов – одним безмассовым
и тремя массивными. При этом в теории с необходимостью возникает скалярная части-
ца с ненулевой массой, которая собственно и обеспечивает единство компонент указан-
ного векторного поля. Векторная составляющая последнего может интерпретироваться
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«электрослабое» поле, а скалярное – как линейный аналог бозона Хиггса. Линейный ха-
рактер уравнения (9.43), описывающего скалярную частицу, связан с тем, что вопрос о
происхождении массы не затрагивается в теории РВУ, рамками которой мы ограничива-
емся. Наличие или отсутствие массы является в данной теории заданным фактом, поэто-
му нет необходимости вводить в (9.43) нелинейные члены. Таким образом, предлагаемая
нами модель, не вступая в противоречие с общепринятым хиггсовским механизмом гене-
рации массы, позволяет указать на еще одну возможную причину появления скалярной
составляющей в теории векторного электрослабого поля. Однако если вместо хиггсовско-
го механизма рассматривать иной способ генерации массы Кальба – Рамонда, описанный
в главе 7, то мы придем к альтернативной модели электрослабого взаимодействия, в кото-
рой скалярный бозон играет исключительно роль связующей компоненты для векторных
составляющих электрослабого поля.
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Pletyukhov V.A. Relativistic Wave Equations with Extended Sets of the Lorentz Group 

Representations 
 
It is shown that using extended sets of the Lorentz group irreducible representations opens new 

possibilities for the theory of relativistic wave equations from the viewpoint of a spatio-temporal description 
of both an internal structure and isospin degrees of freedom of elementary particles. The developed approach 
also allows us to apply the methods of the theory of relativistic wave equations in both superstring and gauge 
models of the fundamental interactions. 
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ПИРАНОАНТОЦИАНЫ: ХИМИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА, 
СПЕКТРАЛЬНАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА, ОСОБЕННОСТИ СИНТЕЗА 
 

Пирианоантоцианы – новый класс растительных пигментов. В статье обобщены данные об их 
химической структуре, номенклатуре и классификации. Представлен анализ сведений о спектрофото-
метрических свойствах витизинов, пинотинов и портозинов. Рассматриваются механизмы синтеза пи-
раноантоцианов в растительных объектах и продуктах их переработки. Приводятся данные об органо-
лептических свойствах пираноантоцианов и влиянии на их рН раствора и наличия окислителей. 

 

Пираноантоцианы – фенольные соединения растительного происхождения, от-
носящиеся к классу флавоноидов (подкласс пиранофлавоноиды). 

Первые сведения о пираноантоцианах были представлены в работе P.J. Cameira 
dos Santos с соавторами (1996). Новый класс пигментов был ими выделен из фильтра-
тов красного вина [1]. Затем пираноантоцианы были идентифицированы в биохимиче-
ском составе Allium cepa L. (листовые чешуи луковиц фиолетовых сортов) [2], Fragaria 
ananassa Duch. (плоды) [3], Vitis vinifera L. (плоды) [1], Ribes nigrum L. (семена) [4] (ри-
сунок 1), а также в составе виноматериалов, фруктовых и овощных соках. В настоящее 
время идентифицировано и описано более 75 этих соединений. 

 
Химическая структура 
По химической структуре пираноантоцианы – это полигидрокси- и полимето-

ксипроизводные катиона 2-фенил-пиранобензопирилиума (2-фенил-пиранохромен-ка-
тиона) (таблица 1). В отличие от антоцианов пираноантоцианы имеют дополнительный 
сопряженный гетероцикл (кольцо D). При этом возможно наличие заместителей в са-
мом кольце D, и ими чаще являются метил-радикал, остатки фенола, катехола, гваякола 
и сирингола [1–5]. 

Таким образом, пираноантоцианы являются производными шести основных ан-
тоцианов: дельфинидина, мальвидина, пеларгонидина, пеонидина, петунидина и циани-
дина, что отражено в их номенклатуре (подписи к рисунку 1). 

Пираноантоцианы чаще находятся в гликозидированном состоянии, но в отли-
чие от антоцианов только в виде С-3-гликозидов. Углеводная составляющая представ-
лена глюкозой [1–4; 6], реже рутинозой [6] и софорозой [7]. Кроме того, некоторые пи-
раноантоцианы имеют ацильный компонент, который соединен с кислородом ОН-груп-
пы остатка глюкозы и образован остатками уксусной, малоновой кислот, а также гидро-
ксикоричных кислот (р-кумаровой и кофейной) [1–4; 6]. Отметим, что гидрофильность 
органических кислот не может уменьшить способность самих пираноантоцианов рас-
творяться в воде. 

Некоторые пираноантоцианы (например, портозины) образуют димеры с други-
ми флавоноидами (катехином, эпикатехином, этилкатехином и др.) [8; 12]. 

В основу классификации пираноантоцианов положен тип заместителя кольца D 
и особенности синтеза. В соответствии с этим выделяют 4 группы: витизины (тип А, 
тип В и оксовитизины), гидроксифенилпираноантоцианы (пинотины) [1; 4; 13; 14], пор-
тозины (или винилфлаванолпираноантоцианы) [8] и розацианины [5]. Особенности 
структуры витизинов и пинотинов представлены в таблице 1. 



Таблица 1. – Структура витизинов и портозинов 

O OH

OHHO

OR3

O

O

R1

OH

R2

R4

O

HO

 
Базовая структура пираноантоцианов 

 
COOH

OH  
р-кумаровая  
кислота 

 
COOH

OH

OH

 
кофейная  
кислота 

 

OH

OH

 
 

катехол 

 

OH

OCH3

 
гваякол  

 

OH

OCH3H3CO

 
синиргол 

 

Название Аббревиа-
тура 

 

R1 
 

R2 
 

R3 
 

R4 
[M+]
m/z  

λmax, 
нм 

 

Источник Лите-
ратура 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Витизины 
Витизины А 

 

карбоксипиранопеларгонидин 3-О-глюкозид 
 

PyrPg3G 
 

Н 
 

Н 
 

Н 
 

COOН 
 

501 
 

510 Fragaria sp 
(плоды) 

 

[3] 
 

карбоксипираноцианидин 3-О-глюкозид  
 

PyrCn3G 
 

ОН 
 

Н 
 

Н 
 

COOН 
 

517 
 

506 Лук, виш-
невый сок 

 

[2; 6; 10]
 

карбоксипираноцианидин 3-О-рутинозид 
 

PyrCn3Rut
 

ОН 
 

Н Остаток 
рамнозы 

 

COOН 
 

663 
 

510 Вишневый 
сок 

 

[10] 

карбоксипираноцианидин 3-О-глюкозил-
рутинозид 

 

PyrCn3GRut
 

ОН 
 

Н Остаток 
рутинозы 

 

COOН 
 

825 
 

510 Вишневый 
сок 

 

[10] 

карбоксипираноцианидин 3-О-(6"-ацетил-
глюкозид) 

 

PyrCn3acG
 

ОН 
 

Н 
 

СН3СОО– 
 

COOН 
 

559 
 

507 
 

Вино 
 

[11] 

карбоксипираноцианидин 3-О-(6"-кумароил-
глюкозид) 

 

PyrCn3cmG
 

ОН 
 

Н 
 

* 
 

COOН 
 

661 
 

507 
 

Вино 
 

[11] 

карбоксипираноцианидин 3-О-(6"-малонил-
глюкозид) 

 

PyrCn3mlG 
 

ОН 
 

Н СООНСН2С
ОО– 

 

COOН 
 

603 
 

507 
 

Лук 
 

[2] 

карбоксипиранодельфинидин 3-О-глюкозид PyrDp3G ОН ОН Н COOН 533 507 Вино [12] 
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Продолжение таблицы 1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

карбоксипиранодельфинидин 3-О-(6"-
ацетил-глюкозид) 

 

PyrDp3acG 
 

ОН 
 

Н 
 

СН3СОО– 
 

COOН 
 

575 
 

509 
 

Вино 
 

[11] 

карбоксипиранодельфинидин 3-О-(6"-
кумароил-глюкозид) 

 

PyrDp3cmG
 

ОН 
 

ОН 
 

* 
 

COOН 
 

679 
 

511 
 

Вино 
 

[11] 

карбоксипиранопеонидин 3-О-глюкозид PyrPn3G ОСН3 Н Н COOН 531 509 Вино [11; 12] 
карбоксипиранопеонидин 3-О-(6"-ацетил-
глюкозид) 

 

PyrPn3acG 
 

ОСН3 

 

Н 
 

СН3СОО– 
 

COOН 
 

573 
 

510 
 

Вино 
 

[11] 

карбоксипиранопеонидин 3-О-(6"-кумароил-
глюкозид) 

 

PyrPn3cmG 
 

ОСН3 

 

Н 
 

* 
 

COOН 
 

677 
 

511 
 

Вино 
 

[11] 

карбоксипиранопетунидин 3-О-глюкозид PyrPt3G ОСН3 ОН Н COOН 547 508 Вино [11; 12] 
карбоксипиранопетунидин 3-О-(6"-ацетил-
глюкозид) 

 

PyrPt3acG 
 

ОСН3 

 

ОН 
 

СН3СОО– 
 

COOН 
 

589 
 

509 
 

Вино 
 

[11] 

карбоксипиранопетунидин 3-О-(6"-
кумароил-глюкозид) 

 

PyrPt3cmG 
 

ОСН3 

 

ОН 
 

* 
 

COOН 
 

693 
 

510 
 

Вино 
 

[11] 

карбоксипираномальвидин 3-О-глюкозид PyrMv3G ОСН3 ОСН3 Н COOН 561 514 Вино [11; 17] 
карбоксипираномальвидин 3-О-(6"-ацетил-
глюкозид) 

 

PyrMv3acG 
 

ОСН3 
 

ОСН3 
 

СН3СОО– 
 

COOН 
 

603 
 

516 
 

Вино 
 

[11; 12] 

карбоксипираномальвидин 3-О-(6"-
кумароил-глюкозид) 

 

PyrMv3cmG
 

ОСН3 
 

ОСН3 
 

* 
 

COOН 
 

707 
 

513 
 

Вино 
 

[11; 12] 

Витизины В 
пираномальвидин 3-О-глюкозид PyMv3G ОСН3 ОСН3 Н Н 517 490 Вино [11] 
пираномальвидин 3-О-(6"-ацетил-глюкозид) PyMv3acG ОСН3 ОСН3 СН3СОО– Н 559 494 Вино [11] 
пираномальвидин 3-О-(6"-кумароил-
глюкозид) 

 

PyMv3cmG 
 

ОСН3 
 

ОСН3 
 

* 
 

Н 
 

663 
 

497 
 

Вино 
 

[11] 

Пинотины 
 

Цианидин 3-О-глюкозид-4-винилфенол 
 

Cn3G4vPh 
 

ОН 
 

Н 
 

Н 
 

(а) 
 

565 
 

504 Апельси-
новый сок 

 

[13] 
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Продолжение таблицы 1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Дельфинидин 3-О-глюкозид-4-винилфенол Dp3G4vPh ОН ОН Н (а) 581 504 Вино [14] 
Дельфинидин 3-О-(6"-ацетил-глюкозид)-4-
винилфенол 

 

Dp3асG4vPh 
 

ОН 
 

ОН 
 

СН3СОО– 
 

(а) 
 

623 
 

506 
 

Вино 
 

[14] 

Дельфинидин 3-О-(6"-кумароил-глюкозид)-
4-винилфенол 

 

Dp3сmG4vPh
 

ОН 
 

ОН 
 

* 
 

(а) 
 

727 
 

506 
 

Вино 
 

[14] 

Пеонидин 3-О-глюкозид-4-винилфенол Pn3G4vPh ОСН3 Н Н (а) 579 499 Вино [14] 
Пеонидин 3-О-(6"-ацетил-глюкозид)-4-
винилфенол 

 

Pn3acG4vPh 
 

ОСН3 

 

Н 
 

СН3СОО– 
 

(а) 
 

621 
 

504 
 

Вино 
 

[14] 

Пеонидин 3-О-(6"-кумароил-глюкозид)-4-
винилфенол 

 

Pn3cmG4vPh 
 

ОСН3 

 

Н 
 

* 
 

(а) 
 

725 
 

505 
 

Вино 
 

[14] 

Петунидин 3-О-глюкозид-4-винилфенол Pt3G4vPh ОСН3 ОН Н (а) 595 504 Вино [14] 
Петунидин 3-О-(6"-ацетил-глюкозид)-4-
винилфенол 

 

Pt3аcG4vPh 
 

ОСН3 

 

ОН 
 

СН3СОО– 
 

(а) 
 

636 
 

506 
 

Вино 
 

[14] 

Петунидин 3-О-(6"-кумароил-глюкозид)-4-
винилфенол 

 

Pt3cmG4vPh 
 

ОСН3 

 

ОН 
 

* 
 

(а) 
 

741 
 

507 
 

Вино 
 

[14] 

Мальвидин 3-О-глюкозид-4-винилфенол Mv3GvPh ОСН3 ОСН3 Н (а) 609 504 Вино [1; 14] 
Мальвидин 3-О-(6"-ацетил-глюкозид)-4-
винилфенол 

 

Mv3асGvPh 
 

ОСН3 
 

ОСН3 
 

СН3СОО– 
 

(а) 
 

651 
 

507 
 

Вино 
 

[14] 

Мальвидин 3-О-(6"-кумароил-глюкозид)-4-
винилфенол  

 

Mv3cmGvPh 
 

ОСН3 
 

ОСН3 
 

* 
 

(а) 
 

755 
 

509 
 

Вино 
 

[1; 14] 

Мальвидин 3-О-(6"-кофеил-глюкозид)-4-
винилфенол  

 

Mv3cаfGvPh 
 

ОСН3 
 

ОСН3 
 

** 
 

(а) 
 

771 
 

532 
 

Вино 
 

[1; 14] 
 

Цианидин 3-О-глюкозид-4-винилкатехол 
 

Cn3G4vCt 
 

ОН 
 

Н 
 

Н 
 

(б) 
 

581 
 

504 Апельсино-
вый сок 

 

[13] 

Дельфинидин 3-О-глюкозид-4-винилкатехол Dp3G4vCt ОН ОН Н (б) 597 510 Вино [14] 
Дельфинидин 3-О-(6"-ацетил-глюкозид)-4-
винилкатехол 

 

Dp3асG4vCt 
 

ОН 
 

ОН 
 

СН3СОО– 
 

(б) 
 

639 
 

512 
 

Вино 
 

[14] 
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Продолжение таблицы 1 
1  2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Пеонидин 3-О-(6"-кумароил-глюкозид)-4-
винилкатехол 

 

Dp3сmG4vCt 
 

ОН 
 

ОН 
 

* 
 

(б) 
 

743 
 

514 
 

Вино 
 

[14] 

Пеонидин 3-О-глюкозид-4-винилкатехол Pn3G4vCt ОСН3 Н Н (б) 595 504 Вино [14] 
Пеонидин 3-О-(6"-ацетил-глюкозид)-4-
винилкатехол 

 

Pn3acG4vCt 
 

ОСН3 

 

Н 
 

СН3СОО– 
 

(б) 
 

637 
 

506 
 

Вино 
 

[14] 

Пеонидин 3-О-(6"-кумароил-глюкозид)-4-
винилкатехол 

 

Pn3cmG4vCt 
 

ОСН3 

 

Н 
 

* 
 

(б) 
 

741 
 

508 
 

Вино 
 

[14] 

Петунидин 3-О-глюкозид-4-винилкатехол Pt3G4vCt ОСН3 ОН Н (б) 611 510 Вино [14] 
Петунидин 3-О-(6"-ацетил-глюкозид)-4-
винилкатехол 

 

Pt3аcG4vCt 
 

ОСН3 

 

ОН 
 

СН3СОО– 
 

(б) 
 

653 
 

512 
 

Вино 
 

[14] 

Петунидин 3-О-(6"-кумароил-глюкозид)-4-
винилкатехол 

 

Pt3cmG4vCt 
 

ОСН3 

 

ОН 
 

* 
 

(б) 
 

757 
 

516 
 

Вино 
 

[14] 

Мальвидин 3-О-глюкозид-4-винилкатехол Mv3GvCt ОСН3 ОСН3 Н (б) 625 512 Вино [1; 14] 
Мальвидин 3-О-(6"-ацетил-глюкозид)-4-
винилкатехол 

 

Mv3асGvCt 
 

ОСН3 
 

ОСН3 
 

СН3СОО– 
 

(б) 
 

667 
 

514 
 

Вино 
 

[14] 

Мальвидин 3-О-(6"-кумароил-глюкозид)-4-
винилкатехол  

Mv3cmGvCt  

ОСН3 
 

ОСН3 
 

* 
 

(б) 
 

771 
 

514 
 

Вино 
 

[14] 

 
 

Цианидин 3-О-глюкозид-4-винилгваякол 

 
 

Cn3G4vGu 

 
 

ОН 

 
 

Н 

 
 

Н 

 
 

(в) 

 
 

595 

 
 

520 

Земляничный, 
апельсиновый 
и малиновый 

сок 

 
 

[7; 13] 

 

Цианидин 3-О-рутинозид-4-винилгваякол 
 

Cn3Rut4vGu 
 

ОН 
 

Н Остаток 
рамнозы 

 

(в) 
 

741 
 

520 Земляничный и 
малиновый сок 

 

[7] 

 
Цианидин 3-О-софорозид-4-винилгваякол 

 
Cn3Soph4vGu

 
ОН 

 
Н 

 

Остаток 
глюкозы 

 
(в) 

 
757 

 
520 

Земляничный 
и малиновый 

сок 

 
[7] 
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Окончание таблицы 1 
 

Цианидин 3-О-глюкозилрутинозид-4-
винилгваякол 

 
Cn3GRut4vGu

 
ОН 

 
Н 

 

Остаток 
рутинозы 

 
(в) 

 
903 

 
520 

Земляничный 
и малиновый 

сок 

 
[7] 

 
Пеларгонидин 3-О-глюкозид-4-
винилгваякол 

 
Pg3G4vGu 

 
Н 

 
Н 

 
Н 

 
(в) 

 
579 

 
520 

Земляничный 
и малиновый 

сок 

 
[7] 

Дельфинидин 3-О-глюкозид-4-винилгваякол Dp3G4vGu ОН ОН Н (в) 611 502 Вино [14] 
Пеонидин 3-О-глюкозид-4-винилгваякол Pn3G4vGu ОСН3 Н Н (в) 609 499 Вино [14] 
Петунидин 3-О-глюкозид-4-гваякол Pt3G4vGu ОСН3 ОН Н (в) 625 502 Вино [14] 
Мальвидин 3-О-глюкозид-4-гваякол Mv3GvGu ОСН3 ОСН3 Н (в) 639 504 Вино [14] 
Мальвидин 3-О-(6"-ацетил-глюкозид)-4-
гваякол 

 

Mv3acGvGu 
 

ОСН3 
 

ОСН3 
 

Н 
 

(в) 
 

681 
 

506 
 

Вино 
 

[14] 

Мальвидин 3-О-(6"-кумароил-глюкозид)-4-
гваякол 

 

Mv3cmGvGu 
 

ОСН3 
 

ОСН3 
 

Н 
 

(в) 
 

755 
 

508 
 

Вино 
 

[14] 

Пеларгонидин 3-О-глюкозид-4-
винилсирингол 

 

Pg3G4vSyr 
 

Н 
 

Н 
 

Н 
 

(г) 
 

609 
 

520 Земляничный 
и малиновый 

сок 

 
[7] 

 Цианидин 3-О-глюкозид-4-винилсирингол Cn3G4vSyr ОН Н Н (г) 625 520 
 
Цианидин 3-О-рутинозид-4-винилсирингол 

 
Cn3Rut4vSyr 

 
ОН 

 
Н 

 

Остаток 
рамнозы 

 
(г) 

 
771 

 
520 

Земляничный 
и малиновый 

сок 

 
[7] 

 
Цианидин 3-О-софорозид-4-винилсирингол 

 
Cn3Soph4vSyr

 
ОН 

 
Н 

 

Остаток 
глюкозы 

 
(г) 

 
787 

 
520 

Земляничный 
и малиновый 

сок 

 
[7] 

 

Цианидин 3-О-глюкозилрутинозид-4-
винилсирингол Cn3GRut4vSyr

 
ОН 

 
Н 

 

Остаток 
рутинозы 

 
(г) 

 
933 

 
520 

Земляничный 
и малиновый 

сок 

 
[7] 

 

Примечание: * – остаток р-кумаровой кислоты; ** – остаток кофейной кислоты; (а) –фенол; (б) –катехол; (в) –гваякол;  
(г) – сирингол  

 

 

Вучоны
я запіскі      2017 • Вы

п. 13 
 Ч

. 2 • П
ры

родазнаўчы
я навукі 

99 



Вучоныя запіскі      2017 • Вып. 13 
 Ч. 2 • Прыродазнаўчыя навукі 

 
 

 100

 
а) R1= Н         R2= Н          R3= Н 
б) R1= ОН      R2= Н          R3= Н  
в) R1= ОН      R2= Н          R3= малонил 
г) R1= ОСН3  R2= ОСН3    R3= Н 
д) R1= ОСН3   R2= ОСН3   R3= р-кумароил 

 

е) R= Н 
ж) R= р-кумароил 

м) 

з) R1= Н       R2= Н 
и) R1= Н      R2= рамноза 
к) R1= ОН   R2= Н 
л) R1= ОН   R2= рамноза 

 

а) карбоксипиранопеларгонидин 3-О-глюкозид плодов Fragaria ananassa Duch. [3], пигменты 
Allium cepa L.; б) карбоксипираноцианидин 3-О-глюкозид; в) карбоксипираноцианидин 
3-О-(6"-малонил-глюкозид) [2], пигменты Vitis vinifera L.; г) карбоксипираномальвидин 
3-О-глюкозид; д) карбоксипираномальвидин 3-О-(6''-кумароил-глюкозид); е) мальвидин 

3-О-глюкозид-4-винилфенол; ж) мальвидин 3-О-(6"-кумароил-глюкозид)-4-винилфенол [1], 
пигменты семян Ribes nigrum L.; з) метилпираноцианидин 3-О-глюкозид; 

и) метилпираноцианидин 3-О-рутинозид; к) метилпиранодельфинидин 3-О-глюкозид; 
л) метилпиранодельфинидин 3-О-рутинозид [4]; 

м) розацианин В пигмент лепестков Rosa hybrida L. [5]. 
 

Рисунок 1. – Пираноантоцианы 
 
При идентификации первого пираноантоциана методом ВЭЖХ-ESI-MS на спек-

тре молекулярных масс выявлен фрагмент (m/z+) 447,5 Da, который теоретически соот-
ветствует агликону, но при этом превышает m/z+ известных антоцианидинов. Таким об-
разом, было высказано предположение, что пигменты являются производными антоци-
анидинов с дополнительным участком [1]. Молекулярные массы молекулярных ионных 
фрагментов ([М+], m/z+) некоторых пираноантоцианов представлены в таблице 1. 

Портозины из-за особенностей своей структуры имеют довольно большую мо-
лекулярную массу их фрагментов [8; 12; 14]. На хроматограммах пики пираноантоциа-
нов имеют большее время удерживания, чем антоцианы, и выходят позже [12; 15]. 
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Спектральная характеристика 
Максимумы поглощения витизинов А лежат в пределах от 506 до 516 нм, вити-

зинов В – 490–497 нм, пинотинов – 499–520 нм (таблица 1), портозинов – 501–508 нм. 
Пираноантоцианы имеют окраску от желтой и красно-оранжевой до синей, и она 

зависит от рН среды, строения исходного антоциана и кислоты [16]. Так, пеларгонидин 
3-О-глюкозид и 5-карбоксипиранопеларгонидин 3-О-глюкозид плодов Fragaria ananassa 
при рН = 1,1 имеют желтую окраску, а при рН = 6,9 – красную; слабые различия для двух 
этих соединений отмечены лишь в цветовой контрастности [3]. При увеличении рН сре-
ды с 1,0 до 5,0 практически 80 % от исходного количества антоцианов меняют свою 
структуру и образуют бесцветное соединение – карбинол [17], что в свою очередь сни-
жает интенсивность окраски. В то же время при изменении рН интенсивность окраски 
растворов карбоксипираноантоцианов почти не меняется. Вероятно, это связано с за-
щитным действием нового пиранового кольца, которое блокирует нуклеофильную ата-
ку молекул воды и затрудняет образование карбинола. Также пираноантоцианы прояв-
ляют высокую устойчивость к обесцвечивающему действию оксида серы (IV) [14]. 

У всех пираноантоцианов независимо от их природы при рН = 3,6 (соответству-
ет рН вина и многих соков) коэффициент молярной экстинции больше, чем у соответ-
ствующих антоцианов (таблица 2). Для мальвидин-3-О-глюкозида резкое снижение экс-
тинции наблюдается при рН = 3,6 по сравнению с рН = 1,0, что указывает на снижение 
интенсивности окраски раствора антоциана. Значение экстинции витизина А при изме-
нении рН практически не меняется. 
 
Таблица 2. – Коэффициент молярной экстинции (ε) мальвидин-3-О-глюкозида и его 
производных [17–19] 

 
Вещество 

Максимум 
поглощения 

(λ), нм 

 

ε1 
(рН = 1,0) 

 

ε2 
(рН = 3,6)

мальвидин-3-О-глюкозид 528 28000 3613 
мальвидин 3-О-(6"-кумароил-глюкозид) 536 30200 3986 
карбоксипираномальвидин-3-О-глюкозид (витизин А) 514 8987 8918 
пираномальвидин-3-О-глюкозид-(+)катехин 506 14823 14855 
пираномальвидин-3-О-глюкозид-(–)эпикатехин 506 6083 8025 
пираномальвидин-3-О-глюкозид-(+)дикатехин 514 4511 6845 

 
Максимумы поглощения растворов карбоксипираноантоцианов также сдвинуты 

в более длинноволновую область (гипсохромный сдвиг) (таблица 1). Таким образом, их 
окраска более интенсивная и стабильная, чем у соответствующих антоцианов. 

Спектрометрические свойства портозинов различны. Их растворы демонстриру-
ют батохромный сдвиг и имеют более синюю окраску [20]. 

Особое место среди пираноантоцианов занимают оксовитизины, так как в своей 
структуре они имеют не пирановое кольцо, а пираноновое кольцо (рисунок 2), а значит, 
не содержат иона оксония (не образуют флавилиум катион), который характерен 
для структуры всех антоцианов и остальных пираноантоцианов. 

В связи с особенностями строения оксовитизины не имеют максимума поглоще-
ния при 520 нм, но при этом имеют схожие спектры с выраженным максимумом погло-
щения в УФ-области при длине волны 370 нм и являются стабильными желтоватыми 
пигментами. Впервые эти пигменты были выявлены в химическом составе старого вина 
типа портвейн [21; 22]. 
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Рисунок 2. – Строение оксовитизина А 
(пиранономальвидин 3-О-глюкозида) [21] 

 
Синтез пираноантоцианов 
Образование пираноантоцианов происходит при окислении ацилсодержащих ан-

тоцианов либо при окислении антоцианов в присутствии органических кислот, в част-
ности, пировиноградной, гидроксикоричных кислот, а также в присутствии ацетальде-
гида. Механизм реакции образования витизинов включает 2 этапа. На первом этапе 
происходит связывание антоцианов с кислотами посредствам связи С–С, которая обра-
зуется в положении С-4 антоциана. На втором этапе происходит моноциклизация в по-
ложении С-5 антоциана с последующим окислением. Таким образом, формируется до-
полнительный гетероцикл (цикл D) витизинов (рисунок 3) [4; 19]. Известно, что пиро-
виноградная кислота в большом количестве образуется в процессе брожения. 
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При R1 = Н – пираномальвидин (витизин В), R1 = СООН – карбоксипираномальвидин 
(витизин А), Glu – остаток глюкозы 

 

Рисунок 3. – Механизм образования витизина [19] 
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Все витизины имеют антоциановое ядро, при этом новое пирановое кольцо по от-
ношению к нему представляет собой карбоксильную группу. С этим связано второе на-
звание этого типа пигментов – 5-карбоксипираноантоцианы [6]. 

Отмечено, что другие метаболиты Saccharomycetes spp., такие как α-кетоглута-
ровая кислота, диацетил, ацетон могут выступать в качестве предшественников при об-
разовании пираноантоцианов, в то время как другие кислоты-метаболиты, такие как 
лимонная, молочная и уксусная, не вступают в реакцию [23]. 

В своих экспериментах Н. Fulcrand с соавторами показали, что гидроксифенил-
пираноантоцианы (пинотины) являются результатом циклизации гликозидированного 
антоциана и винилфенола. Винилфенол, в свою очередь, является продуктом декар-
боксилирования кумаровой кислоты и может быть образован из эфира коричной кислоты 
под действием фермента декарбоксилазы Saccharomycetes spp. [24]. Субстратная специ-
фичность фермента выражается в декарбоксилировании также и феруловой кислоты, 
при этом он не действует на кофейную и синапиновую кислоты. В исследовании [25] до-
казана возможность протекания прямой реакции между гидроксикоричными кислотами 
и антоцианами, при наличии электронодонорного субзаместителя в ароматическом коль-
це гидроксикоричной кислоты, необходимого для стабилизации промежуточного иона 
карбения (рисунок 4). Кроме того, было установлено, что реакция между антоцианами 
и винилфенолами протекает очень быстро и завершается в течение нескольких часов. 

Еще одна группа пираноантоцианов – портозины, имеющие различные свойства. 
Впервые эти пигменты были выделены из портвейна. Они образуются в результате ре-
акции между 5-карбоксипираноантоцианом и одним из винилфлаванолов (винилкате-
хина, винилэпикатехина и винилпроцианидина В2) [9]. Эта группа иллюстрирует раз-
нообразие возможных реакций, в которых пираноантоцианы сами участвуют в образо-
вании новых пигментов. 

Пираноантоцианы могут быть образованы и в результате дициклизации: первое 
кольцо его скелета соответствует дополнительному кольцу пираноантоцианов, второе 
кольцо сформировано реакцией этерификации между гидроксогруппой С-3 флавилиум-
катиона и карбоксильной группой галловой кислоты [5]. Несмотря на изменения 
в структуре, целостность флавилиум-катиона сохраняется, а полученные таким образом 
комплексы являются достаточно стабильными. 

С учетом вышеописанных путей образования пираноантоцианов можно предпо-
ложить, что структура новых пигментов будет идентифицирована в перспективе. 

Во время хранения растительной продукции антоцианы в той или иной степени 
постоянно деградируют. В то время как количество пираноантоцианов увеличивается 
как во время хранения, так и в процессе первичной обработки растительной продукции. 
Это еще одно различие между антоцианами и пираноантоцианами. При этом некоторые 
авторы отмечают обратную корреляцию между концентрациями образованных пира-
ноантоцианов и деградированных антоцианов [6]. 

Некоторые авторы считают, что именно пираноантоцианы определяют измене-
ние насыщенной окраски от фиолетовой до оранжево-коричневой при старении красно-
го вина, не учитывая других важных факторов, таких как копигментация [26] и образо-
вание полимерных пигментов. Другие авторы предполагают, что увеличение содержа-
ния пираноантоцианов во время хранения может служить биохимическим маркером 
в определении возраста красного вина [6]. Как было уже отмечено, при рН = 3,6 вклад 
антоцианов и пираноантоцианов в общую окраску раствора практически равнозначны. 
Таким образом, определяющим параметром в насыщенности окраски выступает кон-
центрация пигментов. По данным M. Schwarz с соавторами (2003) [27], содержание пиг- 
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Рисунок 4. – Механизм образования пинотина А [адаптировано по 7; 25] 
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ментов мальвидин-3-О-глюкозида, витизина А и пинотина А при винном рН составляет 
0,14, 0,03, и 0,07 мг/мл соответственно. Из этих результатов можно сделать вывод о том, 
что именно пирантоантоцианы во многом определяют окраску красного вина. Тем не ме-
нее, принимая во внимание концентрацию антоцианов, пираноантоцианов и полимер-
ных пигментов, общий вклад карбокси-пираноантоцианидинов в окраску стареющего 
красного вина незначителен и составляет менее 5 %. Органолептические свойства пира-
ноантоцианов не только обуславливают окраску продукции, но горьковатый слегка вя-
жущий вкус [15; 18]. 

Таким образом, на процесс формирования пираноантоциана влияют три факто-
ра: строение исходного антоциана; строение молекулы, участвующей в циклизации, 
и время хранения раствора (продукта). 

Необходимо отметить, что витизины А производные мальвидина пока иденти-
фицированы только в химическом составе вина [27; 28]. Кроме вина, виноматериалов 
пираноантоцианы входят в состав фруктовых и овощных соков. При анализе апельси-
нового сока, полученного из красномякотных сортов Citrus sinensis (L.) Osbeck, S. Hil-
lebrand с соавторами (2004) идентифицировали гидроксифенилпираноцианидины [13], 
которые являются производными винилфенола, винилкатехола, винилгваякола. Необ-
ходимо отметить, что основными антоцианами исследованного сока являются 2 произ-
водных цианидина – цианидин 3-О-глюкозид и цианидин 3-О-(6"-малонилглюкозид), 
при этом в образовании пираноцианидина участвует лишь первый антоциан. Гидрокси-
фенилпираноцианидины, имеющие сложную гликозидную составляющую, были выде-
лены из морковного сока чернокорнеплодных сортов Daucus carota L. [29]. Имеются 
литературные данные по наличию 5-карбоксипираноантоцианов в ферментированных 
и неферментированных фруктовых соках. Так, в восстановленном вишневом соке выяв-
лен аддукт цианидина и пировиноградной кислоты (карбоксипираноцианидин-3-O-гли-
козид). Это же соединение, а также 5-карбоксипиранопроизводные пеонидина (карбо-
ксипиранопеонидин-3-O-гликозид и карбоксипиранопеонидин-3-O-рутинозид) были 
обнаружены в составе вишневого сока, подверженного ферментации [6]. О содержании 
пираноантоцианов в биохимическом составе растений упоминалось выше. 

В настоящее время для большинства фенольных соединений доказана их поло-
жительная роль в профилактике и лечении многих заболеваний человека, таких как ди-
абет, катаракта, различные формы рака, атеросклероз, глаукома, болезнь Альцгеймера, 
сердечнососудистые заболевания, миопия и др. При этом литературные данные о био-
логической активности пираноантоцианов, их влиянии на здоровье человека и живот-
ных нами не найдены. 

В предыдущих обзорах [30] нами была проанализирована зависимость антиокси-
дантной активности антоцианов от их структуры. Установлено, что степень антиокси-
дантной активности зависит от количества ОН-групп в структуре молекулы. Учитывая, 
что при образовании пираноантоцианов из антоцианов количество ОН-групп в структу-
ре не уменьшается, можно предположить наличие у этих соединений антиоксидантной 
способности. Несомненно, что предположение об антиоксидантной активности антоци-
анов требует экспериментального подтверждения. 

Таким образом, пираноантоцианины являются производными антоцианов и со-
ставляют новый тип пигментов. Установлено, что пираноантоцианы имеют сложную 
химическую структуру, особенности которой предопределены, в том числе условиями 
синтеза. Пираноантоцианы могут быть использованы в качестве стабильных красите-
лей в пищевой и косметической индустрии. Однако, прежде чем обосновывать преиму-
щества применения пираноантоцианинов, необходимо всесторонне изучить их влияние 
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на здоровье человека. Кроме того, перспективной является разработка методики выде-
ления и идентификации антоцианов различными аналитическими методами. 
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Kolbas N.Y. Pyranoanthocyanins: Chemical Structure, Spectral Characteristic, Specificity 
of Formation 

 
Pyranoanthocyanes are a new class of plants pigments. Aspects on the chemical structure, nomencla-

ture and classification of pyranoanthocyanins are suggested in this review. Analysis of the data on the spectro-
photometric properties of vitisines, pinotines, and portosins is presented here. Mechanisms for the synthesis of 
pyranoanthocyanins in plant and their processing products are considered. The sensory properties of pyranoan-
thocyanins and the effect of pH solution and oxidants are analyzed in the article. 
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СЕРАЯ ВОРОНА (CORVUS CORONA L., PASSERIFORMES) 
КАК МОДЕЛЬ СИНАНТРОПИЗАЦИИ И УРБАНИЗАЦИИ ПТИЦ 

(НА ПРИМЕРЕ ЮГО-ЗАПАДНОЙ БЕЛАРУСИ) 
 
На основании многолетних (1967–2017 гг.) исследований и литературных данных рассматрива-

ются процессы синантропизации и урбанизации серой вороны Corvus corona L. (Passeriformes) в Белару-
си в качестве модельного вида птиц. Показано, что эти процессы проходили наиболее интенсивно в по-
следнее десятилетие ХХ – начале ХХI в. в городах (Брест, Ивацевичи и др.) и поселках. Например, с 1967 
по 2017 г. в г. Бресте количество гнездящихся пар серой вороны на маршруте протяженностью 25 км 
и шириной 200 м увеличилось в 4 раза, а в целом в городе – в 5,2 раза. 

 
Введение 
Антропогенная трансформация ландшафтов и возникновение новых биотопов, 

благоприятных для многих видов птиц, в том числе и серой вороны, возможность ис-
пользования новых богатых кормовых ресурсов, укрытий и убежищ антропогенного 
происхождения способствуют приобретению специфических адаптаций – изменение 
их поведения, обособление антропогенных популяций. По мере повышения степени 
трансформации ландшафтов в городах и поселках происходит снижение видового раз-
нообразия птиц (вплоть до монодоминантности). Негативная тенденция снижения чис-
ленности одних видов может нивелироваться возрастанием численности других, в ре-
зультате общая численность птиц может даже увеличиться. 

Особенностям экологии, биоценотическому и хозяйственному значению врано-
вых птиц посвящены ряд совещаний, проходивших в различных городах России: в Мо-
скве (1984), Липецке (1989, 1993), Ставрополе (1992), Казани (1997), Саранске (2002). 

В настоящее время врановые входят в состав основного синантропного ядра ави-
фауны антропогенных ландшафтов многих регионов. Серую ворону можно использо-
вать в качестве модели для рассмотрения особенностей синантропизации и урбаниза-
ции птиц. Это дает возможность проследить изменение в поведении и экологии этого 
вида при разной степени связи с антропогенным и урбанизированным ландшафтом [1–4]. 

 
Материал и методы 
Материал для данной работы был собран в 1967–2017 гг. в населенных пунктах 

(городах Брест, Ивацевичи, Береза, Дрогичин, Каменец, Пружаны; деревнях Томашов-
ка, Страдечь, Любищицы и др.) и природных экосистемах Брестской области. Приме-
няли общепринятые методы полевых исследований [5]. В данном исследовании основ-
ное внимание уделено урбанизированным экосистемам – городам и поселкам. Наибо-
лее полные данные собраны в г. Бресте и его окрестностях. В статье использованы све-
дения, опубликованные в монографии [6]. В г. Бресте в 1967–2017 гг. проведены учеты 
птиц в период сезона размножения на постоянных маршрутах: микрорайоны Восток – 
Ковалево – Южный городок – ул. Набережная – Брестская крепость; Гребной канал – 
ул. Московская – ул. Ленина – Северный городок – д. Тюхиничи. Длина маршрута со-
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ставляла 25 км, ширина 200 м. Общая протяженность учетных маршрутов более 900 км. 
Маршрут включал кварталы многоэтажной и усадебной застройки (старого и нового 
типов), участки долин рек Мухавец и Западный Буг. 

В урбанизированных экосистемах наряду с учетом птиц на маршруте вели также 
синхронный подсчет птиц на небольших фиксированных площадках (окруженные до-
мами газоны и скверы, участки кустарников и древесной растительности и т.д.). Полу-
ченные данные затем пересчитывались на 1 км² каждого местообитания. Систематиче-
ские наблюдения, учеты численности птиц проводились в г. Бресте, г. Ивацевичи, 
д. Томашовка, на территории дачного поселка «Леснянка» Брестского р-на, в д. Лю-
бищицы Ивацевичского р-на. В других местообитаниях, в том числе и естественных 
экосистемах, исследования проводили не каждый год. Это позволило установить дина-
мику плотности населения вида, изменение поведения, характер размещения и строе-
ния гнезд птиц урбанизированных и природных популяций. 

 
Результаты исследования и их обсуждение 
Процессы синантропизации и урбанизации серой вороны в ХХ в. в России и на со-

предельных территориях рассмотрены в ряде работ В.М. Константинова [1; 2; 7; 8] 
с анализом литературных данных и других орнитологов [9–13]. Показано, что много-
численные стаи ворон зимовали в крупных городах центральной России в ХХ в. Весной 
они покидали города и гнездились в отдалении от поселений человека. Лишь отдель-
ные пары гнездились в пригородах и лесопарковых зонах больших городов. Интенсив-
ная урбанизация вороны проходила на территории Европейской России во второй по-
ловине ХХ в. Установлена определенная зависимость между размерами городов и чис-
ленностью зимующих в них врановых, основу которых составляет серая ворона [7; 8]. 
Например, в г. Москве в 1980 г. зимовало 700–800 тыс. особей врановых, из них 76 % 
составляли серые вороны [7]; 100–200 тыс. особей зимовало в Ленинграде, Киеве, 
Львове, Липецке, Чебоксарах, Ростове-на-Дону [2; 13]. Серая ворона является одной 
из самых обычных птиц Ленинградской области. В антропогенных ландшафтах она 
встречается во все сезоны года, в естественных биотопах летом обычна, но зимой редка 
[14]. Около 30 % ворон [8], гнездящихся в городах Центральной России стали оседлы-
ми, в северных городах Европейской России в зимний период птицы используют при до-
быче корма электрическое освещение. 

Процесс синантропизации и урбанизации серой вороны в Беларуси слабо изу-
чен. Тем не менее литературные сведения и наши наблюдения дают возможность про-
следить эти процессы на протяжении ХХ–ХХI вв. В.Н. Шнитников [15] отмечал, что в на-
чале ХХ в. в Минской губернии серая ворона зимовала в городах. По данным А.В. Фе-
дюшина и М.С. Долбика [16], в первой половине ХХ в. серые вороны семьями и не-
большими группами находились на опушках лесов, на полях и в поймах рек до середи-
ны сентября, затем концентрировались в окрестностях поселков и городов. Осенью 
с наступлением заморозков и зимой птицы кормились отбросами у жилья человека. 
В г. Минске и других городах республики встречались стаи, состоящие из нескольких 
сотен птиц. Серые вороны ночевали в городских парках, окрестных лесах на деревьях 
(преимущественно хвойных), по утрам разлетались в разные части города в поисках 
корма. Численность птиц в поселениях человека сокращалась в начале марта, еще мень-
ше их регистрировали во второй половине апреля. Это характерно и для других регио-
нов Беларуси. Таким образом, эти авторы отмечали начальный этап урбанизации серой 
вороны в Беларуси – концентрация птиц в осенне-зимний период в городах и поселках 
и перемещение их в окрестности весной.  
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Отметим, что в Ленинградской области [14] вороны, гнездящиеся в естествен-
ных лесных биотопах, появляются на гнездовых участках не раньше второй половины 
марта. С августа они оставляют эти участки и перемещаются в антропогенные ланд-
шафты к потенциально возможным источникам корма.  

М.С. Долбик [17] указывал, что важным элементом культурного ландшафта яв-
ляются прежде всего города и городские поселки, в которых живут и гнездятся 13 ви-
дов птиц, среди которых серая ворона не описана. Уже во второй половине ХХ в. отме-
чено, что ворона селится в лесопарках, парках, скверах, старых уличных насаждениях, 
придорожных полосах и других биотопах.  

В зимний период в 1980–1983 гг. в г. Минске выявлено 6 видов врановых. В пар-
ковой зоне фоновым видом является серая ворона (47,2 %); в районах застройки нового 
типа (1–5 лет) на долю этого вида приходилось 7,2 %; в сомкнутых застройках 42,0 %; 
в застройках индивидуального типа – 34,3 % [18]. 

По сведениям В.В. Гричика и Л.Д. Бурко [19], ворона обычна в населенных 
пунктах. Птицы, гнездящиеся в городах, видимо, ведут оседлый образ жизни. 

Птицы в регионе приступают к размножению во второй половине марта – начале 
апреля [6]. В средней полосе Беларуси начало кладок яиц приходится в среднем на 
начало апреля, появление птенцов – на первую половину мая [20]. В урбанизированных 
ландшафтах, по нашим наблюдениям, ворона начинает строить гнезда и откладывает 
яйца на 6–10 дней раньше, чем в естественных экосистемах. У птиц удлиняется репро-
дуктивный период на 2–3 недели по сравнению с лесными популяциями. Гнезда строят 
из сухих сучьев различных пород деревьев: сосны, ольхи, березы и др., которые укла-
дывают в развилки крупных ветвей дерева. В городах и поселках при строительстве 
гнезд вороны стали использовать различные синтетические материалы: стекловолокно, 
проволоку и др. Гнезда помещают на различных деревьях, преимущественно на сосне 
опушек леса, островных лесов, расположенных среди болот и лугов, небольших рощах. 
Больших массивов леса они избегают. 

На территории г. Бреста имеются значительные пространства, покрытые дре-
весной растительностью, в том числе хвойными, лиственными и плодово-ягодными 
насаждениями (сады) и кустарниками. Наибольшее число серых ворон отмечено 
в старых кварталах города, парках, долине р. Мухавец, на территории Брестской кре-
пости (таблица). 

По данным учетов на постоянных маршрутах в г. Бресте (длина 25 км, ширина 
200 м, общая площадь 500 га) в 1967–2017 гг. было зарегистрировано 12–50 гнезд, 
в 1967–1980 гг. число учтенных гнезд составляло 12–20, в 1981–1997 гг. – 20–35, в пос-
ледние 20 лет достигло 50. За данный период плотность гнездования увеличилась в 4 ра-
за: от 2,5 ос./км² в 1970 году до 10 ос./км² в 2016–2017 гг. По нашим данным, в г. Бресте 
в целом число гнездящихся пар за это время увеличилось в 6,2 раза: с 50 до 310. Отме-
тим, что в юго-западном секторе Москвы гнездовая популяция этого вида за 25 лет 
(1965–1990 гг.) возросла в 10 раз [10]. 

Численность серой вороны в Беларуси оценивается в 280–320 тыс. пар. Увели-
чение численности вида произошло в 1980–90-е гг. в связи с урбанизацией вида [21]. 
В юго-западной Беларуси численность серых ворон в последние 10 лет оценивается 
в 56–60 тыс. гнездящихся пар с тенденцией слабого увеличения. На долю урбанизиро-
ванных популяций приходится в разные годы 25–35 %.  

Специальные многолетние исследования И.В. Абрамовой [22] плотности летне-
го и зимнего населения птиц различных экосистем, в том числе и урбанизированных, 
показало (таблица), что плотность населения серых ворон варьирует в широком диапа-
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зоне. Наибольшая плотность вида летом выявлена на урбанизированных территориях: 
г. Ивацевичи (56,6 ос./км²); пойменные экосистемы г. Бреста (60,0 ос./км²), Гребной ка-
нал и болото (75,6 ос./км²); д. Томашовка (65,6 ос./ км²). В зимний период плотность се-
рой вороны в районах индивидуальной застройки г. Бреста возрастает почти в 4 раза, 
в парках и ряде других экосистем – в 2,5 раза. В пойме р. Мухавец она ниже, чем летом. 

 
Таблица. – Обилие населения серых ворон в урбанизированных экосистемах юго-западной 
Беларуси [22], ос./км² 

Экосистемы Лето Зима 
г. Барановичи 35,8 64,5 
г. Кобрин 30,5 70,0 
г. Ивацевичи 50,6 62,2 
г. Пинск 26,5 60,2 
г. Береза 20,2 50,8 
г. Иваново 18,7 46,8 
г. Столин 17,4 52,3 
г. Высокое 10,2 25,4 
г. Брест, инд. застройки 17,7 66,8 
г. Брест, многоэтажные кварталы 8,7 15,6 
Парки г. Бреста 30,0 70,5 
Пойменные экосистемы г. Бреста 60,0 46,3 
Гребной канал и болото 75,6 50,8 
д. Томашовка (Брестский р-н) 65,6 68,5 
д. Любищицы (Ивацевичский р-н) 26,8 30,5 
Дачные поселки (Леснянка и Заказанка) 6,4 9,4 

 
В связи с этим отметим, что в районах индивидуальной застройки г. Гомеля зи-

мой в 1975–1980 гг. в отличие от районов современных многоэтажных строений и сме-
шанной застройки резко возросла численность серых ворон – до 51,9 ос./км² [23]. 

Было показано [24], что на территории мелкого населенного пункта (д. Покалю-
бичи Гомельской области) в 1998–2003 гг. летом вид редок и обычен зимой, ноябре – 
феврале плотность этого вида достигала 13,5 ос. на 10 га. 

Нами прослежена сезонная динамика численности серой вороны в одном из мик-
рорайонов г. Бреста в 1980 и 2010 гг. (рисунок 1). 

Осенью и зимой плотность населения птиц значительно выше по сравнению 
с летом и достигает 50–55 ос./км². 

В 1980 г. плотность населения птиц была несколько ниже как летом (10–15 ос./км), 
так и зимой (25–35 ос./км²), чем в 2010 г. 
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Рисунок 1. – Сезонная динамика численности серой вороны в г. Бресте  
 

Численность серой вороны в 1985–2016 гг. летом и зимой (рисунок 2) варьиро-
вала по годам. Летом она была наименьшей в 1985–1990 гг., постепенно увеличивалась 
и в 1994–2010 гг. поддерживалась на уровне 40–50 ос./км², в последние 7 лет она не-
сколько снизилась и составляла не более 40 ос./км². В зимний период также отмечено 
колебание численности птиц по годам.  

 

 
лето (а); зима (б) 

 

Рисунок 2. – Многолетняя динамика численности серой вороны в г. Бресте  
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В естественных лесных экосистемах вид относительно редок, плотность в ию-
не – июле не превышает 6,2, варьируя в пределах 1,0–6,2 ос./км²; зимой она значитель-
но уменьшается и находится в пределах 0,2–2,3 ос./км², в некоторые годы ворона 
не попадалась в учеты [22]. 

Например, несколько пар (4–8) в течение 2001–2017 гг. располагались на отдельно 
стоящих ольхах, вербах и облепихе на болоте в микрорайоне Ковалево г. Бреста вблизи 
или посреди колонии озерной чайки, которая состояла в различные годы из 2–5 тыс. 
гнездящихся пар. Расстояние между гнездами ворон составляло 50–300 м. Гнезда рас-
полагались на высоте 4–10 м. Сроки размножения серой вороны практически совпадали 
со сроками размножения озерной чайки. Были зарегистрированы многочисленные слу-
чаи разорения гнезд чаек воронами, которые в период выкармливания птенцов добыва-
ли яйца и птенцов чаек. Нам неоднократно приходилось наблюдать разорение гнезд ря-
бинника, похищение из гнезд яиц и птенцов зяблика, серых мухоловок, чибиса и дру-
гих птиц. В период выкармливания птенцов вороны добывают преимущественно насе-
комых: жуков, гусениц чешуекрылых, червей и др. Летом и осенью птицы включают 
в кормовой рацион семена ржи, пшеницы, ячменя и других растений. В последнее де-
сятилетие вороны в течение всего года в городах и поселках (города Брест, Ивацевичи 
и др.) концентрируются на свалках, около мусорных контейнеров, где кормятся пище-
выми отходами. В поселках нападают на домашнюю птицу. Неоднократно мы наблю-
дали (Гребной канал в г. Бресте; вдхр. Орхово в Брестском р-не и т.д.), как вороны 
схватывали мелкую рыбу, выброшенную рыбаками. Птицы находились в нескольких 
метрах от рыбаков, наблюдая за ловлей рыб и выжидая очередную порцию. 

Попадая в новые условия урбанизированного ландшафта, вороны, как и другие 
птицы, приобретают специальные адаптации, в первую очередь, изменяется поведение 
птиц. Они перестают воспринимать человека как источник опасности. Так, дистанция 
вспугивания у этого вида с 1970 по 2017 г. сократилась в 2–3 раза. Если в первый пери-
од (1967–1980 гг.) она составляла 3–5 м, то в последние годы некоторые птицы подпус-
кают человека до 0,5–2 м. 

Возросла агрессивность птиц по отношению к человеку при защите гнезд и слет-
ков. Были зарегистрированы случаи подлета взрослой птицы к человеку при защите 
птенцов, нанесение ударов клювом и крыльями по телу человека. Благоприятные усло-
вия обитания для серой вороны в городах и поселках снизили миграционную актив-
ность птиц урбанизированных популяций. Это отмечали и другие орнитологи [2]. 

На территории европейской части России урбанизация серой вороны в послед-
ние три десятилетия ХХ в. приобрела характер массовой экспансии в городах и привела 
к формированию городских популяций в отличие от Западной Европы, где этот вид 
фактически отсутствует на гнездовьях в городах. Очевидно, здесь сыграли основную 
роль особенности городского хозяйства. В западно-европейских городах традиции пол-
ной утилизации пищевых отходов имеют многолетнюю историю, также и активное 
преследование серой вороны а городах и за их пределами [12]. 

В городах европейской части России утечка продуктов питания до конца 1980-х гг. 
была значительной. Было распространено контейнерное хранение мусора и пищевых 
отходов во дворах. Тем самым для птиц в наличии было изобилие источников корма 
в течение круглого года, наряду с этим терпимое отношение человека к вороне в городе 
способствовало успешному освоению ими городских территорий. Экологический кри-
зис в России начиная с 1991–1992 гг. сопровождался резким снижением объемов пище-
вых отходов и их доступности для синантропных птиц, что привело к значительному 
ухудшению кормовой базы, в том числе и серой вороны, численность которой сократи-
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лась в 2–3 раза. Напротив, в городах Карелии в это время был отмечен 2–3-кратный 
рост городских популяций серой вороны. Она оказалась лучше других видов города 
приспособлена к ухудшению кормовых условий [25]. 

 
Заключение 
Основным фактором, обусловившим синантропизацию и урбанизацию серой во-

роны в юго-западной Беларуси, является обилие и доступность кормов антропогенного 
происхождения, которые птицы используют в городах и поселках. Здесь они почти пол-
ностью переходят на питание пищевыми и хозяйственными отходами. Возможность ус-
пешно добывать корм в течение всего года, более благоприятные температурные усло-
вия, покровительственное отношение со стороны человека, практически полное отсут-
ствие хищных птиц способствуют формированию урбанизированных популяций этого 
вида. Синантропизация и урбанизация серой вороны происходят на уровне отдельных 
особей и их групп, популяций. В населенных пунктах по сравнению с природными 
ландшафтами плотность населения вида больше (особенно в холодный период года), се-
рые вороны раньше приступают к размножению, гнездовой период более растянут. У го-
родских популяций птиц возрастает оседлость, уменьшается миграционная активность. 
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Abramova I.V., Gaiduk V.E. Gray Crow (Corvus Corona L., Passeriformes) as a Model 
of Synthropisation and Urbanization of Birds in Southwest of Belarus 

 

The article tracks the processes of synanthropization and urbanization of the gray crow of Corvus co-
rona L. (Passeriformes) in Belarus as a model species of birds are considered. The field work was performed 
in the years 1992–2017 applying the conventional bird count methods. These processes took place most inten-
sively in the last decade of the 20 and beginning of the 21 centuries in the cities (Brest, Ivatsevichi, etc.) and set-
tlements. For example, in Brest from 1967 to 2017 years the number of nesting pairs of gray crows on a route 
25 km long and 200 m wide has increased 4-fold, and in the city – 5.2 times. 
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ФЛОРИСТИЧЕСКИЙ СОСТАВ ВЫСШИХ ВОДНЫХ И ПРИБРЕЖНЫХ 
РАСТЕНИЙ БАССЕЙНА р. ПРИПЯТЬ В ЧЕРТЕ г. ПИНСКА 

 
Рассматриваются результаты изучения видового состава водной и прибрежно-водной расти-

тельности бассейна р. Припять в черте г. Пинска. В ходе систематизации выявлено 98 видов высших 
водных и прибрежных растений, среди которых гидрофитов 32 вида, гигрофитов – 66 видов. В аквато-
рии г. Пинска выявлены виды из числа нуждающихся в профилактической охране, также установлено 
произрастание 5 охраняемых видов. 

 
Введение 
Несмотря на достаточную обеспеченность водными ресурсами территории Бела-

руси, все большую тревогу вызывают проблемы, связанные с антропогенными нагруз-
ками на водные объекты. Возрастающее воздействие на окружающую среду требует 
пристального изучения биоразнообразия на урбанизированных территориях, в том чис-
ле видового состава прибрежных и водных растений. 

Поскольку таксономическая структура флоры является мерой биологического 
разнообразия флоры, с целью установления видового состава флоры макрофитов про-
вели детальный анализ водной и прибрежно-водной растительности водоемов в аквато-
рии г. Пинска Брестской области. 

 
Материалы и методы 
Согласно геоморфологическому районированию территория Пинского района, 

соответственно, зона исследования относится к области Полесской низменности, под-
области Белорусского Полесья и находится в пределах Лунинецкой аллювиальной ни-
зины. Лунинецкая низина расположена в южной части Полесья. Занимает обширную 
территорию вдоль долины Припяти и низовьев её многочисленных притоков [1].  

Долина Припяти является основной водной артерией Белорусского Полесья – 
самый большой по величине и водности приток Днепра. Продольный профиль имеет 
слабовыпуклый характер и небольшое падение. Ширина долины достигает 75 км. Русло 
извилистое. В долине выделяются пойма и две надпойменные террасы. 

Припять в границах Брестской области течет на протяжении свыше 150 км. Ос-
новные притоки: Пина, Ясельда, Бобрик, Цна, Лань и Случь (слева), Стоход, Стыр, Го-
рынь, Ствига, Уборть (справа). Большинство притоков полностью или частично кана-
лизованы. Особенностью гидрологического режима является растянутое весеннее по-
ловодье. Замерзает река в первой половине декабря, очищается ото льда в марте. В теп-
лые зимы ледостав может отсутствовать. Припять судоходна на всем протяжении 
в пределах области [2, с. 88]. Русло реки извилистое, с множеством стариц, заливов 
и песчаных островов. На всем протяжении ширина поймы изменяется в широких пре-
делах – в месте впадения Пины достигает до 18 км. 
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Выделяют несколько уровней поймы. Старая высокая пойма (2–3 м), занимая от-
дельные участки долины, заливается только в экстремальные по водности годы. На низ-
кой старой пойме (высота 1,5–2 м) периодически заливаются участки староречьев 
и протоков. Большую часть днища долины занимает молодая, сильно заболоченная 
пойма. Относительные превышения над урезом воды в верховьях 0,5–1,5 м, ширина 
до 17 км. Высокая молодая пойма тянется вдоль Припяти широкой полосой от 0,5 
до 1,0 км. На приустьевых участках притоков характерными формами рельефа являют-
ся гривистые заболоченные участки с протоками и старицами. На притеррасных участ-
ках поймы хорошо выражены крупногривистые эоловые формы высотой 0,5–1,0 м, 
длиной до 5,0 км, а на некоторых отрезках поймы широко распространены прирусло-
вые валы [3, с. 146]. 

В пределах г. Пинска протекают реки Припять, Пина, Ясельда. По водному ре-
жиму они относятся к равнинным, имеют небольшие уклоны и скорости течения.  

Природные условия, рельеф, гидросеть долины Припяти претерпели значитель-
ные антропогенные трансформации. Техногенные преобразования связаны со строи-
тельством Днепро-Бугской системы, мелиоративных каналов, созданием ряда водохра-
нилищ. Рельеф испытывает заметные изменения и за счет добычи торфа в результате 
сельскохозяйственной деятельности и за счет большого распространения карьерных 
выработок. 

Климат Пинска умеренно континентальный с преобладающим влиянием мор-
ских воздушных масс, переносимых системой циклонов с Атлантического океана. Цик-
лоны, перемещающиеся с Запада на Восток, в зимнее время приносят теплый воздух, 
а в летнее время обуславливают прохладную с дождями погоду. Чередование воздушных 
масс различного происхождения в холодное полугодие создает характерный для Пин-
ска неустойчивый тип погоды. Преобладающий влажный атлантический воздух обус-
ловливает высокую относительную влажность и значительную облачность, которые 
способствуют выпадению большого количества осадков.  

Исследования по изучению видового состава водных и прибрежно-водных рас-
тений водоемов г. Пинска проводились в период с 2010 г. по 2016 г. В качестве основ-
ного метода исследования был маршрутно-рекогносцировочный метод, сущность кото-
рого заключалась в планомерном обследовании водных и прибрежно-водных фитоце-
нозов в пределах г. Пинска. Наблюдения и сборы природных материалов, в том числе 
гербарных, проводились в руслах и старицах рек Пина и Припять, мелиоративных ка-
налах, искусственных водоемах, вырытых в пойме. 

 
Результаты и их обсуждение 
Согласно классификации водных, воздушно-водных и околоводных сосудистых 

растений, встречающихся в водоёмах и водотоках Беларуси, выделяют две основные 
группы растений – гидрофиты и гигрофиты. Современная аквафлора Беларуси насчи-
тывает 183 вида высших (сосудистых) растений [4]. 

Гидрофиты, или настоящие водные растения – свободно плавающие на поверх-
ности воды или в ее толще, а также погруженные укореняющиеся растения, с плаваю-
щими листьями или без них [5]. Из данной категории в акватории г. Пинска выявлены 
32 вида растений из 18 родов. В видовом составе преобладают покрытосеменные рас-
тения, однако выявлены 3 вида высших споровых (таблица 1). 
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Таблица 1. – Систематический перечень гидрофитов водоемов акватории г. Пинска 
№ Вид Семейство Встречаемость 
1 Ricciocarpus natans (L.) Corda in  Opiz, Beitr. Naturg. Ricciaceae редко 
2 Riccia fluinans L. редко 

3 Salvinia natans (L.) All. Salviniaceae нередко 
4 категорияохраны 

4 Nymphae alba L. 
Nymphaeaceae 

нечасто 
3 категорияохраны 

5 Nymphae candida J. etC. Presl. нередко 
6 Nuphar lutea (L.) Smith очень часто 
7 Ceratophyllum submersumL. Ceratophyllaceae нередко 
8 Batrachium trichophyllum (Chaix) Bosch Ranunculaceae 

редко 
9 Batrachium circinnatus (Silbth.) Spach часто 

10 Hottonia palustris L. Primulaceae часто 

11 Aldrovanda vesiculosa L. Droseraceae 
очень редко  

2 категория охраны 
12 Myriophyllum verticillatum L. Haloragaceae 

 
нередко 

13 Myriophyllum spicatum L. нередко 
14 Hippuris vulgaris L. Hippuridaceae нередко 
15 Utricularia intermedia Hayne Lentibulariaceae редко 
16 Utricularia vulgaris L. часто 
17 Callitriche hermaphroditica L. Callitrichaceae нечасто 
18 Callitriche hermaphroditica L. нечасто 
19 Elodea сanadensisMichx. Hydrocharitaceae 

часто 
20 Hydrocharis morsus-ranae L. нередко 
21 Potamogeton pectinatus L. 

Potamo-
gemonaceae 

нередко 
22 Potamogeton filiformis Pers. редко 
23 Potamogeton crispus L. нередко 
24 Potamogeton gramineus L. изредка 
25 Potamogeton lucens L. часто 
26 Potamogeton perfoliatus L. нередко 
27 Potamogeton natans L. нередко 
28 Spirodela polyrhiza (L.) Schleid. 

Lemnaceae 

нередко 
29 Lemna minor L. часто 
30 Lemna gibba L. редко 
31 Lemna trisulca L. часто 
32 Wolffia arrhyza (L.) Horkel ex Wimm. очень редко 

 
В том числе зарегистрированы два вида мохообразных – Ricciocarpus natansL. 

и Riccia fluitansL. (семейство Ricciaceae), которые встречаются довольно редко и приуро-
чены к местам обитания со стоячей или слабо проточной водой мелких водоемов [6]. 

Единственный водный папоротник в Республике Беларусь – Salvinia natans – 
в акватории г. Пинска встречается нередко, поскольку на юге Беларуси находится 
в пределах естественного ареала, где климатические условия способствуют активному 
вегетативному размножению растения в течение вегетационного сезона и благоприят-
ной зимовке спорокарпиев [7; 8]. Сходная ситуация характерна для бассейнов рек При-
пять, Мухавец, Западный Буг. 

Покрытосеменные представлены 29 видами и 16 родами, относящимися к 12 се-
мействам: Nymphaeaceae, Ceratophyllaceae, Ranunculaceae, Primulaceae, Droseraceae, 
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Haloragaceae, Hyppuridaceae, Lentibulariaceae, Callitrichaceae, Hydrocharitaceae, Po-
tamogemonaceae, Lemnaceae. Ведущими по числу видов являются семейства Potamo-
gemonaceae (7 видов), Lemnaceae (5 видов). 

Семейство Ranunculaceae представлено 2 видами рода Batrachium, являющимися 
настоящими водными растениями, способными образовывать наземные формы при по-
нижении уровня воды. 

Повсеместно распространена Nuphae luteum, часто встречаются Batrachium cir-
cinnatus, Hottonia palustris, Utricularia vulgaris, Potamogeton lucens, Lemna minor, Lemna 
trisulca, а также заносный и натурализовавшийся вид – Elodeaсanadensis. Обнаружены 
участки произрастания Wolffia arrhyza, редкого заносного вида, являющегося самым 
маленьким цветковым растением на земле. 

Зарегистрированы охраняемые гидрофиты [7; 8]: 
– NymphaeаalbaL.(Nymphaeaceae) – третья категория охраны – нечасто встреча-

ется в воде стариц и заток, где глубина достигает от 1,5 до 2,5 м; 
– SalvinianatansL. (Salviniaceae) – относится к четвертой категории охраны;  
– Aldrovandavesiculosa L. (Droseraceae) – вторая категория охраны – реликтовый 

насекомоядный вид, встречается спорадически в заводях с медленным течением и ка-
навах, у поверхности воды. 

Таким образом, в составе гидрофитной группы акватории г. Пинска представле-
ны 39 видов высших сосудистых растений, что составляет 34 % от числа гидрофитов 
аквафлоры Беларуси [4]. Присутствие в акватории г. Пинска таких древних реликтовых 
растений, как Salvinia natans, Aldrovandavesiculosa, Nymphaeаalba,Hippuris vulgaris и 
других присуще для акваторий Полесья в целом и характеризует местную водную фло-
ру как более древнюю в сравнении с наземной флорой [9]. 

Растения второй, широко представленной группы – гигрофиты – занимают сред-
ние уровни береговой зоны затопления, заходя довольно часто в воду у низких топких 
берегов. В последнем случае могут входить в состав сообществ гигрогелофитов и гело-
фитов [5]. К категории гигрофитов, т.е. наземных растений влажных, переувлажнённых 
и периодически затопляемых местообитаний с высокой влажностью воздуха, из района 
исследования можно отнести 66 видов (таблица 2). 

По всей береговой зоне обследованной акватории достаточно часто обнаружи-
ваются хвощеобразные EquisetumpalustreL. и EquisetumfluviatileL. 

Покрытосеменные на обследованной территории представлены 25 семействами, 
среди которых представлены 16 семейств двудольных (Ranunculaceae, Caryophyllaceae, 
Elatinaceae, Violaceae, Brassicaceae, Primulaceae, Lythraceae, Anagraceae, Apiaceae, 
Menyanthaceae, Rubiacea, Boraginaceae, Scrophulariaceae, Lamiaceae, Asteraceae) 
и 9 семейств однодольных(Butomaceae, Alismataceae, Juncaginaceae, Iridaceae, Cyper-
aceae, Poaceae, Araceae, Sparganiaceae, Typhaceae).  

Наибольшим видовым составом характеризуются семейства Cyperaceae 
(15 видов), Poaceae (6 видов), Apiaceae (5 видов), остальные семейства содержат 
по 3 вида и менее. 

Среди гигрофитов выявлены два охраняемых вида[7; 8]: 
– HydrocotylevulgareL. (Umbelliferae) – первая категория охраны – обнаружен 

малочисленная группа экземпляров на заросшей осокой береговой линии р. Припять; 
– ElatinehudropiperL. (Elatinасeае) – вторая категория охраны – обнаружен 

на границе городской черты в составе пионерных сообществ на илистом грунте берего-
вой зоны свежих карьеров. 
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Таблица 2. – Систематический перечень гигрофитов береговых местообитаний аквато-
рии г. Пинска 
№ Вид Семейство Встречаемость 
1 Equisetum palustre L. Equisetaceae часто 
2 Equisetum fluviatile L. часто 
3 Caltha palustris L. Ranunculaceae 

очень часто 
4 Ranunculus lingua L. часто 
5 Myasotin quaticum (L.) Fries Caryophyllaceae часто 
6 Stellaria palustris Retz. часто 

7 Elatine hudropiperL. Elatinaceae редко 
2 категория охраны 

8 Viola palustris L. Violaceae часто 
9 Rorippa amphibium (L.) Bess. 

Brassicaceae 
нередко 

10 Cardamine amara L. нередко 
11 Cardamine pratensis L. часто 
12 Lysimachia vulgaris L. Primulaceae часто 
13 Lythrum salicaria L. Lythraceae довольно часто 
14 Epilobium palustre L. Anagraceae нередко 

15 Hydrocotyle vulgaris L. 

Apiaceae 

единично 
1 категория охраны 

16 Cicuta virosa L. довольно часто 
17 Sium latifolium L. нередко 
18 Oenanthea quatica L.  довольно часто 
19 Peucedanum palustre L. Moench. часто 
20 Menyanthes trifoliate L. Menyanthaceae часто 
21 Galium palustre L. Rubiacea часто 
22 Galium uliginosum L. нередко 
23 Myosotis scorpioides L. Boraginaceae очень часто 
24 Limosella aquatica L. 

Scrophulariaceae 
изредка 

25 Veronica scutellata L. нередко 
26 Veronica anagallis-aquaticaL. нередко 
27 Stachys palustris L. 

Lamiaceae 
часто 

28 Lycopus europaeus L. часто 
29 Menhta aquatica L. нечасто 
30 Bidens cernuasL. 

Asteraceae 
нередко 

31 Bidens frondoza L. редко 
32 Eupatorium cannabinum L. нередко 
33 Butomus umbellatus L. Butomaceae часто 
34 Sagittaria sagittifolia L. 

Alismataceae 

часто 
35 Alisma plantago-aquatica L. часто 
36 Alisma lanceolatum L. реже 
37 Alisma gramineum L. изредка 
38 Triglochin palustris L. Juncaginaceae часто 
39 Juncus bufoniusL. часто 
40 Iris pseudacorus L. Iridaceae нередко 
41 Eriophorum polystachion L. 

Cyperaceous 

часто 
42 Eleocharis palustris L. часто 
43 Scirpus sylvaticus L. часто 
44 Schoenoplectus lacustris (L.) Pala часто 
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Продолжение таблицы 2 
45 Cyperus fuscus L. 

Cyperaceous 

редко 
46 Carex vulpina L. довольно часто 
47 Carex cyperoides L. очень редко 
48 Carex aquatilis Wahlenb. изредка 

49 
Carex elata All. subsp. omskiana  
(Meinsh.) Jalas 

нередко 

50 Carex acuta L. часто 
51 Carex nigra (L.) Reichard. очень часто 
52 Carex riparia Curt. нередко 
53 Carex pseudocyperus L. нередко 
54 Carex vesicaria L. часто 
55 Carex rostrata Stokes часто 
56 Phragmites australis (Cav.) Trin. ex Steud. 

Poaceae 

часто 
57 Glyceria fluitans (L.) R. Br. часто 
58 Glyceria maxima (C. Hartm.) Holmb. часто 
59 Poa palustris L. часто 
60 Alopecurus geniculatus L. нередко 
61 Phalaroides arundinacea (L.) Rauschert часто 
62 Acorus calamus L. Araceae изредка 
63 Calla palustris L. нередко 
64 Sparganium emersum Rehm. Sparganiaceae редко 
65 Typha latifolia L. Typhaceae часто 
66 Typha angustifolia L. редко 
 

Заключение 
Флора водных растений насчитывает 98 видов, 62 родов, 35 семейств, 5 классов, 

4 отделов высших растений.  
Высшие споровые растения (5 видов) представлены мохообразными, хвощеоб-

разными и папоротникообразными. 
Покрытосеменные растения представлены 45 видами двудольных, которые от-

носятся к 23 семействам, и 48 видами однодольных, относящихся к 12 семействам. 
В акватории г. Пинска выявлены виды из числа нуждающихся в профилактиче-

ской охране (Wolffia arrhyza, Nymphae candida, Utricularia intermedia, Lemna gibba, 
Myriophyllum verticillatum, Hippuris vulgaris, Batrachium trichophyllum, Limosella aquatic, 
Carex aquatilis,Cyperus fuscus ), также установлено произрастание 5 охраняемых видов 
(Salvinianatans, Aldrovandavesiculosa, Nymphaeа alba, Hydrocotylevulgare, Elatinehu-
dropiper). 
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of the Basin of the Pripyat River within the City of Pinsk 
 
In the article the results of studying the species composition of aquatic and littoral vegetation of the 

basin of the Pripyat river within the city of Pinsk. During systematization of the identified 98 species of higher 
aquatic and riparian plants, including 32 species of hydrophytes, hygrophytes – 66 species. In the waters 
of Pinsk identified the types of number in need of preventive protection, also installed the 5 habitat of protect-
ed species. 
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ОТЛИЧИТЕЛЬНЫЕ ОСОБЕННОСТИ АНАТОМИЧЕСКОГО СТРОЕНИЯ 
КОРЫ ОДНОЛЕТНЕГО СТЕБЛЯ ДВУХ ВИДОВ КВИЛАХИ 

(СЕМ. ROSACEAE JUSS.) 
 

Проведено сравнительное изучение анатомического строения коры однолетнего стебля двух 
видов из рода Quillaja – одного из примитивных родов подсемейства Spiraeoideae семейства Rosaceae: 
Quillaja saponaria L. и Quillaja brasilensis L. Выявлено, что заложение первого феллогена у квилахи про-
исходит в субэпидермальном слое коры, в то время как другим Спирейным свойственно более глубокое 
его залегание – в перицикле или в первичной флоэме.Отмечены и другие отличительные особенности ко-
ры квилахи, в числе которых формирование кристаллов в клетках феллемы, отсутствие колленхимы 
и эндодермы, наличие длинных стилоидов оксалата кальция в лубе, не встречающихся у других Спи-
рейных, более сильная дилатация аксиальной паренхимы в лубе по сравнению с лучевой. Все эти аргу-
менты говорят в пользу выделения Quillaja в отдельное подсемейство Quillajoideae. 

 
Введение 
Систематическое положение растений из рода Quillaja до сих пор вызывает раз-

ногласия среди разных авторов. В. Фоке [1], Г. Шульце-Менц [2], выделили в подсе-
мействе Spiraeoideae трибу Quillajeae. А.Л. Тахтаджян предлагает выделить Quillaja 
в отдельное подсемейство Quillajoideae [3; 4]. Д. Морган и другие сделали вывод, 
что Quillaja– вообще не член семейства Rosaceae, поскольку по некоторым признакам, 
например, по числу хромосом х = 14, она не подходит ни к какой группе в семействе 
Розоцветных [5].  

Современная систематика растений для решения спорных вопросов широко ис-
пользует достижения других наук: морфологии, анатомии, физиологии, карпологии и др. 
Поскольку кора стебля древесных растений включает в себя различные ткани как пер-
вичного происхождения (эпидерму, колленхиму, коровую паренхиму, кольцо первич-
ных механических тканей, первичную флоэму), так и вторичные ткани (перидерму, вто-
ричную флоэму), она содержит большое количество признаков, которые можно интер-
претировать как диагностические, и анатомические особенности строения коры широко 
используются для решения вопросов систематики как голосеменных [6; 7], так и по-
крытосеменных растений [8–12]. 

Цель нашей работы – выявить признаки строения коры однолетнего стебля кви-
лахи, которые являются диагностическими и могут быть использованы в решении во-
проса о таксономическом статусе этих растений. 

 
Материал и методы исследования 
Нами было изучено анатомическое строение коры однолетних стеблей двух ви-

дов квилахи – квилахи мыльной (Quillaja saponaria L.) и квилахи бразильской (Quillaja 
brasilensis L.). 

По мнению Д. Хатчинсона (цит. по [13]), Quillaja и близкие роды представляют 
самую примитивную группу семейства Rosaceae, имеющую много общего с Дилление-
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выми, от которых, как предполагают, произошли Розоцветные.  Распространена Quilla-
ja в горах Боливии, Перу и Чили. 

Выполнение работы предусматривало сбор полевого материала, его фиксацию, 
изготовление временных и постоянных препаратов и их анализ. Материал для исследо-
вания был собран в Ботаническом институте РАН в ноябре месяце, когда камбий нахо-
дился в недеятельном состоянии и зафиксирован в смеси 96 %-го спирта и глицерина 
(1:1). Однолетние стебли квилахи брали с трех особей из нижней части кроны с южной 
стороны растения. Затем, после 10-дневной выдержки в фиксаторе, готовили постоян-
ные препараты по общепринятой в анатомии растений методике [14]. Для этого фикси-
рованный материал помещали в воду на 20–30 минут, чтобы спирт из материала диф-
фундировал в растворитель.  

Из верхних, средних и нижних междоузлий стебля готовили микрообразцы, ко-
торые использовали для получения срезов. Для постоянных препаратов их изготавли-
вали на санном микротоме с замораживающим столиком, для изготовления временных 
препаратов срезы делали от руки с использованием лезвия и сердцевины бузины. 

Срезы толщиной 10–30 мкм выполняли в поперечном и продольном радиаль-
ном и продольном тангентальном направлениях. Затем их помещали в сафранин 
на 20 минут, после чего переносили в нильский синий на 3 минуты. Далее срезы про-
водили через серию спиртов разных концентраций (50, 70, 96 % и абсолютный 
спирт). После этого срезы обрабатывали карболксилолом, ксилолом, затем заключа-
ли в канадский бальзам. 

Анализ полученных препаратов проводили на световых микроскопах Биолам 
Л-212 и Биолам Р–15. Измерения осуществляли винтовым окулярным микрометром 
МОВ-1-15, визированным по объективной линейке. 

 
Результаты исследования 
Кора однолетнего стебля изученных видов квилахи включает в себя эпидерму, 

перидерму, первичную кору, кольцо механических тканей, первичную флоэму, вторич-
ную флоэму. 

Эпидерма состоит из одного слоя клеток, которые в поперечном сечении имеют 
округлые очертания, а их наружные периклинальные стенки несколько сводчатые. 
Оболочки клеток эпидермальной ткани утолщены неодинаково: более толстой у обоих 
видов является их внешняя периклинальная стенка, на поверхности которой располага-
ется слой кутикулы. На радиальных срезах клетки имеют вытянутую прямоугольную 
форму у квилахи мыльной, а у квилахи бразильской – прямоугольную и квадратную 
форму с выпуклой внешней периклинальной стенкой. Размеры эпидермальных клеток: 
13–16 мкм (тангентальный) и 8–9 мкм (радиальный) у квилахи мыльной, соответствен-
но 10–13 мкм и 4–5 мкм у квилахи бразильской. 

Виды отличаются также характером внутреннего содержимого эпидермальных 
клеток. Так, у квилахи мыльной оно уже в верхних междоузлиях стебля имеет темно-
коричневую окраску, а у квилахи бразильской оно становится таковым лишь в клетках 
эпидермы нижних, более старых междоузлий, а в верхних и средних участках стебля 
внутреннее содержимое клеток эпидермы является светлоокрашенным. 

Эпидермальные клетки Quillaja saponaria имеют выросты – волоски, длина ко-
торых достигает 50 мкм. Они кроющего типа, одноклеточные, их вершины заострен-
ные. Клеточные оболочки этих трихом утолщенные, поверхность их неровная и пока-
зывает по всей длине некоторую скульптурированность. Располагаются трихомы пер-
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пендикулярно поверхности органа, иногда верхушка волоска наклонная. Эпидерма 
Quillaja brasilensis опушения не имеет. 

Субэпидермально залегает перидерма. Она типичного строения, т.е. имеет в сво-
ем составе феллему, феллоген и феллодерму. В составе пробковой ткани у квилахи 
мыльной в одном радиальном ряду находится 5–6 слоев клеток, у квилахи бразиль-
ской – до 4 слоев. В поперечном сечении клетки феллемы имеют различную форму да-
же у одного вида, т.е. феллема гетерогенная по форме клеток. По внутреннему клеточ-
ному содержимому она также гетерогенная. Так, наружные три – четыре слоя клеток 
пробки смятые, с извилистыми очертаниями клеток, с темно-коричневым клеточным 
содержимым. Клетки внутренних слоев феллемы живые, бесцветные, у квилахи бра-
зильской – выпукло-прямоугольной формы, а у квилахи мыльной они квадратные, пря-
моугольные, вытянутые в тангентальном и радиальном направлениях, с извилистыми 
стенками. На продольных срезах их очертания прямоугольные, вытянутые по оси орга-
на, и квадратные, с извилистыми оболочками (у квилахи бразильской); у квилахи 
мыльной клети пробки прямоугольные, вытянутые по оси и радиусу стебля, а также 
квадратные и округло-квадратные, с извилистыми очертаниями. 

Оболочки клеток пробки слегка и равномерно утолщены у обоих видов. В неко-
торых клетках этой ткани имеются округлые на поперечных и продольных срезах обра-
зования. Подобные структуры были отмечены в феллеме Exochorda и интерпретирова-
ны как кристаллы [15]. Можно предположить, что отмеченные структуры у Quillaja – 
это ранняя стадия формирования кристаллов.  

Феллоген однослойный характеризуется всеми признаками строения, присущи-
ми меристематическим тканям. Расположенная ниже феллодерма у квилахи мыльной 
представлена также одним слоем клеток, а у квилахи бразильской – 2–3 слоями. Клетки 
феллодермы в поперечном сечении имеют прямоугольную (у квилахи мыльной) и узко-
прямоугольную (у квилахи бразильской) форму. Клеточные оболочки у этой ткани 
утолщенные у первого вида и тонкие у второго. 

Формирование перидермы у обоих видов происходит по-разному. У квилахи 
бразильской она закладывается сначала только в одном участке стебля, на месте буду-
щей чечевички. В средних междоузлиях однолетнего стебля перидерма сформирована 
уже примерно у половины его окружности, а другая половина остается покрытой эпи-
дермой. Лишь в нижних междоузлиях стебель покрыт перидермой на всей своей по-
верхности. У квилахи мыльной кольцо ткани перидермы закладывается одновременно 
по всей окружности однолетнего стебля. 

Под перидермой располагается первичная кора. Она состоит только из клеток 
коровой паренхимы. У Quillaja brasilensis в ее составе находится 8–10 слоев клеток, 
у Quillaja saponaria их 5–6. 

В поперечном сечении клетки коровой паренхимы имеют овальную, вытянутую 
в тангентальном направлении форму, у квилахи мыльной они несколько сдавлены, по-
этому имеют извилистые очертания. На продольных срезах клетки овально-прямо-
угольные и округло-квадратные у квилахи бразильской, а у квилахи мыльной внешние 
слои ткани сложены узкими овально-прямоугольными клетками и отличаются от внут-
ренних слоев, состоящих из квадратных по форме клеток. 

Первичная кора у Quillaja brasilensis гомогенная, клетки ее с тонкими оболочка-
ми, у Quillaja saponaria – гетерогенная и включает, помимо тонкостенных паренхим-
ных, более крупные и темноокрашенные клетки с утолщенными оболочками. В них 
происходит синтез сапонинов. 
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У обоих видов квилахи среди паренхимных клеток первичной коры имеются 
одиночные склереиды. Их клетки вытянуты и вдоль, и поперек оси органа. У квилахи 
бразильской они развиты в большем количестве, чем у квилахи мыльной. У обоих ви-
дов обнаружены также друзы оксалата кальция, а у квилахи бразильской, помимо друз, 
имеются и стилоиды. 

Самый внутренний слой первичной коры у Quillaja saponaria отличается более 
крупными размерами его клеток, темной окраской их внутреннего клеточного содер-
жимого, и эту ткань можно интерпретировать, по-видимому, как эндодерму. В коре 
квилахи бразильской хорошо различимой эндодермы нет. 

Глубже первичной коры располагается кольцо механических тканей. Оно у обо-
их видов квилахи сплошное, гетерогенное, сложено волокнами и склереидами. Ширина 
его по всей его окружности более–менее равная. Группы волокон склеренхимы на по-
перечном срезе у квилахи бразильской имеют овальные очертания, у квилахи мыльной – 
овальные и четырехугольные. Клеточные оболочки волокон и склереид у Quillaja bra-
silensis слабо одревесневшие, у Quillaja saponaria лигнификация склеренхимных клеток 
слабая, а у склереид – очень сильная. На радиальных срезах склереиды отличаются 
также и по форме клеток: у квилахи бразильской они овальные и удлиненно-овальные, 
а у квилахи мыльной склереиды имеют квадратную форму. В поперечном сечении во-
локон у первого вида преобладают овальные и округлые, реже 5-угольные очертания, 
у второго вида – 4–5-угольные. Кристаллоносная обкладка механического кольца 
у обоих видов отсутствует. 

Первичная флоэма плохо отличима от вторичной флоэмы, так как в результате 
дилатации запасающих клеток и облитерации проводящих элементов она имеет вид 
гомогенной паренхимной ткани. 

Вторичная флоэма состоит из проводящих и паренхимных элементов. На попе-
речном срезе у обоих видов квилахи ситовидные трубки собраны в нечетко выражен-
ные радиальные ряды, часть ситовидных трубок у квилахи бразильской образует ко-
роткие тангентально ориентированные цепочки. Среди проводящих элементов без ви-
димой закономерности располагаются клетки аксиальной паренхимы. У обоих видов во 
флоэме преобладают проводящие элементы, они имеют большие размеры поперечника, 
чем клетки аксиальной паренхимы. На поперечном срезе тангентальный размер сито-
видных трубок у квилахи мыльной 14–17 мкм и 11–13 мкм у квилахи бразильской, ра-
диальный размер соответственно 8–10 мкм и 10–11 мкм. 

В поперечном сечении ситовидные трубки имеют разнообразную форму: округ-
лую, овальную, прямоугольную, вытянутую в тангентальном направлении, иногда 
очертания их извилистые. Длина члеников ситовидных трубок у Quillaja saponaria – 
100–140 мкм, у Quillaja brasilensis – 180–230 мкм. Их поперечные оболочки по отно-
шению к продольным стенкам наклонные, ситовидные пластинки простые. 

Клетки аксиальной паренхимы вторичной флоэмы содержат большое количе-
ство кристаллов щавелевокислого кальция. У квилахи бразильской это стилоиды раз-
ной формы (очень длинные, узкие, заостренные с одной или двух сторон), широкие 
кристаллы уплощенной формы, короткопризматические, имеющие вид параллелепи-
педа, а у квилахи мыльной, кроме указанных, отмечены также кристаллы ромбиче-
ской формы. 

Флоэмные лучи однорядные и двурядные, гетероцеллюлярные. Клетки их тон-
костенные. Высота лучей – 350–400 мкм, ширина – до 65–80 мкм. Слойность сердце-
винных лучей – до 15 клеток (у Quillaja brasilensis) и до 25 клеток у Quillaja saponaria. 
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На 1 мм2 тангентального среза находится до 60 лучей. Они слабо дилатируют, более 
выражена дилатация клеток аксиальной паренхимы. 

 
Заключение 
Род Quillaja – один из самых примитивных родов семейства Rosaceae. Наряду 

с другими примитивными родами (Kageneckia, Vauquelinia, Exochorda) они являются, 
по-видимому, последними реликтами, имеют мало общего с другими родами семей-
ства Rosaceae.  

Среди разных авторов имеются большие разногласия по систематическому по-
ложению рода Quillaja. Для решения спорных вопросов систематики привлекаются 
данные многих наук, в том числе и анатомии растений, в частности, данные по анато-
мическому строению коры однолетнего стебля [6–12]. Поскольку гистологический со-
став коры отличается значительным многообразием, содержит в себе ткани как первич-
ного, так и вторичного происхождения, этот сложный тканевый комплекс обладает 
большим набором диагностических признаков и может быть с успехом использован 
для решения вопросов филогении и таксономии. 

В анатомическом строении коры изученных представителей рода Quillaja, в от-
личие от других представителей подсемейства Spiraeoideae, имеются специфические 
особенности. Это своеобразный гистологический состав и топография тканей коры; за-
ложение первого феллогена в субэпидермальном слое; отсутствие эндодермы и кол-
ленхимы в составе коры; гетерогенная феллема, наличие в ее клетках кристаллов и рав-
номерное утолщение ее клеточных стенок; наличие склереид в коровой паренхиме; 
сплошное гетерогенное кольцо механических тканей и отсутствие у него кристалло-
носной обкладки; дилатация клеток аксиальной паренхимы и слабая дилатация сердце-
винных лучей; развитие однорядных и двурядных сердцевинных лучей; развитие сти-
лоидов в лубе. 

В подсемействе Спирейные на основе признака топографии тканей выделяются 
несколько типов строения коры, что свидетельствует о разнообразии ее анатомического 
строения [10], и по этому признаку (топография тканей коры стебля) отмечено соответ-
ствие выделенным ботаниками в составе подсемейства Spiraeoideae трибам, в том чис-
ле выделение трибы Quillajeae. Однако заложение первого феллогена у квилахи проис-
ходит в субэпидермальном слое, в то время как другим Спирейным свойственно более 
глубокое его залегание – в перицикле или в первичной коре [9; 10]. Имеется целый ряд 
других отличительных особенностей коры квилахи, в числе которых можно отметить: 
отсутствие колленхимы и эндодермы, гетерогенную феллему, наличие кристаллов 
в ней и равномерное утолщение оболочек ее клеток, наличие склереид в коровой па-
ренхиме, сплошное гетерогенное кольцо механических тканей и отсутствие у него кри-
сталлоносной обкладки, своеобразную форму кристаллов в аксиальной паренхиме 
в виде стилоидов, которая не встречается ни у одного из изученных представителей 
Спирейных. Считаем, что род Quillaja на основе данных по анатомии коры однолетнего 
стебля заслуживает повышения его таксономического ранга до уровня самостоятельно-
го подсемейства Quillajoideae в составе семейства Rosaceae. 
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Matusevich N.M., Zigar M.P. Distinctive Features of the Anatomical Structure of the Cortex 

of the Annual Stem of tTwo Species of Quillaja (Family Rosaceae Juss.) 
 
A comparative study was made of the anatomical structure of the cortex of the annual stem of two spe-

cies of the genus Quillaja, one of the primitive genera of the subfamily Spiraeoideae of the family Rosaceae-
Quillaja saponaria L. and Quillaja brasilensis L. It was revealed that the laying of the first phallogen in quiliha 
occurs in the subepidermal layer of the cortex, while the other Spiraeoideaeis characterized by a deeper layer of 
it - in the pericyte or in the primary phloem. In addition, other distinctive features of the Quillaja crust have 
been noted, including the formation of crystals in the cells of the fallem, the presence of a specific form of long 
calcium oxalate styloids in the brow that do not occur in other Spiraeoideae, a stronger dilatation of the axial 
parenchyma in the bast in comparison with the radial. All these arguments speak in favor of isolating Quillaja 
into a separate subfamily of Quillajoideae. 
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ГЕОЭКОЛОГИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА РЕКРЕАЦИОННОГО ПОТЕНЦИАЛА 
ВОДНЫХ ОБЪЕКТОВ БРЕСТСКОЙ ОБЛАСТИ 

 
Описывается методика исследования, которая включает три основных блока: оценку потенци-

ала водных рекреационных ресурсов; оценку факторов, лимитирующих использование водных рекреаци-
онных ресурсов; интегральную геоэкологическую оценку рекреационного потенциала водных объектов 
Брестской области. Приводятся результаты исследования. Описываются особенности географии ре-
креационного потенциала водных объектов в разрезе административных районов. Раскрывается соот-
ношение районов области по потенциалу водных рекреационных ресурсов и факторам, лимитирующих 
использование водных объектов в рекреации. 

 
Введение 
Водные ресурсы являются одним из самых востребованных и жизненно необхо-

димых видов природных ресурсов. Их особенностью является многоаспектность хозяй-
ственного использования. Изучение и описание водных объектов каждой отдельно взя-
той территории позволяет определить их значение и хозяйственный потенциал. 

Особую актуальность представляет изучение рекреационного потенциала вод-
ных объектов, т.е. возможности использования рек, озер, водохранилищ и других вод-
ных объектов отдельно взятых территорий для организации отдыха людей. Для наиболее 
полного удовлетворения потребностей населения в различных видах рекреационной 
деятельности без ущерба для экологического состояния водоемов и водотоков необхо-
димо изучать особенности их территориального распределения, возможности исполь-
зования в том или ином виде отдыха, а также их экологическое состояние [1; 4; 7–10]. 

Наиболее распространенными видами отдыха на побережье водных объектов су-
ши в летний период являются купание, принятие солнечных и воздушных ванн, парус-
ный и водно-моторный спорт, катание на лодках и водных лыжах. При этом важней-
шими характеристиками рекреационного потенциала водных объектов являются пло-
щадь распространения, территориальная однородность, период возможной эксплуата-
ции, возможность разнонаправленного использования. 

Рекреационный потенциал водных объектов может оцениваться для территори-
альных единиц различного ранга (страны, административных областей, речных бассей-
нов и т.д.) [4; 7; 8; 10]. При этом необходимо учитывать существенные различия коли-
чественных, режимных и качественных характеристик водных объектов: морей, озер, 
рек, водохранилищ, прудов [6; 7; 9]. Важно также обращать внимание на основные ас-
пекты использования и охраны водных объектов. 

Сопряженное изучение водных объектов Брестской области и их рекреационно-
го потенциала позволяют обосновать наиболее благоприятные места для отдыха на во-
дах, а также способствовать выработке мер для сохранения водных объектов в пригод-
ном для рекреации виде. 
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Материал и методика исследования 
Целью исследования являлась геоэкологическая оценка рекреационного потен-

циала водных объектов Брестской области. 
Под рекреационным потенциалом водных объектов понималась совокупность 

компонентов природы, их свойств и отдельных параметров, которая позволяет наибо-
лее полно удовлетворить потребности населения в различных видах рекреационной де-
ятельности без ущерба для экологического состояния водоемов и водотоков. На их ко-
личество и качество влияют различные факторы, связанные в основном с хозяйствен-
ной деятельности человека. Зачастую некоторые негативные факторы ограничивают 
использование водных ресурсов в рекреационной деятельности. Изучение и оценка этих 
лимитирующих факторов и рекреационного потенциала позволяют определить наибо-
лее благоприятные места для отдыха, а также обеспечить безопасность населению. 

При выполнении исследования в качестве территориальных единиц оценки ис-
пользовались административные районы Брестской области. Выбор административ-
ных районов был обусловлен тем, что сетка административного деления отвечает таким 
требованиям, как однозначность выделения границ, возможность повторения и кон-
троля ее границ, надежность получения объективной и всесторонней информации, до-
статочная для целей исследования дробность деления. 

Геоэкологическая оценка рекреационного потенциала водных объектов Брест-
ской области (на уровне административных районов) состояла из трех блоков, пред-
ставленных на рисунке 1. 

 

 
 

Рисунок 1. – Структура геоэкологической оценки рекреационного потенциала 
водных объектов административных районов Брестской области 

 
Для каждого блока оценки была разработана собственная структура и выбраны 

необходимые показатели, которые представлены в таблицах 1 и 2. 
Поскольку исходные данные, являющиеся основой для расчета комплексных 

и интегральных показателей, выражаются в разных единицах измерения, при выполне-
нии оценки ставилась задача их приведения к сопоставимым показателям, с которыми 
возможны математические действия. В качестве наиболее оптимального в данном слу-
чае рассматривалось применение балльного ранжирования. 
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Таблица 1. – Структура оценки потенциала водных рекреационных ресурсов 
Критерий Показатель 

1 Реки 
1.1 Густота речной сети, км/км2 

1.2 Величина речного стока, млн м3 

2 Водоемы 

2.1 Озера 
2.1.1 Количество озер 

2.1.2 Площадь зеркала озер, км2 

2.2 Водохранилища
2.2.1 Количество водохранилищ 

2.2.2 Площадь зеркала водохранилищ, км2 

2.3 Пруды 
2.3.1 Количество прудов 

2.3.2 Площадь зеркала прудов, км2 

3 
 

Подземные 
воды 

3.1 Пресные воды 

3.1.1 Родники 3.1.1.1 
Количество 
родников 

3.1.2
Подземные 
пресные 
воды 

3.1.2.1 

Количество 
месторождений 
пресных 
подземных вод 

3.1.2.2 

Дебит скважин 
пресных 
подземных вод, 
тыс. м3/сут. 

3.2 
Минеральные 
воды 

3.2.1
Количество заводов разлива минеральных 
подземных вод 

 
Таблица 2. – Структура и показатели геоэкологической оценки факторов, лимитирующих 
использование водных рекреационных ресурсов административных районов Брестской 
области 

Критерий Показатель 
 

1 Загрязнение 
поверхностных вод 

 

1.1 Сброс сточных вод в реки, 
озера и водохранилища, тыс. м3 

 
2 

 
Водопользование 

2.1 Использование воды 
 

2.2 Добыча (изъятие) воды 
из природных поверхностных источников 

 

3 
Мелиоративная 
освоенность территории 

 

3.1 Удельный вес осушенных земель 
в общей площади района, % 

 

 
4 

Уровень 
применения 
удобрений 

 

4.1 Внесение минеральных удобрений, 
кг/га пашни 

 

4.2 Внесение органических удобрений, 
кг/га пашни 

 

5 Уровень нагрузки 
животноводства 

5.1 Численность КРС, голов 
5.2 Численность свиней, голов 

 
Для геоэкологической оценки рекреационного потенциала водных объектов 

Брестской области была использована пятибалльная оценочная шкала. Данный выбор 
опирался на два основных положения. Во-первых, некоторые показатели, используе-
мые при проведении оценки, не отличаются большой вариативностью, т.е. оценивае-
мые характеристики довольно однообразны и мало изменяются в пределах региона. 
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Поэтому использование шкал с большим числом ступеней лишь затруднило бы процесс 
оценки. Во-вторых, Брестская область включает 16 административных районов, поэто-
му пятиступенчатые итоговые классификации являются достаточно репрезентативными. 

В качестве источников исходной информации для проведения геоэкологической 
оценки рекреационного потенциала водных объектов были использованы картографи-
ческие материалы [5], статистические данные [2], материалы интернет-ресурсов, лите-
ратурные источники [2; 3; 7], фондовые данные Брестского областного комитета при-
родных ресурсов и охраны окружающей среды. 

 
Результаты и их обсуждение 
Оценка потенциала водных рекреационных ресурсов Брестской области вклю-

чала три части: оценку потенциала водотоков, водоемов и подземных вод, – и проводи-
лась с использованием показателей, представленных в таблице 1. Итоговые результаты 
оценки потенциала водных рекреационных ресурсов Брестской области показаны 
на рисунке 2. 

Из представленной картосхемы видно, что большинство районов Брестской об-
ласти характеризуются средними показателями потенциала водных рекреационных ре-
сурсов. Наибольшие значения потенциала наблюдаются в Брестском, Барановичском 
и Пинском районах. Очень низким потенциалом водных рекреационных ресурсов об-
ладают Жабинковский и Малоритский районы. 

 

 
 

Рисунок 2. – Оценка потенциала водных рекреационных ресурсов 
Брестской области 

 
Районы Брестской области по уровню потенциала водных рекреационных ресур-

сов с учетом структуры оценочного исследования можно разделить на три группы: 
1. Районы с очень низким и низким показателем величины потенциала водных 

рекреационных ресурсов. К данной группе относится пять районов: Малоритский, Жа-
бинковский, Столинский, Ляховичский и Ганцевичский. Данные районы характеризу-
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ются малой площадью и достаточно компактной территорией. Жабинковский и Мало-
ритский районы расположены на юго-западе области и характеризуются средними по-
казателями речной обеспеченности и очень низкими показателями величины потенциа-
ла водоемов и подземных вод. 

Столинский, Ляховичский и Ганцевичский районы, расположенные на востоке 
Брестской области, обладают низкими показателями величины потенциала водоемов 
и подземных вод и средними показателями величины потенциала рек. 

2. Районы со средним показателем величины потенциала водных рекреационных 
ресурсов. К данной группе относится также пять районов, из которых четыре располо-
жены в западной и центральной частях области и один район – Лунинецкий – на восто-
ке. Для них характерны разные сочетания результатов оценки потенциала рек, водое-
мов и подземных вод. Так, в Лунинецком, Пружанском и Кобринском районах показа-
тели потенциала рек имеют высокие значения, а подземных вод – низкие и очень низ-
кие. В то же время в Каменецком и Дрогичинском районах показатели потенциала под-
земных вод выше среднего. 

3. Районы с высоким и очень высоким показателем величины потенциала водных 
рекреационных ресурсов. К этой группе относятся Березовский, Ивановский и Иваце-
вичский районы. Для этих трех районов характерны низкие показатели величины по-
тенциала подземных вод и высокие показатели рек и водоемов, что обусловлено нали-
чием больших по площади озер и густой естественной речной сетью районов. 

Для Брестского, Барановичского и Пинского районов характерны очень высокие 
общие интегральные показатели величины потенциала водных рекреационных ресур-
сов. Для Пинского района все интегральные промежуточные показатели отмечаются 
высокими значениями. 

Таким образом, наибольшим потенциалом организации водного туризма отли-
чаются шесть районов области, расположенных в центральной части области. 

Оценка факторов, лимитирующих использование водных рекреационных ре-
сурсов Брестской области, включала пять основных блоков (загрязнение поверхност-
ных вод, водопользование, мелиоративная освоенность территории, уровень примене-
ния удобрений, уровень нагрузки животноводства) и проводилась с использованием по-
казателей, представленных в таблице 2. 

Итоговые результаты оценки факторов, лимитирующих использование водных 
ресурсов административных районов Брестской области в рекреационной деятельности 
представлены на рисунке 3. 

Согласно представленной картосхеме, можно сказать, что для абсолютного 
большинства районов характерны низкие интегральные значения факторов, лимитиру-
ющих использования водных ресурсов в рекреации. Только в Лунинецком районе отме-
чаются средние значения факторов; для трех районов Брестской области (Пинский, Бе-
резовский и Ганцевичский) интегральные значения факторов, лимитирующих исполь-
зования водных ресурсов в рекреации, – выше средних. 
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Рисунок 3. – Оценка факторов, лимитирующих использование водных объектов 
в рекреационной деятельности 

 
Районы Брестской области по интегральному значению факторов, лимитирую-

щих использование водных объектов в рекреации с учетом структуры оценочного ис-
следования, можно разделить на три группы: 

1. Районы с низким и очень низким значением факторов, ограничивающих ис-
пользование водных ресурсов в рекреационной деятельности. К данной группе отно-
сится большинство (12) районов области. Все эти районы характеризуются низкими по-
казателями водопользования и загрязнения поверхностных вод. В Брестском, Каменец-
ком и Пружанском районах, расположенных на западе области, отмечается повышен-
ный уровень нагрузки животноводства. А для центральных и южных районов области 
(Ивацевичский, Кобринский, Дрогичинский, Ивановский) характерна высокая мелиора-
тивная освоенность территории. 

2. Районы со средним значением факторов, ограничивающих использование вод-
ных ресурсов в рекреационной деятельности. Это один район Брестской области – Луни-
нецкий. Основными факторами, ограничивающими здесь использование водных ресур-
сов в рекреации, являются высокий уровень мелиоративной освоенности территории 
и применения удобрений. К нежелательным последствиям мелиорации можно отнести 
обмеление рек, дефицит водных ресурсов, загрязнение вод. Избыточное содержание нит-
ратов, фосфатов и других химических соединений существенно ухудшает качество по-
верхностных вод и, соответственно, ограничивает их использование в целях рекреации. 

3. Районы с высоким и очень высоким значением факторов, ограничивающих ис-
пользование водных ресурсов в рекреационной деятельности. К данной группе относят-
ся 3 района: Пинский, Березовский и Ганцевичский. В Пинском районе все факторы, 
ограничивающие использование водных ресурсов в рекреации, имеют значения выше 
средних. Березовский район характеризуется низкими показателями только для уровня 
применения удобрений и уровня нагрузки животноводства, а для Ганцевичского района 
характерен низкий уровень только для нагрузки животноводства, в то время как другие 
показатели для данных районов – выше среднего уровня. 

Итоговые результаты интегральной оценки рекреационного потенциала вод-
ных объектов Брестской области представлены на рисунке 4. 



Вучоныя запіскі      2016 • Вып. 12 
 Ч. 2 • Прыродазнаўчыя навукі 
 

 

 135

 
 

Рисунок 4. – Интегральная геоэкологическая оценка 
рекреационного потенциала водных объектов Брестской области 

 
Анализ потенциала водных рекреационных ресурсов и факторов, лимитирую-

щих их использование, позволил выделить следующие группы районов Брестской обла-
сти по значениям рекреационного потенциала водных объектов: 

1) районы с очень низким рекреационным потенциалом водных объектов и низ-
кими и очень низкими показателями величины факторов, лимитирующих использова-
ние водных объектов в рекреационной деятельности (Жабинковский, Малоритский); 

2) районы с низким рекреационным потенциалом водных объектов: 
а) низкими и очень низкими показателями величины факторов, лимитирующих ис-

пользование водных объектов в рекреационной деятельности (Ляховичский. Столинский); 
б) высокими показателями величины факторов, лимитирующих использование 

водных объектов в рекреационной деятельности (Ганцевичский). 
3) районы со средним рекреационным потенциалом водных объектов: 
а) низкими и очень низкими показателями величины факторов, лимитирующих 

использование водных объектов в рекреационной деятельности (Каменецкий, Пружан-
ский, Кобринский, Дрогичинский); 

б) средними показателями величины факторов, лимитирующих использование 
водных объектов в рекреационной деятельности (Лунинецкий); 

4) районы с высоким рекреационным потенциалом водных объектов: 
а) низкими показателями величины факторов, лимитирующих использование 

водных объектов в рекреационной деятельности (Ивановский, Ивацевичский); 
б) высокими показателями величины факторов, лимитирующих использование 

водных объектов в рекреационной деятельности (Березовский); 
5) районы с очень высоким рекреационным потенциалом водных объектов: 
а) низкими и очень низкими показателями величины факторов, лимитирующих ис-

пользование водных объектов в рекреационной деятельности (Брестский, Барановичский); 
б) очень высокими показателями величины факторов, лимитирующих использо-

вание водных объектов в рекреационной деятельности (Пинский). 
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Исходя из данной группировки районов Брестской области, а также данных, 
представленных в таблицах 3 и 4, можно отметить, что наибольшим рекреационным 
потенциалом водных объектов обладают два района – Барановичский и Брестский. Вы-
сокие показатели обеспеченности водными ресурсами в сочетании с низкими показате-
лями факторов, которые лимитируют их использование, позволяют беспрепятственно 
организовывать рекреационную деятельность в данных районах. Высоким рекреацион-
ным потенциалом также обладают Ивановский и Ивацевичский районы. Ограничива-
ющими факторами в них являются только низкий потенциал подземных вод и высокая 
мелиоративная освоенность территории, в остальном же районы являются благоприят-
ными для использования их в рекреации. 

 

Таблица 3. – Матрица соотношения районов Брестской области по потенциалу водных 
рекреационных ресурсов и факторам, лимитирующих использование водных объектов 
в рекреации, количество районов / доля от общей площади, % 

 
Потенциал 

 
Лимитирующие 

факторы 

А Б В Г Д 

Итого 
очень 
низкий 

низкий средний высокий
очень 

высокий 

  

1 
очень 
низкий  1 / 2,07 1 / 4,12 1 / 5,12  1 / 6,7 4 / 18,01 

2 низкий 1 / 4,14 1 / 10,18 3 / 20,4 2 / 13,84 1 / 4,7 8 / 53,26 

3 средний   1 / 8,26   1 / 8,26 

4 высокий  1 / 5,21  1 / 4,39  2 / 9,6 

5 
очень 

высокий      1 / 9,94 1 / 9,94 

Итого 2 / 6,21 3 / 19,51 5 / 33,78 3 / 18,23 3 / 21,34 16 / 100 
 

Таблица 4. – Матрица типизации районов Брестской области по потенциалу водных 
рекреационных ресурсов и факторов, лимитирующих использование водных объектов 
в рекреации 

 
Потенциал 

Лимитирующие 
факторы 

А Б В Г Д 
очень низкий низкий средний высокий очень высокий

  

1 
очень 
низкий  Жабинковский Ляховичский Каменецкий  Барановичский

2 низкий 
 

Малоритский Столинский
Пружанский, 
Кобринский, 
Дрогичинский

Ивановский, 
Ивацевичский 

Брестский 

3 средний 
 

  Лунинецкий   

4 высокий   Ганцевичский  Березовский  

5 
очень 

высокий      Пинский 

 

Абсолютное большинство районов Брестской области характеризуются весьма 
благоприятной ситуацией и, следовательно, обладают большим потенциалом использо-
вания водных ресурсов в рекреационной деятельности. Исключение составляют только 
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два района области (Малоритский и Ганцевичский), в пределах которых необходимы 
мероприятия по улучшению состояния водных объектов и прилегающих территорий, 
что позволит в дальнейшем в большей степени использовать их водные ресурсы в ре-
креации. Основываясь на результатах типизации районов Брестской области, выпол-
ненной по итогам интегральной геоэкологической оценки рекреационного потенциала 
водных объектов (рисунки 5, 6), можно отметить наиболее благоприятные районы для ор- 

 

 
 

Рисунок 5. – Матрица типизации районов Брестской области по благоприятности  
использования водных объектов в рекреационной деятельности 

 

 
 

Рисунок 6. – Рекреационный потенциал водных объектов Брестской области 
 

ганизации рекреационной деятельности. Районов с очень низким рекреационным по-
тенциалом в области нет. Два района (Малоритский и Ганцевичский) обладают низким 
рекреационным потенциалом. Средний потенциал имеют 5 районов: небольшие по пло-
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щади Жабинковский и Березовский и крупные районы юго-восточной части области 
(Пинский, Столинский и Лунинецкий). Большинство районов имеют высокий рекреа-
ционный потенциал водных объектов. Наиболее благоприятными для организации ре-
креационной деятельности являются Брестский и Барановичский районы. 

 

Заключение 
Оценка потенциала водных рекреационных ресурсов, оценка факторов, лимити-

рующих использование водных рекреационных ресурсов, а также интегральная геоэко-
логическая оценка рекреационного потенциала водных объектов Брестской области по-
казали достаточно заметные различия ее административных районов. Результаты ис-
следования могут быть использованы в целях планирования и оптимизации мероприя-
тий, направленных на использование рекреационного потенциала водных объектов об-
ласти и их охраны, а также в качестве основы для более детального изучения рассмат-
риваемой проблематики. 
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Tokarchuk О.V., Tokarchuk S.M. Geoecological Assessment of the Recreational Potential of Water 
Bodies in the Brest Region 

 

The article reveals authorʼs approaches and the result of geoecological assessment of the recreational 
potential of water bodies in the Brest region. The paper discloses methodology, which includes three main 
blocks: an assessment of the potential of recreational water resources; assessment of the factors that limit the 
use of recreational water resources; an integrated geoecological assessment of the recreational potential of wa-
ter bodies in the Brest region. The article describes the features of the geography of the recreational potential of 
water bodies within the boundaries of administrative districts. The study shows the correlationof the districtsʼs 
areas based on the potential of recreational water resources and the factors that limit the use of water bodies in 
recreation. 



Да ведама аўтараў 
Рэдкалегія зборніка навуковых прац разглядае рукапісы толькі тых артыкулаў, якія адпавядаюць 

навуковаму профілю выдання, нідзе не апублікаваныя і не перададзеныя ў іншыя рэдакцыі. 
Матэрыялы прадстаўляюцца на беларускай ці рускай мове ў двух экзэмплярах аб’ёмам ад 0,35 да 0,5 

друкаванага аркуша, у электронным варыянце – у фармаце Місrоsoft Word for Windows (*.dос; *.гtf) 
і павінны быць аформлены ў адпаведнасці з наступнымі патрабаваннямі: 

 папера фармата А4 (21×29,7 см); 
 палі: зверху – 2,8 см, справа, знізу, злева – 2,5 см; 
 шрыфт – гарнітура Тіmеs New Roman; 
 кегль – 12 рt.; 
 міжрадковы інтэрвал – адзінарны; 
 двукоссе парнае «...»; 
 абзац: водступ першага радка 1,25 см; 
 выраўноўванне тэксту па шырыні. 

Максімальныя лінейныя памеры табліц і малюнкаў не павінны перавышаць 15×23 см або 23×15 см. 
Усе графічныя аб’екты, якія ўваходзяць у склад аднаго малюнка, павінны быць згрупаваны паміж сабой. 
Фатаграфіі ў друк не прымаюцца. Размернасць усіх велічынь, якія выкарыстоўваюцца ў тэксце, павінна 
адпавядаць Міжнароднай сістэме адзінак вымярэння (СВ). Пажадана пазбягаць скарачэнняў слоў, акрамя 
агульнапрынятых. Спіс літаратуры павінен быць аформлены паводле Узораў афармлення бібліяграфіч-
нага апісання ў спісе крыніц, якія прыводзяцца ў дысертацыі і аўтарэфераце, зацверджаных загадам Вы-
шэйшай атэстацыйнай камісіі Рэспублікі Беларусь ад 25.06.2014 № 159 у рэдакцыі загада Вышэйшай атэ-
стацыйнай камісіі Рэспублікі Беларусь ад 08.09.2016 № 206. Спасылкі на крыніцы ў артыкуле нумару-
юцца адпаведна парадку цытавання. Парадкавыя нумары спасылак падаюцца ў квадратных дужках (на-
прыклад, [1, с. 32], [2, с. 52–54]). Не дапускаецца выкарыстанне канцавых зносак. 

Матэрыял уключае наступныя элементы па парадку: 
 індэкс УДК (выраўноўванне па левым краі); 
 ініцыялы і прозвішча аўтара (аўтараў) (выдзяляюцца паўтлустым шрыфтам і курсівам; 

выраўноўванне па цэнтры); 
 звесткі пра аўтара (навуковая ступень, званне, пасада); 
 назва артыкула (друкуецца вялікімі літарамі без пераносаў; выраўноўванне па цэнтры); 
 анатацыя ў аб’ёме ад 100 да 150 слоў на мове артыкула (курсіў, кегль – 10 рt.); 
 звесткі аб навуковым кіраўніку (для аспірантаў і саіскальнікаў) указваюцца на першай 

старонцы артыкула ўнізе; 
 асноўны тэкст, структураваны ў адпаведнасці з патрабаваннямі ВАКа да навуковых ар-

тыкулаў, якія друкуюцца ў выданнях, уключаных у Пералік навуковых выданняў Рэспублікі Беларусь 
для апублікавання вынікаў дысертацыйных даследаванняў (Уводзіны з пастаўленымі мэтай і задачамі; 
Асноўная частка, тэкст якой структуруецца падзагалоўкамі (назва раздзела «Асноўная частка» не друку-
ецца); Заключэнне, у якім сцісла сфармуляваны асноўныя вынікі даследавання, указана іх навізна); 

 спіс выкарыстанай літаратуры; 
 рэзюмэ на англійскай мове (курсіў; да 10 радкоў, кегль – 10 pt.): назва артыкула, прозві-

шча і ініцыялы аўтара/аўтараў, тэзісны пераказ зместу артыкула; у выпадку калі аўтар падае матэрыял 
на англійскай мове, рэзюмэ – на рускай ці беларускай. 

Да рукапісу артыкула абавязкова дадаюцца: 
 звесткі пра аўтара на беларускай мове (прозвішча, імя, імя па бацьку поўнасцю, вучоная сту-

пень і званне, месца працы (вучобы) і пасада, паштовы і электронны адрасы для перапіскі і кантактныя тэлефоны); 
 выпіска з пратакола пасяджэння кафедры, навуковай лабараторыі ці ўстановы адукацыі, 

дзе працуе/вучыцца аўтар, завераная пячаткаю, з рэкамендацыяй артыкула да друку; 
 рэцэнзія знешняга ў адносінах да аўтара профільнага спецыяліста з вучонай ступенню, за-

вераная пячаткаю; 
 экспертнае заключэнне (для аспірантаў і дактарантаў). 

Рукапісы, аформленыя не ў адпаведнасці з выкладзенымі правіламі, рэдкалегіяй не разглядаюцца. 
Аўтары нясуць адказнасць за змест прадстаўленага матэрыялу. 
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