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МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО РОДА С НОРМАЛЬНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ
В работе М.А. Красносельского [2, 3] было показано, что для уравнения
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с самосопряжённым оператором 
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 в гильбертовом пространстве 
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, удовлетворяющим условию 
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 и не имеющим 
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 собственным значением, последовательные приближения


[image: image6.wmf](

)

1

,

1,2,...

nn

AxAxfn

+

=+

=


(2)

при любом начальном условии 
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 сходятся к одному из решений этого уравнения, если эти решения существуют. Анализ доказательства теоремы М.А. Красносельского показывает, что эти последовательные приближения сходятся к решению 
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, для которого
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, где 
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 – оператор проектирования на подпространство 
[image: image11.wmf]Fix

A

. Представляет интерес вопрос о том, можно ли распространить утверждение теоремы М.А. Красносельского на другие классы операторов, отличные от самосопряжённых операторов. Один из таких классов образуют нормальные операторы. Несложные примеры показывают, что аналог теоремы М.А. Красносельского для нормальных операторов несправедлив.

Действующий в банаховом пространстве 
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 оператор 
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 принято называть [4, 5] корректным, если последовательность операторов 
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) сильно сходится к некоторому линейному оператору 
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; нетрудно видеть, что 
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 является коммутирующим с 
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 в пространстве 
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 проектором на подпространство 
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 неподвижных точек оператора 
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. Оказывается, что в предположениях теоремы М.А. Красносельского оператор является корректным; более того, свойство корректности и влечёт за собой справедливость утверждения теоремы М.А. Красносельского.

Теорема 1. Пусть 
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 – непрерывный линейный оператор в банаховом пространстве 
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, 
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. Тогда следующие утверждения эквивалентны:
(a) оператор 
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 корректный;
(b) пространство 
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 разлагается в прямую сумму инвариантных для 
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 подпространств 
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(c) последовательность норм 
[image: image30.wmf]n

A

 ограничена, подпространства 
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 и 
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 замкнуты и их сумма плотна в 
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;
(d) для оператора 
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 справедливо утверждение теоремы М.А. Красносельского.
Как известно, каждый нормальный оператор представим единственным образом в виде
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где 
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 – неотрицательно определенный и самосопряженный, а 
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 унитарный операторы, коммутирующие между собой.

Теорема 2. Пусть 
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 нормальный оператор. Тогда оператор является корректным, в том и только том случае, если выполнено одно из следующих эквивалентных утверждений:
(a) унитарная часть оператора 
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 является ортопроектором;
(b) справедливо равенство 
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, или, иначе, 
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(c) равенство 
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) влечет равенство 
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(d) равенство 
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) влечет равенство 
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(e) равенство 
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) влечет равенство 
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(f) спектральная мера 
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 единичной окружности без точки 
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 равна нулю: 
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