
Êàôåäðà
ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà è äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

J I

JJ II

Ñòðàíèöà 1 èç 275

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàêðûòü

Ó×ÐÅÆÄÅÍÈÅ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
¾Áðåñòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè À.Ñ. Ïóøêèíà¿

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ

Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ

Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòåé
¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿ è ¾Ýêîíîìè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà¿

Áðåñò
ÁðÃÓ èìåíè À.Ñ. Ïóøêèíà

2011



Êàôåäðà
ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà è äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

J I

JJ II

Ñòðàíèöà 2 èç 275

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàêðûòü

Àâòîðû:
Øèëî Òàèñèÿ Èëüèíè÷íà - êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê, äîöåíò

Ðåöåíçåíòû:
Ñåìåí÷óê Íèêîëàé Ïàâëîâè÷ - êàíäèäàò

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò
Êëèìàøåâñêàÿ Èðèíà Íèêîëàåâíà - êàíäèäàò

ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò

Êíèãà çíàêîìèò ÷èòàòåëÿ ñ êðàòíûìè, êðèâîëèíåéíûìè è ïîâåðõ-
íîñòíûìè èíòåãðàëàìè è ñ ìåòîäàìè èõ âû÷èñëåíèÿ. Â íåé ïðèâåäåíû
ïðèìåðû ãåîìåòðè÷åñêîãî, ìåõàíè÷åñêîãî è ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ. Â
çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå ïðåäëàãàþòñÿ êîíòðîëüíûå (àòòåñòàöèîííûå) ðà-
áîòû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ, ïðèâåäåíû îáðàçöû ðåøåíèÿ òè-
ïîâûõ çàäà÷.

Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñòóäåíòîâ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.
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�!�>�4�5�@�6�0�=�8�5� � � � �C�G�5�1�=�>�3�>� � � � �<�0�B�5�@�8�0�;�0

• Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ËÊ ÏÐ

1 Êðàòíûå èíòåãðàëû (42 ÷.) 22 20
1.1 Äâîéíîé èíòåãðàë

1. Êâàäðèðóåìûå ôèãóðû è èõ ïëîùàäè. Óñëîâèÿ êâàäðèðóåìî -
ñòè ïëîñêèõ ôèãóð
2. Çàäà÷è,ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà
3. Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëàè åãî ñâîéñòâà
4. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà
5. Âû÷èñëåíèå äâîéíûõ èíòåãðàëîâ â ñëó÷àåïðÿìîóãîëüíîé è
êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè

8 4

1.2 Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå
1. Îòîáðàæåíèå ïëîñêèõ îáëàñòåé
2. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïëîñêîé îáëàñòè â êðèâîëèíåéíûõ êî -
îðäèíàòàõ
3. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå
4. Äâîéíîé èíòåãðàë â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

4 4

1.3 Òðîéíîé èíòåãðàë
1. Ïîíÿòèå òðîéíîãî èíòåãðàëà
2. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
3. Âû÷èñëåíèå òðîéíûõ èíòåãðàëîâ
4. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå
5. Öèëèíäðè÷åñêèåè ñôåðè÷åñêèåêîîðäèíàòû

4 2
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1.4 Ïðèëîæåíèÿ êðàòíûõ èíòåãðàëîâ
1. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð
2. Âû÷èñëåíèå îáúåìîâ òåë
3. Âû÷èñëåíèå ìàññû ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíû è ìàññû òåëà
4. Íàõîæäåíèå êîîðäèíàò öåíòðà òÿæåñòèïëàñòèíû è òåëà

2 6

1.5 Íåñîáñòâåííûå êðàòíûå èíòåãðàëû
1. Èñ÷åðïûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ
2. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû îò íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé
3. Ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà
4. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â íåñîáñòâåííîì èíòåãðàëå

2 2

2 �� îâåðõíîñòè (6 ÷.) 6
2.1 Âåêòîð-ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà

1. Ïðåäåë, íåïðåðûâíîñòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü âåêòîð-
ôóíêöèè
2. Êðèâûå íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå
3. Âåêòîðíûå óðàâíåíèÿ êðèâîé

2

2.2 Ïîâåðõíîñòè
1. Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñïîñîáû
çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè
2. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè
3. Êðèâûå íà ïîâåðõíîñòè
4. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè
5. Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè
6. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè
7. Ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè

4

3 Êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû (26 ÷.) 12 14
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3.1 Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà
1. Ãëàäêèåè êóñî÷íî-ãëàäêèå êðèâûå
2. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà è èõ ñâîéñòâà
3. Ôèçè÷åñêèéñìûñë êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëàïåðâîãî ðîäà
4. Ñâåäåíèåêðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëàê îïðåäåëåííîìó

2 2

3.2 Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà
1. Çàäà÷àî ðàáîòå ïëîñêîãî ñèëîâîãî ïîëÿ
2. Ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëàâòîðîãî ðîäà
3. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëàâòîðîãî ðîäà
4. Ôîðìóëà Ãðèíà. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
Ãðèíà
5. Óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò ïóòè
èíòåãðèðîâàíèÿ

4 4

3.3 Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà
1. Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëàïåðâîãî ðîäà
2. Ñâåäåíèåïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëàïåðâîãî ðîäà ê äâîéíîìó

2 2

3.4 Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà
1. Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëàâòîðîãî ðîäà
2. Ñóùåñòâîâàíèå è âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëàâòî-
ðîãî ðîäà

2 4

3.5 Îñíîâíûå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû
1. Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî è ååïðèìåíåíèå
2. Ôîðìóëà Ñòîêñà

2 2

3.6 Âåêòîðíûé àíàëèç. Ôîðìóëà Ñòîêñà è
Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî â òåðìèíàõ âåêòîðíîãî àíàëèçà

2 2
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ÃËÀÂÀ 1
Äâîéíûå èíòåãðàëû

1.1. Çàäà÷à, ïðèâîäÿùàÿ ê ïîíÿòèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà

Çàäà÷à î ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ïðèâåëà íàñ ê ïîíÿòèþ
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ïî-
íÿòèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà.

Çàäà÷à îá îáúåìå öèëèíäðè÷åñêîãî áðóñà. Â ïðÿìîóãîëüíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz Ðàññìîòðèì òåëî Q; îãðàíè÷åííîå ñíèçó îãðà-
íè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòüþ D íà ïëîñêîñòè xOy; ñáîêó öèëèíäðè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz; è ñâåðõó
ïîâåðõíîñòüþ, çàäàííîé óðàâíåíèåì z = f (x; y) ; ïðè÷åì f (x; y) � 0
ïðè (x; y) 2 D (ðèñ.1.1).

Îáúåì V òåëàQ áóäåì èñêàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçîáüåì îñíî-
âàíèå D ïðîèçâîëüíûìè êðèâûìè íà n ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåéD i ; íå èìå-
þùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Òîãäà âñå òåëî Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü
èç n öèëèíäðè÷åñêèõ ñòîëáèêîâQi ; i = 1; n; îñíîâàíèÿìè êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûå îáëàñòèD i : Â êàæäîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè âûáåðåì
ïðîèçâîëüíî (� i ; � i ) 2 D i : Åñëè ïðèáëèæåííî ïðèíÿòü êàæäûé öèëèí-
äðè÷åñêèé ñòîëáèê çà ïðÿìîé öèëèíäð âûñîòîé, ðàâíîé f (� i ; � i ) ; òî îáú-
åì � Vi îòäåëüíîãî ñòîëáèêà Qi áóäåò ïðèáëèæåííî ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
f (� i ; � i ) � Si ; ãäå� Si � ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé îáëàñòè D i :
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Ðèñ.1.1

Â òàêîì ñëó÷àåîáúåì òåëàQ ïðèáëèæåííî ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäå
ñóììû:

V '
nX

i=1

� Vi =
nX

i=1

f (� i ; � i ) � Si : (1.1)

Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.1) ñëåäóåò,î÷åâèäíî, óìåíü -
øàòü ðàçìåðû ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåéDi ; óâåëè÷èâàÿèõ êîëè÷åñòâî. Çà
òî÷íîå çíà÷åíèå îáúåìà V öåëåñîîáðàçíî ïðèíÿòü ïðåäåë ñóììû â (1.1)
ïðè ñòðåìëåíèè íàèáîëüøåãî äèàìåòðà d ñðåäè äèàìåòðîâ ìíîæåñòâ
Di ; i = 1; n ê íóëþ, ò.å.

V = lim
d! 0

nX

i=1

� Vi = lim
d! 0

nX

i=1

f (� i ; � i ) � Si : (1.2)



Êàôåäðà
ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà è äèô -

ôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

J I

JJ II

Ñòðàíèöà 14 èç 275

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàêðûòü

1...2 Îïðåäåëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå
êâàäðèðóåìîé ôèãóðû. Íàïîìíèì, ÷òî ïëîñêóþ ôèãóðó íàçûâàþò
êâàäðèðóåìîé, åñëèòî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü S� ìíîæåñòâà ïëîùàäåé âñåõ
âêëþ-÷åííûõ â ýòó ôèãóðó ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàâíà òî÷íîé íèæíåé
ãðàíè S�

ìíîæåñòâà ïëîùàäåé âñåõìíîãîóãîëüíèêîâ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ýòó
ôèãóðó, ïðè÷åì ÷èñëî S = S� = S� íàçûâàþò ïëîùàäüþ äàííîé ïëîñêîé
ôèãóðû. Äëÿ êâàäðèðóåìîñòè çàìêíóòîé îáëàñòè D íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî " > 0 íàøëèñü òàêèåäâàìíîãîóãîëüíèêà
D1 è D2 ñïëîùàäÿìè S1 è S2 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî D1 � D � D2 è
S2 � S1 < ":

Âñÿêîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè (â ÷àñòíîñòè,êðèâóþ) áóäåì íàçûâàòü
ìíîæåñòâîì ìåðû (ïëîùàäè) íóëü , åñëèåãî ìîæíî çàêëþ÷èòüâ
ìíîãîóãîëüíóþ ôèãóðó ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïëîùàäè.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàìêíóòàÿ îáëàñòü áûëàêâàäðèðóåìîé,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ååãðàíèöàèìåëà ïëîùàäü íóëü.

Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêàÿ ïëîñêàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ èìååò ïëî
ùàäü íóëü.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòüòîëüêî êâàäðèðóåìûå
çàìêíóòûå îáëàñòèD:
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Ðàçáèåíèåì P Êâàäðèðóåìîé çàìêíóòîé îáëàñòè D íàçûâàþò êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî P = f D1; :::; Dng êâàäðèðóåìûõ ÷àñòè÷íûõ îáëà-
ñòåé ðàçáèåíèåì D i ; êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. íèêàêèå äâå ÷àñòè÷íûå îáëàñòè íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê;

2. îáúåäèíåíèå ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé ñîñòàâëÿåò çàìêíóòóþ îáëàñòüD;
ò.å.

D =
n[

i =1

D i :

Íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé ðàçáèåíèÿP íàçûâà-
þò äèàìåòðîì d (P) ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, d (P) = max

i = 1;n
di ;

ãäådi � äèàìåòð ÷àñòè÷íîé îáëàñòèD i : Â ñèëó ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè
ïëîùàäü S êâàäðèðóåìîé çàìêíóòîé îáëàñòè D ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé

� Si ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé ëþáîãî ðàçáèåíèÿD; ò.å.S =
nP

i =1
� Si :

Ïóñòü â îáëàñòèD íà ïëîñêîñòè xOy îïðåäåëåíà îãðàíè÷åííàÿ ôóíê-
öèÿ f (x; y) : Äëÿ íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ P = f D1; D2; :::; Dng çàìêíóòîé
îáëàñòèD ñîñòàâèì ñóììó

� (P) =
nX

i =1

f (� i ; � i ) � Si ; (1.3)

ãäå(� i ; � i ) � âûáðàííàÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì òî÷êà â ÷àñòè÷íîé îá-
ëàñòèD i , à � Si � ïëîùàäü D i : Ñóììó � (P) âèäà (1.3) íàçîâåì èíòå-
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ãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f (x; y) â çàìêíóòîé îáëàñòè D: Ýòà ñóììà
îïðåäåëåíà ðàçáèåíèåì P è âûáîðîì òî÷åê (� i ; � i ) :

Ôóíêöèþ f (x; y) íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé â D; åñëè
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë I åå èíòåãðàëüíûõ ñóìì � (P) ; íå çàâèñÿ-
ùèé îò âûáîðà ðàçáèåíèÿ è òî÷åê (� i ; � i ) â ÷àñòè÷íûõ îáëàñòÿõ, ò.å. äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà " > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî� = � (" ) > 0; ÷òî äëÿ ëþáîãî
ðàçáèåíèÿ P = f D1; :::; Dn çàìêíóòîé îáëàñòè D ñ äèàìåòðîì d (P) < �
è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê (� i ; � i ) 2 D i äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåãðàëüíîé
ñóììû � (P) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî j� (P) � I j < ": Ïðè ýòîì êîíå÷-
íûé ïðåäåë I èíòåãðàëüíûõ ñóìì íàçûâàþò äâîéíûì èíòåãðàëîì îò
ôóíêöèè f (x; y) ïî çàìêíóòîé îáëàñòè D è îáîçíà÷àþò

I =
ZZ

D

f (x; y) dxdy;

à D íàçûâàþò îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Èòàê, ìîæíî çàïèñàòü

I = lim
d(P)! 0

� (P) = lim
d(P)! 0

nX

i =1

f (� i ; � i ) � Si :

èëè ZZ

D

f (x; y) dxdy = lim
d(P)! 0

nX

i =1

f (� i ; � i ) � Si : (1.4)
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1.3. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
äâîéíîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 1.2. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè). Åñëè ôóíê-
öèÿ f (x; y) èíòåãðèðóåìà â çàìêíóòîé îáëàñòè D, òî îíà îãðàíè÷åíà
â D.

N
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü f (x; y) èíòåãðèðóåìà, íî íå îãðàíè-

÷åíà â D. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ èíòåãðèðóåìîñòè, äëÿ ïðîèçâîëüíî âû-
áðàííîãî ÷èñëà " > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî� > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ðàçáèåíèÿP çàìêíóòîé îáëàñòè D ñ äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ d(P) < � ïðè
ëþáîì âûáîðå òî÷åê (� i ; � i ) 2 D i âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî j� (P) � I j < " ,
ãäåI - çíà÷åíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ôóíêöèè f (x; y) ïî îáëàñòè èíòå-
ãðèðîâàíèÿ D.

Âûáåðåì îäíî èç ðàçáèåíèé P = f D1; : : : ; Dng ñ äèàìåòðîì d(P) < �
è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ðàçáèåíèþ èíòåãðàëüíóþ ñóììó
ñ íåêîòîðûì íàáîðîì òî÷åê (� j ; � j ) 2 D j . Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ
ôóíêöèÿ f (x; y) íå îãðàíè÷åíà â çàìêíóòîé îáëàñòè D, òî îíà íå îãðà-
íè÷åíà ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé èç ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé D j . Çà ñ÷åò
âûáîðà (� j ; � j ) 2 D j ñëàãàåìîå f (� j ; � j ) � Sj ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîä-
íî áîëüøèì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Òîãäà è âñþ èíòåãðàëüíóþ ñóììó
ìîæíî ñäåëàòü ïî ìîäóëþ ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàâåíñòâój� (P) � I j < " . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îïðîâåðãàåò ïðåä-
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ïîëîæåíèå î íåîãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå
òåîðåìû. �

Çàìå÷àíèå 1.1. Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè â çàìêíóòîé îáëàñòè ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì óñëîâèåì åå èíòåãðèðóåìîñòè â ýòîé îá-
ëàñòè, íî íåäîñòàòî÷íûì.

Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

X (x; y) =

(
1; åñëèx è y ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè,

0; åñëèx è y èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà,

îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå

D = f (x; y) 2 R2 : 0 6 x 6 1; 0 6 y 6 1g:

Äëÿ òàêîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿP = f D1; : : : ; Dng êâàäðàòàD
âûáèðàòü â ÷àñòè÷íûõ îáëàñòÿõD i òî÷êè (� i ; � i ) ñ ðàöèîíàëüíûìè çíà-
÷åíèÿìè êîîðäèíàò, òî ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ïðèìåò âèä

� (P) =
nX

i =1

X (� i ; � i ) � Si =
nX

i =1

1 � � Si = SD ;
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ãäåSD - ïëîùàäü êâàäðàòà D. Íî òîãäà ïðè ñòðåìëåíèè äèàìåòðà ðàç-
áèåíèÿ ê íóëþ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå òàêèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì ðàâíî SD .
Åñëè æå â ÷àñòè÷íûõ îáëàñòÿõD i âûáèðàòü òî÷êè(� i ; � i ) ñ èððàöèîíàëü-
íûìè çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò, òî ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà áóäåò ðàâíà
íóëþ, ïîýòîìó è ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå òàêèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì ðàâíî
íóëþ. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì íå
èìååò ïðåäåëà ïðè ñòðåìëåíèè äèàìåòðà ðàçáèåíèÿ ê íóëþ, à ôóíêöèÿ
X (x; y) íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â êâàäðàòåD.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ f (x; y)
èíòåãðèðóåìà â êâàäðèðóåìîé çàìêíóòîé îáëàñòè D � R2, ââåäåì íèæ-
íþþ è âåðõíþþ ñóììû Äàðáó. Åñëè P = f D1; : : : ; Dng - íåêîòîðîå ðàç-
áèåíèå D íà îáëàñòè D i ñ ïëîùàäÿìè � Si ; i = 1; n, à mi è M i - òî÷-
íûå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè ôóíêöèè f (x; y) â D i , òî íèæíÿÿ è âåðõ-
íÿÿ ñóììû Äàðáó äëÿ ôóíêöèè f (x; y), ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèþP,
îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

s (P) =
nX

i =1

mi � Si

(1.5)

S (P) =
nX

i =1

M i � Si

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
.
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Äëÿ ñóìì Äàðáó, êàê è â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè îäíîãî äåé-
ñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, âåðíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ P èíòåãðàëüíàÿ ñóììà � (P) ïðè ëþáîì
âûáîðå òî÷åê (� i ; � i ) â ÷àñòè÷íûõ îáëàñòÿõ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-
ñòâàì

s (P) � � (P) � S (P) : (1.6)

2. Äëÿ çàäàííîãî ðàçáèåíèÿ P îáëàñòè D âåðõíÿÿ S (P) è íèæíÿÿ
s (P) ñóììû Äàðáó ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî òî÷íîé âåðõíåé è òî÷-
íîé íèæíåé ãðàíÿìè ìíîæåñòâà èíòåãðàëüíûõ ñóìì, îòâå÷àþùèõ
ðàçáèåíèþ P è ïðîèçâîëüíîì âûáîðå òî÷åê (� i ; � i ) â ÷àñòè÷íûõ îá-
ëàñòÿõ, ò.å.

s (P) = inf
(� i ;� i )2D i

nX

i =1

f (� i ; � i ) � Si ;

(1.7)

S (P) = sup
(� i ;� i )2D i

nX

i =1

f (� i ; � i ) � Si :

3. Äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé P
0
è P

00
îáëàñòèD âåðíû íåðàâåíñòâà

s
�

P
00
�

� S
�

P
0
�

; s
�

P
0
�

� S
�

P
00
�

;
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ò.å. äëÿ äàííîé ôóíêöèè f (x; y) ëþáàÿ âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó íå
ìåíüøå ëþáîé íèæíåé ñóììû Äàðáó.

Èç ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âåðõíèõ ñóìì
Äàðáó äàííîé ôóíêöèè èìååò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü I � , à ìíîæåñòâî
âñåõ íèæíèõ ñóìì Äàðáó - òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü I � , ò.å.

I � = inf S (P) ; I � = sup s(P) :

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ P

s(P) � I � � I � � S (P) : (1.8)

×èñëà I � è I � íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì èíòåãðà-
ëàìè Äàðáó îò ôóíêöèè f (x; y) â D.

Ðàññìîòðåííûå ñâîéñòâà ñóìì Äàðáó ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü êðèòåðèé
èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé f (x; y) â îáëàñòèD.

Òåîðåìà 1.3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷åííàÿ â êâàäðèðóåìîé çà-
ìêíóòîé îáëàñòè D ôóíêöèÿ f (x; y) áûëà èíòåãðèðóåìà â D, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â D ñîâïàäàëè åå íèæíèé I � è âåðõíèé I �

èíòåãðàëû Äàðáó, ò.å.

I � = I � (1.9)

Мы
Печатная машинка
.
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Ñëåäñòâèå 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷åííàÿ â êâàäðèðóåìîé îá-
ëàñòè D ôóíêöèÿ f (x; y) áûëà èíòåãðèðóåìà â D, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû

lim
d(P)! 0

(S (P) � s (P)) = 0 (1.10)

èëè

lim
d(P)! 0

nX

i =1

! i � Si = 0; (1.11)

ãäå! i = M i � mi ; i = 1; n - êîëåáàíèå ôóíêöèè f (x; y) â îáëàñòÿõ D i

ðàçáèåíèÿP, à � Si - ïëîùàäè ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé.

1.4. Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 1.4. Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ â êâàäðèðóåìîé çàìêíóòîé îáëà-
ñòè D � R2 ôóíêöèÿ f(x,y) èíòåãðèðóåìà â D.

N
Ïîñêîëüêó îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, à ôóíêöèÿ f(x,y) íåïðå-

ðûâíàÿ â D, òî îíà îãðàíè÷åíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà â D. Ïîýòîìó
äëÿ ëþáîãî ÷èñëà " > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî� (" ) > 0, ÷òî äëÿ ëþáî-
ãî ðàçáèåíèÿ P = D1; :::; Dn c äèàìåòðîì d(P) < � êîëåáàíèå ôóíêöèè
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f(x,y) wi â êàæäîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè D1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
wi < "

Sn
; i = 1; n; ãäåS - ïëîùàäü D. Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ èìååì

nP

i=1
wi 4 Si < "

S

nP

i=1
4 Si = "

S � S = ", ò.å lim
d(p)! 0

nP

i=1
wi 4 Si = 0

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ1.1 ôóíêöèÿ f(x,y) èíòåãðèðóåìà â D.�
Ïðèâåäåì áåçäîêàçàòåëüñòâàòåîðåìó, èìåþùåå âàæíîå çíà÷åíèå ïðè

ðåøåíèè çàäà÷.

Òåîðåìà 1.5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x,y) îãðàíè÷åíà â êâàäðèðóåìîé çà-
ìêíóòîé îáëàñòè D è íåïðåðûâíà â D âñþäó,êðîìå òî÷åê íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà ïëîùàäè (ìåðû) íóëü, òî ýòà ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà â D.

1...5 Ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ïîñêîëüêó âñåïåðåìåííûå ñâîéñòâàäîêàçûâàþòñÿ òàê æå,êàê è ñî-
îòâåòñòâóþùèåñâîéñòâàîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà,òî ýòè ñâîéñòâàíå
áóäóòîáîñíîâûâàòüñÿ ïîäðîáíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Ñâîéñòâî 1.1. Åñëè D èìååò ïëîùàäü S, òî ñóùåñòâóåò äâîéíîé
èíòåãðàë

RR

D
dxdy = S:

N
RR

D
dxdy = lim

d(p)! 0

nP

i= 1
14 Si = S, ãäå1 � f (x; y) â îáëàñòèD.�
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Ïðèìåð 1.1. Íàéòè ñðåäíååçíà÷åíèå ôóíêöèè

f (x; y) =
p

R2 � x2 � y2

â çàìêíóòîì êðóãå

D = f (x; y) 2 R2 : x2 + y2 � R2g

è òî÷êó (x0; y0) 2 D, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ýòî çíà÷åíèå.

Ðåøåíèå. Ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f (x; y) â D ÿâëÿåòñÿïîëóñôåðà
ðàäèóñàR ñ öåíòðîì â íà÷àëå ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò Oxyz (ðèñ.1.2)

Ðèñ.1.2



Мы
Печатная машинка
,
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Ñâîéñòâî 1.3. Åñëè f (x; y) � 0 è f(x,y) - èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè
D, òî

RR

D
dxdy � 0

Ñâîéñòâî 1.4. Åñëèôóíêöèè f(x,y) è g(x,y) - èíòåãðèðóåì û â
îáëàñòè D è f (x; y) � g(x; y); (x; y) 2 D, òîRR

D
f (x; y)dxdy �

RR

D
g(x; y)dxdy

Ñâîéñòâî 1.5. (Îá îöåíêå äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî ìîäóëþ).
Åñëè ôóíêöèÿ f(x,y) èíòåãðèðóåìà â D, òî ôóíêöèÿ jf (x; y)j òàêæå
èíòåãðèðóåìà â D, ïðè÷åì

j
ZZ

D

f (x; y)dxdyj �
ZZ

D

f (x; y)dxdy (1.13)

Ñâîéñòâî 1.6. (Îá îöåíêå äâîéíîãî èíòåãðàëà). Ïóñòü
ôóíêöèè f(x,y) è g(x,y) èíòåãðèðóåìû â D è óäîâëåòâîðÿþò â D
íåðàâåíñòâàì

m � f (x; y) � M ;g(x; y) � 0

Òîãäà

m
ZZ

D

g(x; y)dxdy �
ZZ

D

f (x; y)g(x; y)dxdy � M
ZZ

D

g(x; y)dxdy (1.14)

Мы
Печатная машинка

Мы
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.

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
.



Êàôåäðà
ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà è äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

J I

JJ II

Ñòðàíèöà 27 èç 275

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàêðûòü

Çàìå÷àíèå 1.2. Åñëèâ ñâîéñòâå 6 ïîëîæèòü g(x; y) � 1, òî äâîé-
íîå íåðàâåíñòâî (1.13) ïðèìåò âèä

mS �
ZZ

D

f (x; y)dxdy � MS; (1.15)

ãäåS - ïëîùàäü çàìêíóòîé îáëàñòè D.

Ñâîéñòâî 1.7. (Î ñðåäíåì çíà÷åíèè äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà).
Åñëèôóíêöèÿ f(x,y) íåïðåðûâíà â êâàäðèðóåìîé çàìêíóòîé îáëàñòè D,
òî â D ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà (x0; y0), ÷òî

ZZ

D

f (x; y)dxdy = f (x0; y0)S; (1.16)

ãäåS - ïëîùàäü îáëàñòè D.

1...6 Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü:

1. Ôóíêöèÿ f (x; y) èíòåãðèðóåìà â ïðÿìîóãîëüíèêå P = f (x; y): f a �
x � b,c � y � dg

2. èíòåãðàë
dR

c
f (x; y)dy ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî x 2 [a;b].
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Òîãäà
dR

c
f (x; y)dy åñòü èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ x íà îòðåçêå [a;b] è

ñïðàâåäëèâàñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

ZZ

P

f (x; y)dxdy =

bZ

a

dx

dZ

c

f (x; y)dy (1.17)

Äîêàçàòåëüñòâî
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ðàçáèåíèÿ îòðåçêîâ [a;b] è [c;d] òî÷êàìè x0 =
a < x1 < � � � < xn = b è y0 = c < y1 < � � � < ym = d. Åñëè p1; : : : ; pn

è p;
1; : : : ; p;

m ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîìåæóòêè , îáðàçóþùèå ðàçáèåíèÿ

[a;b] è [c;d], òî P =
nS

i=1

mS

j = 1
Pig , ãäåPi j = f x; y) : x 2 pi ; y 2 pj g.

Ïîëîæèì
Mi j = sup

(x;y)2Pij
F (x), mi j = inf

(x;y)2Pi j

F (x).

Òàê êàê
dR

c
f (x; y)dy ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî x 2 [a;b], òî ïðè x 2 pi

ñïðàâåäëèâûíåðàâåíñòâà

mij � yj �
yjR

yj � 1

f (x; y)dy � M i j � yj . ãäå� yj = yj � yj � 1.

Ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî èíäåêñój , ïîëó÷èì

Мы
Печатная машинка
.
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mX

j =1

mi j � yj �

dZ

c

f (x; y)dy �
mX

j =1

Mi j � yj (1.18)

Ââåäåì ñëåäóþùèåîáîçíà÷åíèÿ:

F (x) =
dR

c
f (x; y)dy, M i = sup

x2pj

, F (x),mi = inf F (x)
x2pi

Òîãäàèç (1.18) ñëåäóåò,÷òî

mX

j =1

mi j � yj � mi � M i �
mX

j =1

Mi j � yj (1.19)

0 � M i � mi �
mX

j =1

(M i j � mi j )� yj (1.20)

Óìíîæàÿ íåðàâåíñòâî (1.20) íà � xi è ñóììèðóÿ ïî i îò 1 äî n, ïîëó÷à-

åì 0 � (M i � mi )� xi �
nP

i=1

mP

j = 1
(M i j � mi j )m(pi j ) = ST(f; P) � xT(f; P) !

0,
òàê êàêôóíêöèÿ f (x; y) èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå P. Íî òîãäà è
nP

i= 1
(M i � mi )� xi ! 0 ïðè j� xi j ! 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëóêðèòåðèÿ

èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f (x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a;b], ò.å.
ïîâòîðíûé èíòåãðàë
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.
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bR

a
F (x)dx =

bR

a

dR

c
f (x; y)dy

ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì, ÷òî îí ðàâåí äâîéíîìó èíòåãðàëó.
Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (1.18) , ïîëó÷àåì
m

j =1
mi j � xi � yj �

xiR

xi � 1

dx
dR

c
f 9x; y)dy �

mP

j =1
Mi j � xi yj .

Ïðîâåäåì ñóììèðîâàíèå ï î i è ïî j îò 1 äî n.Ïîëó÷àåì

sT �
bR

a
F (x)dx � ST .

Òàê êàê sT �
RR

P
f (x; y)dxdy � ST, à ðàçíîñòü ST � sT ìîæåò áûòü

ñäåëàíàñêîëü óãîäíî ìàëîé, òî

ZZ

P

f (x; y)dxdy =

bZ

a

dx

dZ

c

f (x; y)dy:

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò
RR

P
f (x; y)dxdy, ïðè êàæäîì x 2

[a;b] ñóùåñòâóåò
dR

c
f (x; y)dxdy è ïðè êàæäîì y 2 [c;d] ñóùåñòâóåò

bR

a
f (x; y)dx. Òîãäàñïðàâåäëèâàôîðìóëà

=

P
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ZZ

P

f (x; y)dxdy =

bZ

a

dx

dZ

c

f (x; y)dy =

dZ

c

dy
Z

f (x; y)dx (1.21)

Ñëåäñòâèå 1.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x; y) íåïðåðûâíà â ïðÿìîóãîëüíèêå
P . Òîãäàâûïîëíåíû âñåóñëîâèÿ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿè ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà (1.21)

Ïðèìåð 1.2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà îò ôóíêöèè

f (x; y) =
x

(1 + x2 + y2)3=2

ïî îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ D = f (x; y) 2 R2 :x 2 [0; 2]; y 2 [1; 2]g
öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó

ZZ

D

f (x; y)dxdy =

dZ

c

dy

bZ

a

f (x; y)dx

ZZ

xdxdy
(1+ x2+ y2)3=2 =

2R

1
dy

2R

0

xdx
(1+ x2+ y2)3=2 = �

2R

1

1p
1+ x2+ y2

2R

0
dy =

2R

1

�
1p

1+y2 � 1p
5+ y2

�
dy = ln

�
y+

p
1+ y2

y+
p

5+ y2

�
= ln 2+

p
5

5 � ln 1+
p

2
1+

p
6

= ln (2+
p

5)(1+
p

6)
5(1+

p
2)

.

D
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1...7 Ñâåäåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî ýëåìåíòàðíîé îáëàñòè ê
ïîâòîðíîìó

Ïóñòü � (x) è  (x) - íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå[a;b] ôóíêöèè è � (x) <
(x) ïðè x 2 (a;b). Îáëàñòü (ðèñóíîê 1.3)

Ðèñ.1.3
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 = f (x; y) : � (x) < y <  (x); a < x < bg (1.22)

áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëüíî îñè y. Òàêêàê ãðàíèöà @

ñîñòîèò èç ãðàôèêîâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé , òî 
 - èçìåðèìàÿ ïî Æîð -
äàíó îáëàñòü.

Ðèñ.1.4
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� (x)R

c
F (x; y)dy,

 (x)R

� (x)
F (x; y)dy è

dR

 (x)
F (x; y)dy

ñëåäóåò , ÷òî ïðè ëþáîì x 2 [a; b] ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
dR

c
F (x; y)dy

Òàêèì îáðàçîì âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû (1.6). Ïîýòîìó

ZZ

�

F (x; y)dxdy =

bZ

a

dx

dZ

c

F (x; y)dy

.
Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå (1.24) äëÿ ôóíêöèè F (x; y) ïîëó÷àåì

ôîðìóëó (1.23). �

Ñëåäñòâèå 1.4. Äëÿ ôóíêöèè f (x; y); íåïðåðûâíîé íà 
 , ñïðàâåäëè-
âà ôîðìóëà (1.23).

Ïðèìåð 1.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
RR

G
x2dxdy ïî îáëàñòè G = f (x; y) :

� 1 < x < 1; x2 < y < 1g, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå (1.5 a)).

4

Мы
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.
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Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (1.23), ïîëó÷àåì
RR

G
x2dxdy =

1R

� 1
dx

1R

x2

x2dy =

=

1Z

� 1

x2(1 � x2)dx = 2

1Z

0

x2 � x4dx = 2(
1
3

�
1
5

) =
4
15

�
Åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëü-

íî îñè y, òî èíîãäà óäàåòñÿ ðàçáèòü åå íà êîíå÷íîå ÷èñëî îáëàñòåé, ýëå-
ìåíòàðíûõ îòíîñèòåëüíî îñè y.

Ïðèìåð 1.5. Ïóñòü G åñòü îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ îêðóæíîñòÿìè
x2 + y2 = 4 è x2 � 2x + y2 = 0 (1.5 á)). Ñâåñòè èíòåãðàë

RR

G
f (x; y)dxdy

ê ïîâòîðíîìó.

4 Îáëàñòü G îñüþ y ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ýëåìåíòàðíûõ îòíîñèòåëüíî

îñè y îáëàñòè. Ïîýòîìó
RR

G
f (x; y)dxdy =

0R

� 1
dx

p
4� x2R

�
p

4� x2

f (x; y)dy+

+

1Z

0

dx

p
4� x2Z

p
2x� x2

f (x; y)dy +

1Z

0

dx

�
p

2x� x2Z

�
p

4� x2

f (x; y)dy:�
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Ðèñ.1.5

Ìîæíî, ïî àíàëîãèè ñ îáëàñòüþ, ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëüíî îñè
îïðåäåëèòü îáëàñòü,ýëåìåíòàðíóþ îòíîñèòåëüíî îñè y : Ïóñòü ôóíêöèè
� (y) è � (y) íåïðåðûâíû íà [c;d] è � (y) < � (y) ïðè c < y < d.

Îáëàñòü


 = f (x; y) : � (y) < x < � (y); c < y < dg

áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëüíî îñè x (1.6 a)).
Åñëè ôóíêöèÿ f (x; y) íåïðåðûâíà â çàìûêàíèè îáëàñòè 
 ,

ýëåìåíòàðíîé îòíîñèòåëüíî îñè x, òî àíàëîãè÷íî (1.23) ïîëó÷àåì ñ

x
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Ðèñ.1.6

ôîðìóëó:

ZZ




f (x; y)dxdy =

dZ

c

dy

� (y)Z

� (y)

f (x; y)dx

Åñëèîáëàñòü
 ýëåìåíòàðíà è îòíîñèòåëüíî îñè x, è îòíîñèòåëüíî îñè
y, òî äâîéíîé èíòåãðàëïî ýòîé îáëàñòèîò íåïðåðûâíîé íà 
 ôóíêöèè
f (x; y) ìîæåò áûòü âûðàæåí äâóìÿ ñïîñîáàìè ÷åðåçïîâòîðíûå èíòåãðà-
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ëû:

ZZ




f (x; y)dxdy =

bZ

a

dx

 (x)Z

� (x)

f (x; y)dy =

dZ

c

dy

� (y)Z

� (y)

f (x; y)dx (1.25)

Ïðèìåð 1.6. Âû÷èñëèòü ïîâòîðíûé èíòåãðàë I =
�
2R

0
dy

�
2R

y

sinx
x dx.

4 Èíòåãðàë I ðàâåí äâîéíîìó èíòåãðàëó îò ôóíêöèè f (x; y) = sinx
x

ïî îáëàñòè 
 , èçîáðàæåííîé íà ðèñ. (1.6 á)). Ýòà îáëàñòü ýëåìåíòàðíà è
îòíîñèòåëüíî îñè x, è îòíîñèòåëüíî îñè y.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.25), ïîëó÷àåì

I =
�
2R

0
dy

�
2R

y

sinx
x dx =

�
2R

0
dx

xR

0

sinx
x dy =

=

�
2Z

0

sinx
x

0

@
xZ

0

dy

1

A dx =

�
2Z

0

sinx
x

xdx =

�
2Z

0

sinxdx = 1:�

Ïðèìåð 1.7. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èí-
òåãðàëå
4R

0
dx

12xR

3x2

f (x; y)dy
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4 Ýòîìó ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó ñîîòâåòñòâóåòäâîéíîé èíòåãðàë ñ
îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ
D = (x; y) 2 R2 : 0 � x � 4; 3x2 � y � 12x.
Çàìêíóòàÿ îáëàñòüD îãðàíè÷åíà ïðÿìîé y = 12x è ïàðàáîëîé, çàäàííîé
óðàâíåíèåì y = 3x (ðèñ.1.7). Ïðÿìàÿ è ïàðàáîëà ïåðåñåêàþòñÿâ íà÷àëå
êîîðäèíàò è â òî÷êå A(4; 48).
Ïåðåìåííàÿ y èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõîòðåçêà[0;48], à y

12 � x �
p y

3

Ðèñ.1.7

2
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Òàêèì îáðàçîì
4R

0
dx

12xR

3x2

f (x; y)dy =
4R

0
8dy

p
y
3R

y
12

f (x; y)dx �

1.8. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè

Ïóñòü â îáëàñòèG� � R2 çàäàíû ôóíêöèè

x = x(u; v); y = y(u; v); (u; v) 2 G (1.26)

îñóùåñòâëÿþùèå îòîáðàæåíèå îáëàñòèG� íà îáëàñòè D � � R2 Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. Îòîáðàæåíèå (1.26) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé (ò.å. âçàèìíî îäíîçíà÷íî) è
èìååò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

u = u(x; y); v = v(x; y); (x; y) 2 D � (1.27)

2. Ôóíêöèè x(u; v); y(u; v) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â G� , ïðè-
÷åì ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (1.26)

J (u; v) =
D(x; y)
D(u; v)

=

�
�
�
�

@x
@u

@x
@v

@y
@u

@y
@v

�
�
�
� (1.28)

îòëè÷åí îò íóëÿ â êàæäîé òî÷êå (u; v) 2 G.
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Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ â ñèëó íåïðåðûâ-
íîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé x(u; v) è y(u; v) â îáëàñòèG� ñî-
õðàíÿåò â G� çíàê. Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè îáðàòíîå îòîáðà-
æåíèå (1.27) òàêæå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî è èìååò íåíóëåâîé
ÿêîáèàí.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ îáëàñòü G � G� è åå îáðàçD � D � ïðè
îòîáðàæåíèè (1.26). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðÿìîãî (1.26) è îáðàòíîãî
(1.27) îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâî D çàìêíóòî. Êðîìå òîãî, ìåæäó âíóòðåí-
íîñòüþ intG ìíîæåñòâà G è âíóòðåííîñòüþ intD ìíîæåñòâà D îòîáðà-
æåíèå (1.26) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ìíîæå-
ñòâî intD , êàê íåïðåðûâíûé îáðàç ëèíåéíîãî ñâÿçíîãî ìíîæåñòâà intG ,
ëèíåéíî ñâÿçíî, ò. å. intD - îáëàñòü. Êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâàD ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé åãî âíóòðåííîñòè intD . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
(x0; y0) 2 D. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü V � D � ýòîé òî÷êè.
Ïðîîáðàç V ïðè îòîáðàæåíèè (1.26) - ýòî îêðåñòíîñòü U � G� òî÷êè
(u0; v0) 2 G, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîîáðàçîì òî÷êè (x0; y0) 2 D. Òàê êàêG -
çàìêíóòàÿ îáëàñòü, â îêðåñòíîñòè U åñòü âíóòðåííèå òî÷êè ìíîæåñòâà
G. Èì ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè â V, âíóòðåííèå äëÿ ìíîæåñòâà D.

Âñå ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî D - çàìêíóòàÿ îáëàñòü â D �

ïðè îòîáðàæåíèè (1.27) åñòü çàìêíóòàÿ îáëàñòü âG� . Òàêèì îáðàçîì,
îòîáðàæåíèå (1.26) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó çàìêíóòûìè îáëàñòÿìè â G� è çàìêíóòûìè îáëàñòÿìè â D � . Îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå (1.26) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 2, òî îáðàç
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ëþáîé êâàäðèðóåìîé çàìêíóòîé îáëàñòèòàêæåÿâëÿåòñÿêâàäðèðóåìîé
çàìêíóòîé îáëàñòüþ.

Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå òàêæåóñòàíàâëèâàåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèåìåæäó ãëàäêèìè (êóñî÷íî ãëàäêèìè)
êðèâûìè â G� è ãëàäêèìè (êóñî÷íî ãëàäêèìè) êðèâûìè â D � . Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü êðèâàÿ� â îáëàñòèG� çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíå-
íèÿìè

u = u(t); v = v(t); t 2 [�; � ]:

Òîãäà ååîáðàç â îáëàñòèD � ïðè îòîáðàæåíèè (1.26) áóäåòîïèñûâàòüñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x(u(t); v(t)) ; y = y(u(t); v(t)) ; t 2 [�; � ]:

Åñëèêðèâàÿ� ãëàäêàÿ,òî ôóíêöèè u(t) è v(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûìè. Â ñèëóíåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîá -
ðàæåíèÿ (1.26) è öåïíîãî ïðàâèëà çàêëþ÷àåì, ÷òî ñëîæíûå ôóíêöèè
x = x(u(t); v(t)) , è y = y(u(t); v(t)) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, à èõ
ïðîèçâîäíûå ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå

dx
dt

=
@x
@u

du
dt

+
@x
@v

dv
dt

;
dy
dt

=
@y
@u

du
dt

+
@y
@v

dv
dt

(1.29)

Äëÿ ãëàäêîé êðèâîé � ïðîèçâîäíûå du
dt è dv

dt îäíîâðåìåííî íå îáðàùà -
þòñÿ â íóëü. Èç ýòîãî ñëåäóåò,÷òî è ïðîèçâîäíûå dx

dt ,
dy
dt îäíîâðåìåííî

Мы
Печатная машинка
.
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íå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâà (1.29) ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî du

dt ,
dv
dt ñ ïðàâûìè

÷àñòÿìè dx
dt ,

dy
dt . Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû åñòü ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ

(1.26) è íå ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ïðè ëþáûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Çíà÷èò, íóëåâûå çíà÷åíèÿ dx

dt ,
dy
dt ìîãóò ñîîò-

âåòñòâîâàòü òîëüêî íóëåâûì íóëåâûì çíà÷åíèÿì du
dt ,

dv
dt . Èíà÷å ãîâîðÿ,

åñëèdx
dt ,

dy
dt â íåêîòîðîé òî÷êå îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü, òî è du

dt ,
dv
dt â íåêîòîðîé òî÷êå êðèâîé � îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Êóñî÷íî ãëàäêóþ êðèâóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ êðèâûõ. ßñíî, ÷òî îáðàçîì êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé
â G� ïðè îòîáðàæåíèè (1.26) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ âD � .

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå (1.27), îáðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ (1.26), òàêæå
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî, ëþáîé ãëàäêîé (êóñî÷íî ãëàäêîé) êðè-
âîé â D � ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêàÿ (êóñî÷íî ãëàäêàÿ) êðèâàÿ âG� .

Ïðÿìîé u = u0 â îáëàñòèG� ñîîòâåòñòâóåò ãëàäêàÿ êðèâàÿL â îáëà-
ñòèD � (ðèñ. 1.8), çàäàâàåìàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x(u0; v); y = y(u0; v); (u0; v) 2 G (1.30)

À ïðÿìîé u = u0 îòâå÷àåò â îáëàñòèD � êðèâàÿl, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâ-
íåíèÿìè

x = x(u; v0); y = y(u; v0); (u; v0) 2 G (1.31)

Èç âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ (1.26) ñëåäóåò, ÷òî ÷åðåç
êàæäóþ òî÷êó (x; y) 2 D � ïðîõîäÿò åäèíñòâåííàÿ ëèíèÿ âèäà (1.30)

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
.
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Ðèñ.1.8

è åäèíñòâåííàÿ ëèíèÿ âèäà (1.31), îòâå÷àþùèå íåêîòîðûì çíà÷åíèÿì
u = u0 è v = v0: Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ u è v ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê êîîðäèíàòû òî÷êè (x; y) îáëàñòè D � . Òàê êàê ëèíèè (1.30), (1.31),
îòâå÷àþùèå ýòèì êîîðäèíàòàì, â îáùåì ñëó÷àåÿâëÿþòñÿ êðèâûìè, òî
çíà÷åíèÿ u è v íàçûâàþò êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè â ïëîñ -
êîé îáëàñòè D.
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1.9. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå

Ïóñòü G� è D � - îáëàñòè âR2 è îòîáðàæåíèå (1.26), ïåðåâîäÿùåå
îáëàñòüG� â îáëàñòüD � , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, îãîâîðåííûì â . Ðàñ-
ñìîòðèì êâàäðèðóåìóþ çàìêíóòóþ îáëàñòü D � D � è äâîéíîé èíòå-
ãðàë îò ôóíêöèè f (x; y) ñ îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ D � . Çàäà÷à î çà-
ìåíå ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåîáðà-
çîâàòü äâîéíîé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f (x; y) ïî îáëàñòè D â äâîéíîé
èíòåãðàë ïî îáëàñòè G, ïåðåõîäÿ â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè îò ïå-
ðåìåííûõ x; y ê ïåðåìåííûì u; � .

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü îòîáðàæåíèå

x = x(u; � ); y = y(u; � ); (u; � ) 2 G� ; (1.32)

âçàèìíî îäíîçíà÷íî, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî è îòîáðàæàåò îá-
ëàñòüG� � R2 íà îáëàñòü D � � R2, ïðè÷åì ÿêîáèàí J (u; � ) ýòîãî îòîá-
ðàæåíèÿ âG� îòëè÷åí îò íóëþ. Òîãäà ïëîùàäü S êâàäðèðóåìîé çàìêíó-
òîé îáëàñòè D � D � ìîæåò áûòü âûðàæåíà äâîéíûì èíòåãðàëîì ïî åå
ïðîîáðàçó G � G� :

S =
ZZ

D

dxdy =
ZZ

G

jJ (u; � )jdud�: (1.33)
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J Äàäèì äîêàçàòåëüñòâîýòîé òåîðåìû íå âïîëíå ñòðîãîå, íî çàòî
ïðîçðà÷íîå ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì âêîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè uOv ïðÿìîóãîëüíèê N1N2N3N4

ñ ìàëûìè ñòîðîíàìè � u è � � , ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì Ou
è Ov (ðèñ. 1.9). Ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê, èìåþùèé ïëîùàäü � � = � u� � ,
ïðè îòîáðàæåíèè (1.32) ïåðåõîäèò â êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê
M1M2M3M4 â D � . Âåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà N1N2N3N4, êîòîðûå ìîæ -
íî çàïèñàòüâ âèäå

N1(u; � ), N2(u; � + � � ), N3(u + � u; � + � � ), N4(u + � u; � );

Ðèñ.1.9

ïðè îòîáðàæåíèè (1.33) ïðåîáðàçóþòñÿ â òî÷êè

M1(x; y); M i (x + � xi ; y + � yi ); i = 2; 3; 4: (1.34)
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Ïðåíåáðåãàÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ � u è � � , ïðèáëèæåííî ïîëó÷àåì

� x � dx =
@x
@u

� u +
@x
@�

� �; � y � dy =
@y
@u

� u +
@y
@�

� �; (1.35)

ãäå âñå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â òî÷êå (u; � ) 2 G� :
Òî÷êè M2 è M4 ëåæàò íà ëèíèÿõ u=const è � =const ñîîòâåòñòâåííî,

è ïîýòîìó äëÿ òî÷êè M2 èìååì � u = 0, à äëÿ òî÷êè M4 � � � = 0.
Ó÷èòûâàÿ (1.35), çàïèñûâàåì

� x2 �
@x
@�

� �; � y2 �
@y
@�

� � ;

� x3 �
@x
@u

� u +
@x
@�

� �; � y3 �
@y
@u

� u +
@y
@�

� � ;

� x4 �
@x
@u

� u; � y4 �
@y
@�

� u:

Èñïîëüçóÿ (1.34), çàêëþ÷àåì, ÷òî
���!
M1M4 = f � x4; � y4g � f @x

@u� u; @y
@u� ug;

���!
M2M3 = f � x3 � � x2; � y3 � � y2g; � f @x

@u� u; @y
@u� ug;

ãäå âñå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â òî÷êå (u; � ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
âåêòîðû

���!
M1M4 è

���!
M2M3 êîëëèíåàðíû è ðàâíû ïî äëèíå. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ
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ñ � u è � � ìîæíî ÷åòûðåõóãîëüíèê M1M2M3M4 ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü
ïàðàëëåëîãðàììîì, à åãî ïëîùàäü ñ÷èòàòü ðàâíîé äëèíå âåêòîðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

���!
M1M4 è

���!
M1M2. Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò âåê-

òîðîâ â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy, íàõîäèì

� S � j
���!
M1M4 �

���!
M1M2j =

�
�
�
�det

�
@x
@u� u @y

@u� u
@x
@�� � @x

@�� �

� �
�
�
� =

=

�
�
�
�det

�
@x
@u

@y
@u

@x
@�

@x
@�

� �
�
�
� � u� � = jJ (u; � ) j� u� �: (1.36)

Ðàññìàòðèâàÿðàçáèåíèåçàìêíóòîé îáëàñòè G ïðÿìûìè, ïàðàëëåëü-
íûå êîîðäèíàòíûì îñÿì Ou è Ov, íà ïðÿìîóãîëüíèêè ñ ìàëûìè ñòî-
ðîíàìè è ïðåíåáðåãàÿ "íåïðàâèëüíûìè"ýëåìåíòàìè ó åå ãðàíèöû @G, â
ðåçóëüòàòå îòîáðàæåíèÿ (1.32) ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå îáëàñòèD � D � íà
êðèâîëèíåéíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè ðàññìîòðåííîãî âèäà. Ñóììèðóÿ ïî-
ëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäåé ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, ïðèõîäèì
ê (1.33). I

Çàìå÷àíèå 1.4. Âûðàæåíèå

� S = jJ (u; � ) j� u� �; (1.37)

âõîäÿùåå â (1.36), îáû÷íî íàçûâàþò ýëåìåíòîì ïëîùàäè â êðèâî-
ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ . Åñëè ïðîèçâåäåíèå � u� � ðàññìàòðèâàòü êàê
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ýëåìåíò � � ïëîùàäè â êîîðäèíàòàõ u è � , òî (1.37) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå� S = jJ (u; � ) j� � , îòêóäà jJ (u; � ) j = � S=� �; ò.å. àáñîëþòíàÿ âå-
ëè÷èíà ÿêîáèàíà îòîáðàæåíèÿ èãðàåò ðîëü êîýôôèöèåíòà ðàñòÿæåíèÿ
ýëåìåíòà ïëîùàäè â îêðåñòíîñòè òî÷êè (u; � ) ïðè çàäàííîì îòîáðàæå-
íèè (1.32).

Çàìå÷àíèå 1.5. Â òåîðåìå 1.8 ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îòîáðàæåíèå
(1.26) îáëàñòè G� íà îáëàñòü D � ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Îä-
íàêî âûðàæåíèå (1.33) äëÿ ïëîùàäè â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ îñòà-
åòñÿ â ñèëå è â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòî óñëîâèå íàðóøåíî â îòäåëüíûõ
òî÷êàõ èëè âäîëü îòäåëüíûõ ëèíèé. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà
îòîáðàæåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà G = f (r; ' ) 2 R2 : r 2 [0; a]; ' 2 [0; 2� ]g
íà êðóã ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ

x = r cos'; y = r sin'; (1.38)

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ââåäåíèþ íà ïëîñêîñòè xOy ïîëÿðíûõ êî-
îðäèíàò. Ýòî îòîáðàæåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.8,
òàê êàê â ëþáîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé G, îòîáðàæåíèå (1.38) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Òåì íå ìåíåå â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëà
(1.33) âåðíà. Ïîêàæåì ýòî.

Ïóñòü îáëàñòü G� � R2 çàäàíà íåðàâåíñòâàìè 0 < r < a + �; 0 < ' <
2�; à çàìêíóòàÿ îáëàñòü G

00
- íåðàâåíñòâàìè � � r � a; � � ' � 2� � �:

Òîãäà G
0

� G� ; ïðè îòîáðàæåíèè (1.38) îáëàñòü G� ïåðåõîäèò â îá-
ëàñòü D � , ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé êðóã ðàäèóñàa ñ ðàçðåçîì ïî ðàäèóñó,
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à çàìêíóòàÿ îáëàñòü G
0
- â çàìêíóòóþ îáëàñòü D

0
, ïîëó÷àþùóþñÿ èç

çàìêíóòîãî êðóãà ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò âûáðàñûâà-
íèåì êðóãà ðàäèóñà� < a ñ òåì æå öåíòðîì è ñåêòîðà ñ öåíòðàëü-
íûì óãëîì 2� (ðèñ. 1.10). Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1.8 äëÿ ïëîùàäè S�

çàìêíóòîé îáëàñòè D
0
, ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó (1.33). Ïåðåõîäÿ ê

ïðåäåëó ïðè � ! 0, çàêëþ÷àåì, ÷òî ôîðìóëà (1.33) îñòàåòñÿ âåðíîé è
äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà G.

Ðèñ. 1.10:

Ïðèìåð 1.8. Âû÷èñëèì ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ x = r cos' , y =
r sin' , ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì íà ïëîñêîñòè:

J (r; ' ) =

�
�
�
�
�

@x
@r

@x
@'

@y
@r

@y
@'

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
cos' � r sin'
sin' r cos'

�
�
�
� = r:
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ßêîáèàí ýòîãî îòîáðàæåíèÿ îòëè÷åí îò íóëÿ âñþäó, êðîìå ïîëþñà
ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (r = 0) , ñîâïàäàþùåãî ñ íà÷àëîì ïðÿ-
ìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x = y = 0) . Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (1.37), ýëåìåíò ïëîùàäè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ðàâåí
4 S = r4 r4 ' .

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûâîäó îáùåé ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ â
äâîéíîì èíòåãðàëå, à èìåííî äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.9. Ïóñòü îòîáðàæåíèå (1.32) âçàèìíî îäíîçíà÷íî, íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî è îòîáðàæàåò îáëàñòü G� � R2, ïðè÷åì ÿêî-
áèàí J (u; v) ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â G� îòëè÷åí îò íóëÿ. Åñëè D � D �

- êâàäðèðóåìàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü è f (x; y) - ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â
D èëè æå îãðàíè÷åííàÿ â D è íåïðåðûâíàÿ â D âñþäó, êðîìå íåêîòî-
ðîãî ìíîæåñòâà ïëîùàäè íóëü, òî âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà çàìåíû
ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå:

ZZ

D

f (x; y)dxdy =
ZZ

D

f (x(u; v); y(u; v)) jJ (u; v)jdudv: (1.39)

J Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå çàìêíóòîé îáëàñòè G íà n ÷àñòè÷íûõ îá-
ëàñòåéGi ñ ïëîùàäÿìè 4 � i ; i = i; n: Îáðàçû D i ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé
Gi ; i = 1; n; ïðè îòîáðàæåíèè (1.32) îáðàçóþò ðàçáèåíèå çàìêíóòîé îá-
ëàñòèD. Â êàæäîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòèD i , ïëîùàäü êîòîðîé îáîçíà÷èì
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÷åðåç4 Si , âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (� i ; � i ) è ñîñòàâèì èíòåãðàëü-
íóþ ñóììó

nX

i =1

f (� i ; � i )4 Si (1.40)

äëÿ ôóíêöèè f (x; y), îòâå÷àþùóþ äâîéíîìó èíòåãðàëó â ëåâîé ÷àñòè
(1.39).

Äëÿ êàæäîé èç ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.33) èìååì

4 Si =
ZZ

Gi

jJ (u; v)jdudv; i = 1; n:

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1.7 î ñðåäíåì çíà÷åíèè äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà, â
÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gi íàéäåòñÿ òî÷êà(u�

i ; v�
i ) 2 Gi ; äëÿ êîòîðîé ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî4 Si = jJ (u�
i ; v�

i )j4 � i : Òàê êàê â (1.40) âûáîð òî÷åê
(� i ; � i ) 2 D i ; i = 1; n, ïðîèçâîëåí, òî ìîæíî ïîëîæèòü � i = x(u�

i ; v�
i ) è

� i = y(u�
i ; v�

i ). Òîãäà (1.40) ïðèìåò âèä
nX

i =1

f (� i ; � i )4 Si =
nX

i =1

f (x(u�
i ; v�

i ); y(u�
i ; v�

i )) jJ (u�
i ; v�

i )j4 � i ; (1.41)

à ýòî åñòü èíòåãðàëüíàÿ ñóììà, îòâå÷àþùàÿ äâîéíîìó èíòåãðàëó â ïðà-
âîé ÷àñòè (1.39). Ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà â G è íåïðåðûâíà âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò,
ìíîæåñòâà ïëîùàäè íóëü. Åñëè òåïåðü äèàìåòð ðàçáèåíèÿ çàìêíóòîé
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îáëàñòè G óñòðåìèòü ê íóëþ, òî â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
îòîáðàæåíèÿ x = x(u; v); y = y(u; v) â G äèàìåòð ðàçáèåíèÿ çàìêíóòîé
îáëàñòèD òàêæå áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì (1.41) ïåðåéäåò â
(1.39). I

Çàìå÷àíèå 1.6. Çàìåíó ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå (êàê è â
îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå) ïðèìåíÿþò äëÿ ïðèâåäåíèÿ åãî ê âèäó, áîëåå
óäîáíîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Îäíàêî â ñëó÷àå äâîéíîãî èíòåãðàëà, èñïîëü-
çóÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ñòðåìÿòñÿ óïðîñòèòü íå òîëüêî ïîäûíòå-
ãðàëüíóþ ôóíêöèþ, íî è âèä îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðè÷åì âòîðàÿ
öåëü çà÷àñòóþ áîëåå âàæíà, ÷åì ïåðâàÿ. Óïðîùåíèå âèäà îáëàñòè èí-
òåãðèðîâàíèÿ îáëåã÷àåò ðàññòàíîâêó ïðåäåëîâ â äâîéíîì èíòåãðàëå è
âû÷èñëåíèå ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà.

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ äâîéíîãî
èíòåãðàëà èçìåíÿåòñÿ. Â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü íîâóþ îá-
ëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ è â íåé ïðîâåñòè ðàññòàíîâêó ïðåäåëîâ èíòåãðèðî-
âàíèÿ Â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ ðàññòàíîâêó ïðåäåëîâ ìîæíî âûïîëíÿòü
íà ýñêèçå èñõîäíîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíûå
ëèíèè êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 1.9. Â ñëåäóþùèõ èíòåãðàëàõ ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîð-
äèíàòàì è ðàññòàâèì â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ:

à)
1R

0
dx

1� xR

0
f (x; y)dy; á)

2R

0
dx

2R

0
f (x; y)dy; â)

RR

D
f (x; y)dxdy;
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Ðèñ.1.11

à. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â äàííîì ñëó÷àåîïèñûâàåòñÿ íåðàâåí-
ñòâàìè 0 6 x 6 1; 0 6 y 6 1 � x (1.11, a). Óðàâíåíèå ëèíèè y = 1 � x,
èëè x + y = 1, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä r (cos' + sin' ) = 1.
Ïîýòîìó îáëàñòüèíòåãðèðîâàíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ r , ' çàäàåòñÿ
íåðàâåíñòâàìè

0 � ' �
�
2

; 0 � r �
1

cos' + sin'
:
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Èñõîäíûé èíòåãðàë â íîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

1Z

0

dx

1� xZ

0

f (x; y)dy =

�
2Z

0

d'

1
cos ' +sin 'Z

0

f (r cos'; r sin' )rdr:

á. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ëèíèè x=2 è y=2 (1.11, á) îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè r cos' = 2 è r sin' = 2: Ïîñêîëüêó îáëàñòü èíòåãðèðî-
âàíèÿ â äàííîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ â ïåðâîì êâàäðàòå, ïîëÿðíûé óãîë
èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî �

2: Íî ïðè ýòîì ëó÷ ' = ' 0, âûõîäÿùèé èç íà-
÷àëà êîîðäèíàò, ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè â òî÷êår = 2

cos' 0
, åñëè

0 � ' 0 � �
4: Ïîýòîìó ïðè ðàññòàíîâêå ïðåäåëîâ â ïîëÿðíûõ êîîðäè-

íàòàõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè. Òåì ñàìûì
äâîéíîé èíòåãðàë áóäåò ïðåäñòàâëåí êàê ñóììà äâóõ ïîâòîðíûõ. ó÷èòû-
âàÿ óðàâíåíèå îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü ëèíèé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ,
ïîëó÷àåì

2Z

0

dx

2Z

0

f (x; y)dy =

�
4Z

0

d'

2
cos 'Z

0

f (r cos'; r sin' )rdr +

�
2Z

�
4

d'

2
cos 'Z

0

f (r cos'; r sin' )rdr:
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â. Ëåìíèñêàòà (1.11, â) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò óðàâíåíèå r =
a 2
p

cos 2' Ïðåäåëû èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîãî ' íàõîäèì èç óñëîâèÿ íåîòðè-
öàòåëüíîñòè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ. Ýòî äàåò íåðàâåíñòâî cos 2' � 0,
îòêóäà ïîëó÷àåì äâà îòðåçêà èçìåíåíèÿ ' : � �

4 � ' � �
4 è 3�

4 � ' � 5�
4 :

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è âûáèðàåì ïåðâûé èç íèõ. Ïðè ýòîì
äâîéíîé èíòåãðàë ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîâòîðíûé:

ZZ

D

f (x; y)dxdy =

�
4Z

� �
4

d'

a
p

cos 2'Z

0

f (r cos'; r sin' )rdr:

Ïðèìåð 1.10. Âû÷èñëèì ìàññó m ïîëóêðóãëîé ïëàñòèíû äèàìåòðà
a ñ öåíòðîì â òî÷êå C(a/2;0),ïëîòíîñòü êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò (ðèñ.
1.12).

Ïëàñòèíà çàíèìàåò çàìêíóòóþ îáëàñòü D, îãðàíè÷åííóþ ñíèçó îñüþ
Ox, à ñâåðõó îêðóæíîñòüþx2+ y2 = ax Ïëîòíîñòü ïëàñòèíû îïðåäåëÿåò-
ñÿ ôóíêöèåé � (x; y) = k

p
x2 + y2, ãäåk - êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè. Ìàññà ïëàñòèíû ìîæåò áûòü âûðàæåíà äâîéíûì èíòåãðàëîì.

m =
ZZ

D

� (x; y)dxdy = k
ZZ

D

p
x2+ y2dxdy:

Ôîðìà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ D è ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïîäñêà-
çûâàåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå óäîáíî âû÷èñëÿòü äâîéíîé èíòåãðàë â ïî-
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Ðèñ.1.12

ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ r è ' Ïîëÿðíûé óãîë ïðè äâèæåíèèëó÷à' = ' 0 ïî
îáëàñòèèíòåãðèðîâàíèÿ ïðîáåãàåòîòðåçîê [0; �= 2],à ïîëÿðíûé ðàäèóñr
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ' 2 [0; �

2] - îòðåçîê îò [0; acos' ]. Ïîýòîìó

m = k
ZZ

D

p
x2+ y2dxdy = k

�
2Z

0

d'

a cos'Z

0

r 2dr =

ka3

3

�
2Z

0

cos3 'd' =
ka3

3

�
2Z

0

(1 � sin2 ' )dsin' =
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ka3

3

1Z

0

(1 � t2)dt =
ka3

3
(t �

t3

3
)
���
�
1

0
=

2
9

ka3:

Ïðèìåð 1.11. Íàéòè ïëîùàäü çàìêíóòîé îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé
îêðóæíîñòÿìè x2 + y2 = 2x; x2 + y2 = 4x è ïðÿìûìè x=y, y=0 (ðèñ.
1.13)

Ðèñ.1.13

Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì äâîéíîãî èíòåãðàëà,ïëîùàäü D ðàâíà äâîéíîìó
èíòåãðàëóîò åäèíè÷íîé ôóíêöèè ñ îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ D. Íà ðè-
ñóíêå 1.13âèäíî, ÷òî îáëàñòüèçìåíåíèÿ îáëàñòüèçìåíåíèÿ ïîëÿðíîãî
óãëà' åñòüîòðåçîê [0,�4], à èçìåíåíèÿ ïîëÿðíîãî ðàäèóñàîïèñûâàåòñÿ
íåðàâåíñòâàìè 2cos' � r � 4cos' . Äåéñòâèòåëüíî,ïðîèçâîëüíûé ëó÷
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' = ' 0, âûõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ïåðåñåêàåòãðàíèöó îáëàñòè
ïðè r = 2cos' 0 (òî÷êà âõîäà) è ïðè r = 4cos' 0 (òî÷êà âûõîäà). Íàé -
äåííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàññòàâèòüïðèäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â
äâîéíîì èíòåãðàëåâ ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, è â ðåçóëüòàòåìû
ïîëó÷àåì

S =
ZZ

D

dxdy =

�
4Z

0

d'

4cos'Z

2cos'

rdr =
1
2

�
4Z

0

r 2
���
�
4cos'

2cos'
d' =

= 6

�
4Z

0

cos2 'd' =
3
4

(� + 2):

Åñëèîáëàñòüèíòåãðèðîâàíèÿ îãðàíè÷åíà ýëëèïñîì

x2

a2 +
y2

b2 = 1; (1.42)

òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà óäîáíî èñïîëüçîâàòü çàìåíó
ïåðåìåííûõ x = ar cos '; y = br sin '; r > 0; ' 2 [0;2� ]. Ýòà çàìåíà
ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóåòïåðåõîäó ê êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì,
íàçûâàåìûì îáîáùåííûìè ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè . Â ýòèõ
êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ ýëëèïñà èìååò âèä r = 1; à ÿêîáèàí çàìåíû
ïåðåìåííûõ ðàâåí
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J (r; ' ) =

�
�
�
�
acos' � ar sin'
bsin' br cos'

�
�
�
� = abr:

Ïðèìåð 1.12. Âû÷èñëèì îáúåì V òåëà, îãðàíè÷åííîãî òðåõîñíûì
ýëëèïñîèäîì (ðèñ. 1.14)

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1:

Ðèñ. 1.14:

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè âûòåêàåò, ÷òî èñêîìûé îáúåì ðàâåí óäâî-
åííîìó çíà÷åíèþ èíòåãðàëà îò ôóíêöèè

z(x; y) = c

r

1 �
x2

a2 �
y2

b2
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ïî çàìêíóòîé îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì (1.42). Â îáîáùåííûõ
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ôóíêöèÿ z(x; y) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäóz(r; ' ) =
c
p

1 � r 2, à îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿD ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîóãîëüíèê

G = f (r; ' ) 2 R2 : r 2 [0; 1]; ' 2 [0; 2� ]g:

Òàêèì îáðàçîì,

V = 2
ZZ

D

z(x; y) dx dy = 2
ZZ

G

z(r cos'; r sin' )abr dr d' =

= 2abc

2�Z

0

d'

1Z

0

r
p

1 � r 2dr = �
4�
3

abc(1 � r 2)3=2

�
�
�
�

1

0
=

4
3

�abc:

Îòìåòèì, ÷òî îáîáùåííûå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ìîæíî ââåñòè â áî-
ëåå îáùåì âèäå ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ

(
x = ar cosm ';

y = br sinm ';
(1.43)

, ãäår > 0; ' 2 [0; 2� ]; m 2 N
Â ýòîì ñëó÷àå I (r; ' ) = mabr(sin ' cos' )m� 1.Ïðè âû÷èñëåíèè ïëîùàäè
îáëàñòè

D 0= f (x; y) 2 R2 : (x=a)1=4 + ( y=b)1=4 = 1; x 2 [0; a]; y 2 [0; b]g

Мы
Печатная машинка

Мы
Печатная машинка
.
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öåëåñîîáðàçíî â (1.43) âûáðàòüm = 8. Òîãäà ïðåîáðàçóåì D 0 ïðè îòîá-
ðàæåíèè (1.43) áóäåò ïðÿìîóãîëüíèê

G0= f (r; ' ) 2 R2 : r 2 [0; 1]; ' 2 [0; �= 2]g:

Èñïîëüçóÿ (1.33), íàõîäèì

S0=
ZZ

D 0

dx dy = 8ab
ZZ

G0

r (sin ' cos' )7 dr d' =

= 8ab

�= 2Z

0

(sin ' cos' )7 d'

1Z

0

rdr = 4ab

�= 2Z

0

(1 � sin2 ' )3 sin7 ' d (sin ' ) =

= 4ab

1Z

0

(1 � 3t2 + 3t4 � t6)t7 dt = 4ab(
1
8

�
3
10

+
3
12

�
1
14

) =
ab
70

:

Ïðèìåð 1.13. Íàéäåì ïëîùàäü îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè
xy = 1; xy = 2; y = x2 è y = 2x2 (ðèñ.1.15). Ïîëîæèì xy = u è
y=x2 = v. Îòñþäà x = ( u=v)1=3 è y = u2=3v1=3, è â ñîîòâåòñòâèè ñ
(1.28)

I (u; v) =

�
�
�
�

@x
@u

@x
@v

@y
@u

@u
@v

�
�
�
� =

�
�
�
�

1
3u� 2=3v� 1=3 � 1

3u1=3v� 4=3

2
3u� 1=3v1=3 � 1

3u2=3v� 2=3

�
�
�
� =
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=
1
9

(u� 1 + 2v� 1) =
1
3v

:

Ðèñ.1.15

Êðèâîëèíåéíîìó ÷åòûðåõóãîëüíèêóâ ïëîñêîñòè xOy (ñì. ðèñ.1.15) â
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ u; v ñîîòâåòñòâóåòêâàäðàò
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G = f (u; v) 2 R2 : u 2 [1; 2]g:

Ïîýòîìó ïðè ïîìîùè (1.33) íàõîäèì

S =
ZZ

D

dx dy =
Z

G

du dv
3v

=
1
3

ln v

�
�
�
�

2

1
=

ln 2
3

Мы
Печатная машинка
.
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ÃËÀÂÀ 2

Òðîéíûå èíòåãðàëû

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ,
íàçûâàåìûõ òðîéíûìè. Ýòè èíòåãðàëû, êàê è äâîéíûå èíòåãðàëû, èìå-
þò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ, ôè-
çè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ çàäà÷.

2.1. Çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ìàññû òåëà

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ìàòåðèàëüíîå òåëî,çàíèìàþùåå â ïðîñòðàíñòâå
çàìêíóòóþ îáëàñòü Q è èìåþùåå íåîäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàññû ïî
ñâîåìó îáúåìó. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò Oxyz õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè� (x; y; z) òðåõ
ïåðåìåííûõ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàññû m ìàòåðèàëüíîãî òåëà ðàçîáüåì çà-
ìêíóòóþ îáëàñòü Q ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà n ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé
Qi ; i = 1,n; îáúåì êàæäîé èç êîòîðîé îáîçíà÷èì � Vi : Âûáåðåì â êàæ-
äîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Qi ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (� i ; � i ; &i ) 2 Qi ; i = 1,n;
è ïðèáëèæåííî ïðèìåì, ÷òî â ïðåäåëàõ Qi ïëîòíîñòü òåëà ïîñòîÿííà
è ðàâíà � (� i ; � i ; &i ) : Òîãäà ìàññà ÷àñòè÷íîé îáëàñòèQi áóäåò� mi �
� (� i ; � i ; &i ) � Vi ; à äëÿ ìàññû âñåãî òåëà ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðàâåí-
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ñòâî

m �
nX

i =1

� (� i ; � i ; &i ) � Vi : (2.1)

ßñíî, ÷òî ôîðìóëà (2.1) òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå ðàçìåðû êàæäîé èç ÷à-
ñòè÷íûõ îáëàñòåéQi : Çà òî÷íîå çíà÷åíèå ìàññû ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà
ìîæíî ïðèíÿòü ïðåäåë, ê êîòîðîìó ñòðåìèòüñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû
(2.1) ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ íàèáîëüøåãî äèàìåòðà d èç äèàìåòðîâ di

÷àñòè÷íûõ îáëàñòåéQi ; i = 1,n; ò.å.

m = lim
d! 0

nX

i =1

� (� i ; � i ; &i ) � Vi (2.2)

Èòàê, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ìàññû ìàòåðèàëüíîãî òåëà ïðèâåëà ê êîí-
ñòðóêöèè, î÷åíü ïîõîæåé íà äâîéíîé èíòåãðàë. Îòëè÷èå ëèøü â òîì, ÷òî
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü íå íà ïëîñêîñòè, à â ïðîñòðàíñòâå,
à ïëîòíîñòü çàâèñèò íå îò äâóõ ïåðåìåííûõ, à îò òðåõ.

2.2. Îïðåäåëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà

Íàïîìíèì âíà÷àëå, ÷òî òåëî íàçûâàþò êóáèðóåìûì, åñëè òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü V � ìíîæåñòâà îáúåìîâ âñåõ âêëþ÷åííûõ â ýòî òåëî ìíîãî-
ãðàííèêîâ ðàâíà òî÷íîé íèæíåé ãðàíè V� ìíîæåñòâà îáúåìîâ âñåõ ìíî-
ãîãðàííèêîâ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ äàííîå òåëî, ïðè÷åì ÷èñëî V = V � =

Мы
Печатная машинка
.
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V� è íàçûâàþò îáúåìîì òåëà. Äëÿ êóáèðóåìîñòè òåëàQ � R3 íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî " > 0 íàøëèñü òàêèå äâà ìíîãîãðàí-
íèêà Q1 è Q2 ñ îáúåìàìè V1 è V2 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî Q1 � Q � Q2 è
V2 � V1 < ": Äàëåå ïîä òåëîì áóäåì ïîíèìàòü îãðàíè÷åííóþ çàìêíóòóþ
îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå, à êóáèðóåìîå òåëî â áóäóùåì òàêæå íàçûâàòü
êóáèðóåìîé çàìêíóòîé îáëàñòüþ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â R3; â ÷àñòíîñòè êðèâàÿ
èëè ïîâåðõíîñòü, ÿâëÿåòñÿìíîæåñòâîì îáúåìà íóëü, åñëè åãî ìîæíî
çàêëþ÷èòü âíóòðü ìíîãîãðàííèêà ñêîëü óãîäíî ìàëîãî îáúåìà. Èñïîëü-
çóÿ ýòî ïîíÿòèå, ïðèâåäåííûé âûøå êðèòåðèé êóáèðóåìîñòè òåëà ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü èíà÷å: äëÿ êóáèðóåìîñòè îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îá-
ëàñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ãðàíèöà èìåëà îáúåì íóëü.

Âàæíûì êëàññîì êóáèðóåìûõ çàìêíóòûõ îáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ òå, êî-
òîðûå îãðàíè÷åíû êîíå÷íûì ÷èñëîì ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé. Ìíîæåñòâî
òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ òàêèì ïîâåðõíîñòÿì, èìååò îáúåì íóëü. Íàïîì-
íèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü íàçûâàþò ãëàäêîé, åñëè â êàæäîé åå òî÷êå îïðåäå-
ëåí åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè, íåïðåðûâíî ìåíÿþùèéñÿ
îò òî÷êè ê òî÷êå. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãëàäêèå è êóñî÷íî
ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îáúåìà ïðîñòðàíñòâåííîé çà-
ìêíóòîé îáëàñòè (êàê è äëÿ ïëîùàäè ïëîñêîé çàìêíóòîé îáëàñòè) ñïðà-
âåäëèâû ñâîéñòâàíåîòðèöàòåëüíîñòè, ìîíîòîííîñòè, àääèòèâíîñòè
è èíâàðèàíòíîñòè.

Ïóñòü â íåêîòîðîé êóáèðóåìîé çàìêíóòîé îáëàñòè Q â ïðîñòðàíñòâå
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ñ ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Oxyz îïðåäåëåíà îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ f (x; y; z) : Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèåP = f Q1; :::; Qng Çàìêíóòîé
îáëàñòè Q íà ÷àñòè÷íûå îáëàñòè Qi ; i = 1,n; êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìå-
åò îáúåì � Vi > 0 è äèàìåòð di : Íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ di ; êàê è â
ïëîñêîì ñëó÷àå, íàçîâåì äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ P è îáîçíà÷èì d(P) : Â
êàæäîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòèQi âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (� i ; � i ; &i ) :
Çíà÷åíèå ôóíêöèè f (� i ; � i ; &i ) óìíîæèì íà îáúåì � Vi è ñîñòàâèì èíòå-
ãðàëüíóþ ñóììó

� (P) =
nX

i =1

f (� i ; � i ; &i ) � Vi (2.3)

ôóíêöèè f (x; y; z) : Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíàÿ ñóììà îïðåäåëÿåòñÿ
ðàçáèåíèåì T è íàáîðîì òî÷åê (� i ; � i ; &i ) â ÷àñòè÷íûõ îáëàñòÿõ ðàçáèå-
íèÿ.

Ôóíêöèþ f (x; y; z) íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé â êóáèðóå-
ìîé çàìêíóòîé îáëàñòè Q 2 R3; åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåëI åå
èíòåãðàëüíûõ ñóìì � (P) ; ò.å. åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà" > 0 ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî � = � (" ) > 0; ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ P = f Q1; :::; Qn

çàìêíóòîé îáëàñòè Q ñ äèàìåòðîì d (P) < � (") è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê
(� i ; � i ; &i ) 2 Qi äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé èíòåãðàëüíîé ñóììû � (T) âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî j� (T) � I j < ": Ïðè ýòîì êîíå÷íûé ïðåäåë I èíòå-
ãðàëüíûõ ñóìì íàçûâàþò òðîéíûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f (x; y; z)
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ïî çàìêíóòîé îáëàñòè Q è îáîçíà÷àþò

I =
ZZZ

Q

f (x; y; z) dxdydz =
Z

Q

f (x; y; z) dV:

Èòàê, ðåçþìèðóÿ, ìîæíî çàïèñàòü

ZZZ

Q

f (x; y; z) dxdydz = lim
d(P)! 0

nX

i =1

f (� i ; � i ; &i ) � Vi (2.4)

Êàê è â ïëîñêîì ñëó÷àå, çàìêíóòóþ îáëàñòü Q áóäåì íàçûâàòü îáëàñòüþ
èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ìàññû òåëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè

f (x; y; z) � 0; (x; y; z) 2 Q;

òðîéíîé èíòåãðàë ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìàññó íåîäíîðîäíîãî òå-
ëà ñ ïëîòíîñòüþ � = f (x; y; z) :

Êîíå÷íûé ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì âèäà 2.3 ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Íî, êàê è â ñëó÷àå ôóíêöèé îäíîãî è
äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, íå âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ â çàìêíóòîé
ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà â íåé. ×òîáû ñôîð-
ìóëèðîâàòü óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé (óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
òðîéíîãî èíòåãðàëà), êàê è â ñëó÷àå äâîéíîãî èíòåãðàëà, äëÿ ôóíêöèè

Мы
Печатная машинка

Мы
Печатная машинка
.
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f (x; y; z) ïðè çàäàííîì ðàçáèåíèè P êóáèðóåìîé çàìêíóòîé îáëàñòè Q
ââåäåì íèæíþþ è âåðõíþþ ñóììû Äàðáó

s(P) =
nX

i =1

mi � Vi ; S (P) =
nX

i =1

M i � Vi ;

ãäåmi è M i - òî÷íàÿ íèæíÿÿ è òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíè ýòîé ôóíêöèè â ÷à-
ñòè÷íîé îáëàñòè Qi ; i = 1,n: Ñâîéñòâà ñóìì Äàðáó, ñôîðìóëèðîâàííûå
äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, ìîæíî äîñëîâíî ïåðåíåñòè íà ñëó÷àé
òðåõ ïåðåìåííûõ. Ýòè ñâîéñòâà ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó êðèòåðèþ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû îãðàíè÷åííàÿ â êóáèðóåìîé çàìêíó-
òîé îáëàñòè Q � R3 ôóíêöèÿ f (x; y; z) áûëà èíòåãðèðóåìîé â Q;
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî " > 0 íàøëîñü òàêîå
ðàçáèåíèåP = f Q1; :::; Qng çàìêíóòîé îáëàñòè Q; ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýòîìó ðàçáèåíèþ ñóììû Äàðáó áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
S (P) � s (P) < ":

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî êðèòåðèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü íåêîòîðûå êëàññû èí-
òåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2.2. Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ â êóáèðóåìîé çàìêíóòîé îáëà-
ñòè Q � R3 ôóíêöèÿ f (x; y; z) èíòåãðèðóåìà â íåé.
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Òåîðåìà 2.3. Åñëè ôóíêöèÿ f (x; y; z) îãðàíè÷åíà â êóáèðóåìîé çà-
ìêíóòîé îáëàñòè Q � R3 è íåïðåðûâíà â Q âñþäó, êðîìå, áûòü ìî-
æåò, íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà òî÷åê îáúåìà íóëü, òî ýòà ôóíêöèÿ èí-
òåãðèðóåìà â Q.

Ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ (êàê è ôóíêöèè îäíîãî è äâóõ ïåðåìåí-
íûõ), èíòåãðèðóåìûå â çàìêíóòîé îáëàñòè Q � R3; îáëàäàþò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Ïðîèçâåäåíèå èíòåãðèðóåìûõ â Q ôóíêöèé f (x; y; z) è g(x; y; z)
ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûì â Q:

2. Åñëè ôóíêöèÿ g(x; y; z) èíòåãðèðóåìà âQ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
jg(x; y; z) j � c > 0; (x; y; z) 2 Q; òî ôóíêöèÿ 1=g(x; y; z) òàêæå
èíòåãðèðóåìà âQ:

2.3. Ñâîéñòâà òðîéíîãî èíòåãðàëà

Ïîñêîëüêó ñâîéñòâà òðîéíûõ èíòåãðàëîâ àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì äâîé-
íûõ èíòåãðàëîâ, îãðàíè÷èìñÿ ëèøü èõ ïåðå÷èñëåíèåì.

1� . ÅñëèQ � R3 - êóáèðóåìàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü îáúåìà V, òî
Z

Q

dV = V (2.5)

Мы
Печатная машинка
.
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2� . Åñëè ôóíêöèè f (x; y; z) è g(x; y; z) èíòåãðèðóåìû â Q, òî èõ ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ �f (x; y; z) + �g (x; y; z) ñ ïðîèçâîëüíûìè êîíñòàíòàìè
� è � òàêæå èíòåãðèðóåìà â Q, ïðè÷åì

Z

Q

(�f (x; y; z) + �g (x; y; z))dV = �
Z

Q

f (x; y; z)dV + �
Z

Q

g(x; y; z)dV

(2.6)

Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò ëèíåéíîñòüþ òðîéíîãî èíòåãðàëà . Îò-
ìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (2.6) ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáîå êîíå÷íîå
÷èñëî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

3� . Åñëè ôóíêöèÿ f (x; y; z) èíòåãðèðóåìà â çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ Q1 è
Q2, òî îíà èíòåãðèðóåìà è â èõ îáúåäèíåíèè Q = Q1

S
Q2, ïðè÷åì åñëè

çàìêíóòûå îáëàñòè Q1 è Q2 íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, òî

Z

Q

f (x; y; z)dV =
Z

Q1

f (x; y; z)dV +
Z

Q2

f (x; y; z)dV (2.7)

Ñâîéñòâî 3� íàçûâàþò àääèòèâíîñòüþ òðîéíîãî èíòåãðàëà . Ýòî
ñâîéñòâî, êàê è ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâî äâîéíîãî èíòåãðàëà, ìîæíî
ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ îáëàñòåé.

4� . Åñëè ôóíêöèÿ f (x; y; z) èíòåãðèðóåìà â Q èf (x; y; z) > 0, (x; y; z) 2

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
.
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Q, òî Z

Q

f (x; y; z)dV > 0 (2.8)

5� . Åñëè ôóíêöèè f (x; y; z) è g(x; y; z) èíòåãðèðóåìû â Q è f (x; y; z) 6
g(x; y; z), (x; y; z) 2 Q, òî

Z

Q

f (x; y; z)dV 6
Z

Q

g(x; y; z)dV (2.9)

6� . Åñëè ôóíêöèÿ f (x; y; z) èíòåãðèðóåìà â Q, òî ôóíêöèÿ jf (x; y; z)j
òàêæå èíòåãðèðóåìà â Q, ïðè÷åì

j
Z

Q

f (x; y; z)dVj 6
Z

Q

jf (x; y; z)jdV (2.10)

Ñâîéñòâî 6� ÷àñòî íàçûâàþò òåîðåìîé îá îöåíêå òðîéíîãî èíòå-
ãðàëà ïî ìîäóëþ .

7� . Åñëè ôóíêöèè f (x; y; z) è g(x; y; z) èíòåãðèðóåìû â Q è óäîâëå-
òâîðÿþò â Q íåðàâåíñòâàì m 6 f (x; y; z) 6 M è g(x; y; z) > 0, òî

m
Z

Q

g(x; y; z)dV 6
Z

Q

f (x; y; z)g(x; y; z)dV 6 M
Z

Q

g(x; y; z)dV (2.11)

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
.
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè â ñôîðìèðîâàííîì óòâåðæäåíèè óñëîâèå íåîòðè-
öàòåëüíîñòè ôóíêöèè g(x,y,z) çàìåíèòü óñëîâèåì åå íåïîëîæèòåëüíîñòè,
òî íåðàâåíñòâà (2.11) ìîäèôèöèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M
Z

Q

g(x; y; z)dV 6
Z

Q

f (x; y; z)g(x; y; z)dV 6 m
Z

Q

g(x; y; z)dV

Ñâîéñòâî 7� â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà g(x; y; z) � 1 â Q ïðèâîäèò ê
íåðàâåíñòâàì

mV �
Z

Q

f (x; y; z)dV � MV (2.12)

ãäå V - îáúåì çàìêíóòîé îáëàñòè Q. Â òàêîì âèäå ñâîéñòâî 7� èíîãäà
íàçûâàþò òåîðåìîé îá îöåíêå òðîéíîãî èíòåãðàëà .

8� . Åñëè ôóíêöèè f (x; y; z) íåïðåðûâíà â êóáèðóåìîé çàìêíóòîé îá-
ëàñòè Q, ÿâëÿþùåéñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì, à ôóíêöèÿ g(x; y; z)
èíòåãðèðóåìà è çíàêîïîñòîÿííà â Q, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà

(x0; y0; z0) 2 Q, ÷òî
Z

Q

f (x; y; z)g(x; y; z)dV = f (x0; y0; z0)
Z

Q

g(x; y; z)dV (2.13)

9� . Åñëè ôóíêöèè f (x; y; z) íåïðåðûâíà â êóáèðóåìîé çàìêíóòîé îá-

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
,

Мы
Печатная машинка
.
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ëàñòè Q, ÿâëÿþùåéñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì, òî
Z

Q

f (x; y; z)dV = f (x0; y0; z0)V (2.14)

ãäå(x0; y0; z0) - íåêîòîðàÿ òî÷êà îáëàñòè Q.
Ñâîéñòâî 9� íàçûâàþò òåîðåìîé î ñðåäíåì çíà÷åíèè äëÿ òðîé-

íîãî èíòåãðàëà , à çíà÷åíèå (x0; y0; z0) â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.14)
- ñðåäíèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f (x; y; z) â Q.

2.4. Âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà

Êàê è â ñëó÷àå äâîéíûõ èíòåãðàëîâ, îñíîâíîé ïðèåì ïðè âû÷èñëåíèè
òðîéíûõ èíòåãðàëîâ çàêëþ÷àåòñÿ â èõ ñâåäåíèè ê ïîâòîðíîìó èíòåãðà-
ëó, ò. å. â ïåðåõîäå îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé çàìêíóòîé
îáëàñòè ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó èíòåãðèðîâàíèþ ïî êàæäîìó ïåðåìåííî-
ìó.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ îáëàñòü Q � R3, êîòîðàÿ ñíèçó è ñâåðõó îãðà-
íè÷åíà ïîâåðõíîñòÿìè z = ' (x; y) è z =  (x; y), ãäå' (x; y) �  (x; y),
(x; y) 2 D, è áîêîâîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ îáðàçóþùèìè,
ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz. ÇäåñüD � R2 � çàìêíóòàÿ îáëàñòü, ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ ïðîåêöèåé Q íà ïëîñêîñòü xOy (ðèñ. 2.1). Îáîáùàÿ îïðåäåëåíèå
ýëåìåíòàðíîé îáëàñòè íà ïðîñòðàíñòâåííûé ñëó÷àé, âñÿêóþ çàìêíóòóþ
îáëàñòü îïèñàííîãî âèäà íàçîâåì z-öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòüþ èëè

Мы
Печатная машинка
,
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ýëåìåíòàðíîé îáëàñòüþ â íàïðàâëåíèè îñè Oz. Ëþáàÿ âåðòèêàëüíàÿ
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçâíóòðåííþþ òî÷êó òàêîé îáëàñòè,ïåðåñåêàåò
ååãðàíèöó â äâóõòî÷êàõ.

Ðèñ.2.1

Òåîðåìà 2.4. Åñëèñóùåñòâóåò òðîéíîé èíòåãðàë îò ôóíêöèè
f (x; y; z) ïî çàìêíóòîé îáëàñòè

Q = f (x; y; z) 2 R3 : (x; y) 2 D; ' (x; y) � z �  (x; y)g

Мы
Печатная машинка
.
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à äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè (x; y) 2 D ñóùåñòâóåò îïðåäåëåí-
íûé èíòåãðàë

 (x;y)Z

' (x;y)

f (x; y; z)dz (2.15)

òî ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé èíòåãðàë

ZZ

D

dxdy

 (x;y)Z

' (x;y)

f (x; y; z)dz (2.16)

ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ZZZ

Q

dxdydz =
ZZ

D

dxdy

 (x;y)Z

' (x;y)

f (x; y; z)dz (2.17)

Â ñëó÷àå, åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Q ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé â
íàïðàâëåíèè îñè Oy èëè Ox, òî ïîìåíÿâ (2.17) ìåñòàìè ïåðåìåííûå
x; y; z ìîæíî ñâåñòè òðîéíîé èíòåãðàë ê ïîâòîðíîìó ñ èíûì ïîðÿäêîì
èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ
Q íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé â íàïðàâëåíèè íè îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ

Мы
Печатная машинка
.
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îñåé, òî ýòó îáëàñòü ñëåäóåò ðàçáèòü íà ÷àñòè, êîòîðûå ÿâëÿëèñü
áû îáëàñòÿìè, ýëåìåíòàðíûìè â íàïðàâëåíèè õîòÿ áû îäíîé èç îñåé.
Òîãäà ê êàæäîé èç òàêèõ îáëàñòåé ìîæíî ïðèìåíèòü (2.4), à çàòåì â
ñèëó àääèòèâíîñòè òðîéíîãî èíòåãðàëà ïðîñóììèðîâàòü ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû.

Êîíêðåòèçèðóåì ýòîò ïîäõîä, îãðàíè÷èâøèñü ñëó÷àåì, êîãäà â ïî-
âòîðíûõ èíòåãðàëàõ âíóòðåííèé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïåðåìåííîìó z.
Â àëãîðèòìå ñâåäåíèÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó ìîæíî âû-
äåëèòü ñëåäóþùèå ýòàïû.

1. Ïðîñòðàíñòâåííóþ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçîáüåì íà òàêèå
÷àñòè, ÷òîáû êàæäàÿ èç íèõ áûëà ýëåìåíòàðíîé â íàïðàâëåíèè
îñè Oz. Äëÿ êàæäîé èç ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ âûïîëíÿåì ñëåäóþùèé
øàã, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ýòà ÷àñòü îáîçíà÷åíà ÷åðåç Q� , à åå ïðîåê-
öèÿ íà ïëîñêîñòè xOy �÷åðåçD � .

2. Çàôèêñèðóåì òî÷êó (x; y) 2 D � è ïðîâåäåì ÷åðåç ýòó òî÷êó âåð-
òèêàëüíóþ ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè Oz. Ïóñòü ' (x; y) è  (x; y)
� àïïëèêàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ ïîâåðõíîñòÿìè,
îãðàíè÷èâàþùèìè ñîîòâåòñòâåííî ñíèçó è ñâåðõó ðàññìàòðèâàå-
ìóþ çàìêíóòóþ îáëàñòü Q� , àíàëîãè÷íî çàìêíóòîé îáëàñòè Q,
èçîáðàæåííîé íà 2.1. Òîãäà çíà÷åíèÿ ' (x; y) è  (x; y) áóäóò ñî-
îòâåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ âî
âíóòðåííåì îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà ïî ïå-
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ðåìåííîìó z.

3. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî z ïîëó÷àåì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ x
è y. Äâîéíîé èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè ïî ïëîñêîé çàìêíóòîé
îáëàñòè D � çàìåíÿåì ïîâòîðíûì.

Ïðåîáðàçîâàíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà â ïîâòîðíûé âèäà

ZZZ

Q

f (x; y; z)dxdydz =

bZ

a

dx

f 2(x)Z

f 1(x)

dy

 (x;y)Z

' (x;y)

f (x; y)dz (2.18)

èëè àíàëîãè÷íûé åìó ñ äðóãèì ïîðÿäêîì ïåðåìåííûõ íàçûâàþò ðàñ-
ñòàíîâêîé ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ â òðîéíîì èíòåãðàëå.

Ïðèìåð 2.1. Ðàññòàâèì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â òðîéíîì èíòå-
ãðàëå ïî òåòðàýäðó (ïîä òåòðàýäðîì ÷àñòî ïîíèìàþò ïðîèçâîëüíóþ
òðåóãîëüíóþ ïèðàìèäó, íå îáÿçàòåëüíî ïðàâèëüíóþ)

Q = f (x; y; z) 2 R3 : x � 0; y � 0; z � 0; x + y + z � 1g

(ðèñ. 2.2)
Çàìêíóòàÿ îáëàñòü Q ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé â íàïðàâëåíèè ëþ-

áîé êîîðäèíàòíîé îñè. Âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷-
êó (x; y) ïëîñêîñòè xOy, ïåðåñåêàþò ãðàíèöó çàìêíóòîé îáëàñòè Q â

Мы
Печатная машинка
.
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Ðèñ.2.2

òî÷êå (x; y; 0) è òî÷êå (x; y; z) ïåðåñå÷åíèÿñ ïëîñêîñòüþ x + y + z = 1,
ò. å. ïðè z = 1� x� y. Ïðîåêöèÿ Q íà ïëîñêîñòè xOy åñòü òðåóãîëüíèê

D = f (x; y) 2 R2 : x 2 [0; 1]; x + y � 1g

à ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè Oy, ïåðåñåêàþò åãî ñòîðîíû ïðè y = 0 è
y = 1 � x. Ñëåäîâàòåëüíî òðîéíîé èíòåãðàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

Мы
Печатная машинка
,
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âèäå
Z

Q

f (x; y; z)dV =

1Z

0

dx

1� xZ

0

d(y)

1� x� yZ

0

f (x; y; z)dz

2.5. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå

2.5.1. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü ôóíêöèè

x = x(�; �; � ); y = y(�; �; � ); z = z(�; �; � ) (2.19)

îñóùåñòâëÿþò îòîáðàæåíèå îáëàñòè ñ íà îáëàñòüQ� � R3. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1) îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ôóíêöèÿìè (2.19), ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé(ò.å.
âçàèìíî îäíîçíà÷íî);

2)ôóíêöèè (2.19) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû è â êàæäîé òî÷êå
(�; �; � ) 2 
 � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (2.19)

I (�; �; � ) =
D(x; y; z)
D(�; �; � )

=

�
�
�
�
�
�
�

@x
@�

@x
@�

@x
@�

@y
@�

@y
@�

@y
@�

@z
@�

@z
@�

@z
@�

�
�
�
�
�
�
�

îòëè÷åí îò íóëÿ.

Мы
Печатная машинка
.
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Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ
(2.19) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ �; �; � , à ïîýòîìó â
îáëàñòè
 � ñîõðàíÿåò çíàê.

Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê îòîáðà-
æåíèþ , îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè

� = � (x; y; z); � = � (x; y; z); � = � (x; y; z) (2.20)

çàäàííûìè â îáëàñòè 
 � . ßêîáèàí D(�;�;� )
D (x;y;z) ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå

(x; y; z) ñâÿçàí ñ ÿêîáèàíîì D(x;y;z)
D (�;�;� ) îòîáðàæåíèÿ (2.19)

â òî÷êå (� (x; y; z); � (x; y; z); � (x; y; z)) ñîîòíîøåíèåì

D(�; �; � )
D(x; y; z)

D(x; y; z)
D(�; �; � )

= 1;

à çíà÷èò, îòëè÷åí îò íóëÿ è ñîõðàíÿåò çíàê âñþäó â Q*.
Ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå ìîæíî ïîëó÷èòü,

ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå äâîéíîãî èíòåãðàëà, ïîýòîìó ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ëèøü ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü çàäàíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå (2.19) îáëàñòè 
 � � R3 íà îáëàñòü Q� �
R3 èëè æå îãðàíè÷åíà â Q è íåïðåðûâíà â Q âñþäó, êðîìå íåêîòîðîãî
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ìíîæåñòâà îáúåìà íóëü, òî
ZZZ

Q

f (x; y; z) dx dy dz =
ZZZ




f (x(�; �; � ); y(�; �; � ); z(�; �; � )) d� d� d�;

(2.21)
ãäå
 �ïðîîáðàç çàìêíóòîé îáëàñòè Q ïðè îòîáðàæåíèè (2.19)

Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè â ïðî-
ñòðàíñòâåR3 ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèå è ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.

2.5.2. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè (ðèñ.2.3) ñâÿçàíû ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè ñîîòíîøåíèÿìè (2.22)

8
><

>:

x = r cos';

y = r sin';

z = z;

(2.22)

êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå çàìêíóòîé îáëàñòè

 = f (r; '; z ) 2 R3 : z 2 [0; +1 ); ' 2 [0; 2� ]; z 2 Rg íà Q = R3.

ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (2.22) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

I (r; '; z ) =

�
�
�
�
�
�

cos' � r sin' 0
sin' r cos' 0

0 0 1

�
�
�
�
�
�

= r (2.23)

Мы
Печатная машинка
.
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Ðèñ.2.3

Ïðèìåð 2.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

I =
ZZZ

Q

z
p

x2 + y2 dx dy dz

ïî çàìêíóòîé îáëàñòè Q, îãðàíè÷åííîé ïëîñêîñòÿìè y = 0; z = 0; z =
a è ïîâåðõíîñòüþ y =

p
2x � x2 (ðèñ. 2.4, à)

Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìåêîîðäèíàò òðîéíîé èíòåãðàëïðåîáðàçóåòñÿ
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êîîðäèíàòàì â ïëîñêîñòè xOy, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèåçàìêíóòîé
îáëàñòèD:

D= f (r ; ' ) : 0 � ' � �
2; 0 � r � 2cos' g.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿäëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëàïîëó÷àåì

I =

�
2Z

0

d'

2cos'Z

0

rdr

aZ

0

zrdz =
a2

6

�
2Z

0

r 3
���
�
2cos'

0
d' =

=
4a2

3

�
2Z

0

(1 � sin2 ' )d(sin ' ) =
8
9

a2:

Ïðèìåð 2.3. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà Q, îãðàíè÷åííîãî ñôåðîé x2 +
y2 + z2 = 4 è ïàðàáîëîèäîì x2 + y2 = 3z (ðèñ. 2.5)

Îáúåì òåëàQ ðàâåí V =
RRR

Q
dx dy dz.

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìîå òåëî Q ÿâëÿåòñÿz-öèëèíäðè÷åñêèì, ò.å.
x2+ y2

3 � z �
p

4 � x2 � y2; D-ïðîåêöèÿ òåëàQ íà ïëîñêîñòü xOy, òî

V =
ZZ

D

dx dy

p
4� x2� y2
Z

x 2+ y2
3

dz:
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Ðèñ.2.5

Â äàííîì ñëó÷àåãðàíèöàçàìêíóòîé îáëàñòèd(D) ñîâïàäàåòñïðîåêöèåé
ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿñôåðû è ïàðàáîëîèäà, à ÷òîáû íàéòè óðàâíåíèå ýòîé
ïðîåêöèè, äîñòàòî÷íî èç óðàâíåíèé äâóõ ïîâåðõíîñòåé èñêëþ÷èòü
ïåðåìåííóþ z. Èç óðàâíåíèÿ ïàðàáîëîèäà x2 + y2 = 3z âûðàæàåì z è
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Ðèñ.2.6

8
><

>:

x = r cos' sin�;

y = r sin' sin�;

z = z cos� ;

(2.24)
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êîòîðûå îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèå çàìêíóòîé îáëàñòè 
 = f (r; '; � ) 2
R3 : r 2 [0; +1 ); ' 2 [0; 2� ]; � 2 [a; � ]g â çàìêíóòóþ îáëàñòü Q = R3

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû èìåþò ñëåäóþùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë:
1)âåëè÷èíàr åñòü äëèíà ðàäèóñ-âåêòîðà

��!
OM òî÷êè M ;

2) âåëè÷èíà' óãîë ìåæäó îñüþ Ox è ïðîåêöèåé
��!
OM1 ðàäèóñ-âåêòîðà

��!
OM íà ïëîñêîñòü xOy;

3)âåëè÷èíà� åñòü óãîë ìåæäó îñüþOz è âåêòîðîì
��!
OM .

ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (2.24) ðàâåí

I (r; '; � ) =

�
�
�
�
�
�

cos' sin� r cos� cos' � r sin� sin'
sin' sin� r cos� sin' r sin� cos'

cos� � r sin� 0

�
�
�
�
�
�

= r 2 sin�

.

Ïðèìåð 2.4. Âû÷èñëèòü ìàññó øàðà x2 + y2 + z2 � a2, åñëè ïëîò-
íîñòü � èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó � = r , ãäår - ðàññòîÿíèå òî÷êè øàðà
îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ìàññà øàðà ðàâíà ñëåäóþùåìó òðîéíîìó èíòåãðàëó:
m =

RRR

S

p
x2 + y2 + z2dx dy dz = [Ïåðåéäÿ ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò áóäåì çàìåíÿòü] =
2�R

0
d'

�R

0
d�

aR

0
r r 2 sin�dr = 2�

�R

0
sin� r 4

4

�
�
�
a

0
d� =

= �a 4

2 (� cos� )
�
�
�
�

0
= �a 4.

Мы
Печатная машинка
.
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ÃËÀÂÀ 3

Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

3.1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äëèíû êðèâîé, à òàêæå ôîðìóëû äëÿ åå âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ çàäàíèÿ êðèâîé, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå
èíòåãðàëà âäîëü ñïðÿìëÿåìîé (â ÷àñòíîñòè,ãëàäêîé èëè êóñî÷íî ãëàä-
êîé) êðèâîé òàê æå, êàê âäîëü ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè R2 ñ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êî-
îðäèíàò Oxy èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ AB (3.1), â
òî÷êàõ êîòîðîé çàäàíà äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f (M ) = f (x; y) : Âû-
áåðåì ðàçáèåíèåT = f A0; A1; :::; Ang êðèâîé AB ñ òî÷êàìè äåëåíèÿ
A0 = A; A 1; :::; An = B: Äëèíû ýëåìåíòàðíûõ äóã A i � 1A i îáîçíà÷èì
÷åðåç� si ; à ìàêñèìàëüíóþ èç ýòèõ äëèí - ÷åðåç � = � (T) : Âîçüìåì íà
êàæäîé äóãåA i � 1A i ïî òî÷êå M i (x i ; yi ) :

Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíîå ðàçáèåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü è â ñëó÷àå çà-
ìêíóòîé êðèâîé, åñëè çà òî÷êó A0; ñîâïàäàþùóþ â ýòîì ñëó÷àå ñ An;
âçÿòü ëþáóþ òî÷êó êðèâîé AB; à îñòàëüíûå òî÷êè A i ; i = 1,n-1; ðàñïî-
ëîæèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì íàïðàâëåíèåì íà íà ýòîé çàìêíóòîé
êðèâîé.
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Ðèñ.3.1

Ñîñòàâèì ñóììó âèäà
nX

i=1

f (xi ; yi ) � si ; (3.1)

êîòîðóþ íàçûâàþò èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f (x; y) âäîëü êðèâîé
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AB:
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðåäåëI èíòåãðàëüíûõ ñóìì (3.1) ïðè � (T) ! 0;

íå çàâèñÿùèé íè îò âûáîðà òî÷åê M i íà ýëåìåíòàðíûõ äóãàõ, ò.å. äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà " > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî� = � (" ) ; ÷òî äëÿ ëþáîãî
ðàçáèåíèÿ T = f A0; :::; Ang êðèâîé AB ñ ïàðàìåòðîì � (T) < � (" ) ïðè
ëþáîì âûáîðå òî÷åê M i íà äóãàõ A i � 1A i âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

�
�
�

nX

i =1

f (x i ; yi ) � si � I
�
�
� < " (3.2)

Òàêîé ïðåäåë íàçûâàþò êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà (èíî-
ãäà - ïåðâîãî òèïà) âäîëü êðèâîé (èëè äóãè) AB è îáîçíà÷àþò

I =
Z

AB

f (x; y) ds: (3.3)

Èòàê,
Z

AB

f (x; y) ds = lim
� ! 0

nX

i =1

f (x i ; yi ) � si :

Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà
íàïðàâëåíèå îáõîäà êðèâîé íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè, òàê êàê îò âûáîðà
íàïðàâëåíèÿ íå çàâèñèò èíòåãðàëüíàÿ ñóììà. Ïóñòü, íàïðèìåð, êðèâàÿ
AB íå çàìêíóòà, à BA îáîçíà÷àåò òó æå êðèâóþ, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì

Мы
Печатная машинка
.
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íàïðàâëåíèåì îáõîäà (îò B ê A; åñëè èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå
îò A ê B). Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

Z

AB

f (x; y) ds =
Z

BA

f (x; y) ds (3.4)

Ìîæíî îïðåäåëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà è äðóãèì
ñïîñîáîì. Ïóñòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùåì êðèâóþ Ã, çàäàíà
ôóíêöèÿ F (x; y; z) : Åñëè ãëàäêàÿ êðèâàÿÃ, çàäàíà óðàâíåíèåì

r (t) = x (t) i + y (t) j + z (t) k; t 2 [�; � ]; òî îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

�Z

�

F (x (t) ; y (t) ; z (t)) jr
0
(t) jdt

áóäåì íàçûâàòü êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà îò ôóíê-
öèè F (x; y; z) ïî êðèâîé Ã, è îáîçíà÷àòü

R

�
F (x; y; z) ds: Òàêèì îáðàçîì,

ïî îïðåäåëåíèþ

Z

�

F (x; y; z) ds =

�Z

�

F (x (t) ; y (t) ; z (t)) jr
0
(t) jdt: (3.5)

Òàê êàê êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå
(3.5), ôàêòè÷åñêè åñòü îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, íà íåãî ïåðåíîñÿòñÿ îñ-
íîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà: ëèíåéíîñòü, àääèòèâíîñòü,

Мы
Печатная машинка
.
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îöåíêà èíòåãðàëà ïî ìîäóëþ (ìîäóëü èíòåãðàëà íå ïðåâîñõîäèòü èíòå-
ãðàëà îò ìîäóëÿ ôóíêöèè), òåîðåìà î ñðåäíåì.

3.2. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà è
åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

1. Åñëè ãëàäêàÿ êðèâàÿ� çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
8
><

>:

x = x(t);

y = y(t); t 2 [�; � ];

z = z(t)

à ôóíêöèÿ F (x; y; z) íåïðåðûâíà íà êðèâîé � ; òî
Z

�

F (x; y; z) ds =

=

�Z

�

F (x (t) ; y (t) ; z (t))
q

(x0(t))2 + ( y0(t))2 + ( z0(t))2dt: (3.6)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè� � ïëîñêàÿ êðèâàÿ, òî
Z

�

F (x; y) ds =
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=

�Z

�

F (x (t) ; y (t))
q �

y0

t

� 2
+
�
x0

t

� 2
dt: (3.7)

2. Ïóñòü ãëàäêàÿêðèâàÿ� ÿâëÿåòñÿãðàôèêîì ôóíêöèè y = f (x) ; x 2
[a;b]; òî ôîðìóëà (3.7) ïðèìåò âèä

Z

�

F (x; y) ds =

=

bZ

a

F (x; f (x))
q

1+ (y0 (x))2dx: (3.8)

Àíàëîãè÷íî ïðè çàäàíèè êðèâîé ôóíêöèåé âèäàx = x (y) ; y 2 [c;d];
ïîëó÷àåì Z

�

F (x; y) ds =

=

dZ

c

F (x (y) ; y)
q

1+ (x0 (y))2dy: (3.9)

3. Ïóñòü êðèâàÿ � çàäàíà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíè-
åì r = r (' ); ' 2 [' 1; ' 2]: Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû x = r cos' è
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y = r sin' ñâÿçè äåêàðòîâûõ è ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò,à òàêæå âû-
ðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà äëèíû äóãè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

ds =
q

r 2(' ) + ( r 0(' ))2d'; íàõîäèì

Z

�

F (x; y) ds =

=

' 2Z

' 1

F (r (' ) cos'; r (' ) sin)
q

r 2(' ) + ( r 0(' ))2d': (3.10)

Åñëè ôóíêöèÿ F (x; y; z) íåîòðèöàòåëüíà, òî åå ìîæíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü êàê ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû âäîëü ýòîé êðèâîé,
à êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

R

�
� (x; y; z) ds� êàê ìàññó ýòîé êðèâîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ìåëêîì ðàçáèåíèè êðèâîé � íà äóãè A i � 1A i ; i =
1,n; ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðèíÿòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ ìàññû âî âñåõ òî÷êàõ êàæäîé ýëåìåíòàðíîé äóãè A i � 1A i � ïîñòîÿí-
íà è ðàâíà çíà÷åíèþ � (M i ) ëèíåéíîé ïëîòíîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
M i (x i ; yy) ýòîé äóãè. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç� Si äëèíó äóãèA i � 1A i ; äëÿ ìàññû
ýòîé äóãè áóäåì èìåòü

mi ' � (M i )� Si ; i = 1,n:
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Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìàññû m âñåé êðèâîé� ïîëó÷èì

m '
nX

i =1

� (M i )� Si :

Ïîãðåøíîñòü ýòîãî ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà òåì ìåíüøå, ÷åì ìåëü÷å
ðàçáèåíèå êðèâîé� ; ò.å. ÷åì ìåíüøå äëèíû � Si âñåõ ýëåìåíòàðíûõ äóã.
Ïîýòîìó åñòåñòâåííî çà ìàññó êðèâîé � ïðèíÿòü çíà÷åíèå ïðåäåëà

m = lim
� ! 0

nX

i =1

� (M i )� Si ;

ãäå� = max
i = 1,n

� Si � íàèáîëüøàÿ èç äëèí � Si ýëåìåíòàðíûõ äóã.

Ñðàâíèâàÿ äàííîå îïðåäåëåíèå ìàññû êðèâîé ñ îïðåäåëåíèåì êðèâî-
ëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà, ïîëó÷àåì

m =
Z

�

� (M )ds =
Z

�

� (x; y)ds: (3.11)

Ïðèìåð 3.1. Âû÷èñëèì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà
Z

AB

y
x

dS;

ãäåAB äóãà ïàðàáîëûy = x2

2 ; çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó òî÷êàìè A
�
1; 1

2

�
è

B(2; 2):



Êàôåäðà
ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà è äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Íà÷àëî

Ñîäåðæàíèå

J I

JJ II

Ñòðàíèöà 101 èç 275

Íàçàä

Íà âåñü ýêðàí

Çàêðûòü

I Â äàííîì ñëó÷àå

dS =
q

1 + ( y0(x))2dx =
p

1 + x2dx:

è â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.8)

Z

AB

y
x

dS =
1
2

2Z

1

x
p

1 + x2dx =
1
6

q
(1 + x2)3

�
�
�
2

1
=

5
p

5 � 2
p

2
6

: J

Ïðèìåð 3.2. Íàéäåì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà
Z

AB

ye� xdS

âäîëü êðèâîé AB; çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
(

x = ln
�
1 + t2

�

y = 2 arctg t � t; t 2 [0; 1]:

I Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.7) èìååì

dS =
q

(x0

t)2 + ( y0

t)2dt =

s
4t2

(1 + t2)2 +
4

(1 + t2)2 + 1 �
4

1 + t2dt = dt:
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Êðîìå òîãî, e� xy = (2 arctg t � t) 1
1+ t2 : Ñëåäîâàòåëüíî,

Z

AB

ye� xdS =

1Z

0

(2 arctg t � t)
1

1 + t2dt =

= arctg 2 t
�
�
�
1

0
�

1
2

ln(1 + t2)
�
�
�
1

0
=

� 2

16
�

ln2

2
: J

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü � - ïðàâûé ëåïåñòîê ëåìíèñêàòû Áåðíóëëè,
êîòîðûé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

r 2 = a2 cos 2'; ' 2 [� �
4; �

4]. Âû÷èñëèì
R

�

p
x2 + y2dS âäîëü êðèâîé �

Ðåøåíèå: Òàê êàêr (' ) = a
p

cos 2'; òî r
0
(' ) = � a sin 2'p

cos 2' è

r 2(' ) + ( r
0
(' ))2 = a2 cos 2' + a2sin2 2'

cos 2' = a2

cos 2' : Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â äàííîì

ñëó÷àå
p

x2 + y2 = r = a
p

cos 2'; è èñïîëüçóÿ 3.10 íàõîäèì

Z

�

p
x2 + y2dS =

�
4Z

� �
4

a
p

cos 2'
ad'

p
cos 2'

=
�
2

a2:

3.3. Ðàáîòà ñèëû íà êðèâîëèíåéíîì ïóòè

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé ÀÂ
â ïëîñêîñòè xOy â êàæäîé òî÷êå M åå ïóòè íà òî÷êó äåéñòâóåò ñèëà
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F(M) . Âûÿñíèì, êàê ìîæíî âû÷èñëèòü ðàáîòó ñèëû, äåéñòâóþùåé íà
ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿÀÂ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Ðàçîáüåì êðèâóþ ÀÂ òî÷êàìè A0 = A; A 1; :::; An = B íà ýëåìåíòàð-
íûå äóãè A i � 1A i ñ äëèíàìè � si è âûáåðåì íà êàæäîé èç òàêèõ äóã òî÷êó
M i (ðèñ. 3.2). Åñëè âûáðàííîå ðàçáèåíèå êðèâîéÀÂ äîñòàòî÷íî ìåëêîå,
òî ìîæíî ïðèíÿòü äâà äîïóùåíèÿ:

1)ïåðåìåùåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ó÷àñòêå A i � 1A i åå ïóòè ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì, ò.å. èç ïîëîæåíèÿ A i � 1 â ïîëîæåíèå A i òî÷êà
ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà � si ;

2)ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ïðè åå ïåðåìåùåíèè íà
ó÷àñòêåA i � 1A i ïîñòîÿííà è ñîâïàäàåò ñ F (M i ).

Ïðè ýòèõ äîïóùåíèÿõ ðàáîòà ñèëû ïðè ïåðåìåùåíèè ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè M èç ïîëîæåíèÿ A i � 1 â ïîëîæåíèå A i âäîëü ýëåìåíòàðíîé äóãè
A i � 1A i ; i = 1; n, ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ (F (M i ),

����!
A i � 1A i ). Ñóììèðóþ ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó äëÿ ðàáîòû

À, êîòîðóþ ñèëà ñîâåðøàåò ïðè ïåðåìåùåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî
êðèâîëèíåéíîìó ïóòè ÀÂ:

A �
nX

i =1

(F(M i );
����!
A i � 1A i ) (3.12)

Ïîãðåøíîñòü ýòîé ôîðìóëû, îïðåäåëÿåìàÿ ïðèíÿòûìè äîïóùåíèÿìè,
áóäåò òåì ìåíüøå, ÷åì ìåëü÷å ðàçáèåíèå êðèâîé ÀÂ. Ïîýòîìó åñòåñòâåí-
íî â êà÷åñòâå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ À ðàáîòû ïðèíÿòü ïðåäåë ñóììû â ïðà-

Мы
Печатная машинка
.
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Ðèñ.3.2

âîé ÷àñòè(3.12) ïðè � = max
i

� si , ò.å.ñ÷èòàåì ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

A = lim
� ! 0

nX

i=1

(F(Mi );
����!
Ai � 1Ai ) (3.13)

Ïðè � ! 0 äëèíà � si ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà Ai � 1Ai è äëèíà � si

ýëåìåíòàðíîé äóãèAi � 1Ai ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè áåñêîíå÷íî ìàëû -
ìè. Êðîìå òîãî, ïðè ìàëûõ � ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
F (Mi ) è

����!
Ai � 1Ai åñòüóãîë � (M i ) ìåæäó F (Mi ) è êàñàòåëüíûì âåêòîðîì

ê êðèâîé â òî÷êå Mi . Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòüðàâåíñòâî

Мы
Печатная машинка
.
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A = lim
� ! 0

nX

i =1

F(M i ) cos� (M i )� si : (3.14)

Â ýòîì ðàâåíñòâå ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè åñòü èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ
êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà. Ïîýòîìó

A =
Z

AB

F(M ) cos� (M ) ds: (3.15)

ÂûðàæåíèåF(M) cos� (M ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ âåêòîðàF(M)
íà êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîéÀÂ â òî÷êå M 2 AB . Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç t(M) åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé â òî÷êå M. Òîãäà
F(M) cos� (M )= (F(M), t(M) è ðàâåíñòâî (3.15) ïåðåéäåò â ðàâåíñòâî

A =
Z

AB

(F(M ); t(M )) ds: (3.16)

Ïóñòü P(M)è Q(M)� ïðîåêöèÿ âåêòîðà F(M) íà êîîðäèíàòíûå îñè.
Âåðíåìñÿ ê ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå (3.12). Îáîçíà÷èì ÷åðåç � x i è � yi

ïðîåêöèè âåêòîðà
����!
A i � 1A i íà êîîðäèíàòíûå îñè. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïðàâèëîì âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(F (M i );
����!
A i � 1A i ) = P(x i ; yi )� x i + Q(x i ; yi )� yi :
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Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî (3.13) ìîæíî çàïèñàòü

A = lim
� ! 0

nX

i =1

(P(x i ; yi )� x i + Q(x i ; yi )� yi ) (3.17)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà óæå íå ïðèâîäèò ê êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó
ïåðâîãî ðîäà, íî èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ñóììà â ïðà-
âîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû ïîõîæà íà ðàíåå âñòðå÷àâøèåñÿ èíòåãðàëüíûå
ñóììû, è íà åå îñíîâå ìîæíî ïîñòðîèòü èíòåãðàë íîâîãî òèïà.

3.4. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàíà êðèâàÿ ÀÂ è íà ýòîé êðèâîé �
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè P(x; y) è q(x; y). Ðàçîáüåì êðèâóþ ÀÂ òî÷êà-
ìè A0 = A; A 1; :::; An = B íà ýëåìåíòàðíûå äóãè A i � 1A i è âûáåðåì íà
êàæäîé äóãå òî÷êóM i (ex i ; eyi ) (ñì. ðèñ. 3.1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç x i ; yi êî-
îðäèíàòû òî÷êè A i . Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì ÷åðåç � x i = x i � x i � 1 è
� yi = yi � yi � 1 ïðîåêöèè âåêòîðîâ

����!
A i � 1A i íà êîîðäèíàòíûå îñè Ox è

Oy. Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíûå ñóììû

nX

i =1

P(x i ; yi )� x i ;
nX

i =1

Q(x i ; yi )� yi (3.18)

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
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âäîëü êðèâîé ÀÂ äëÿ ôóíêöèè P(x; y) ïî ïåðåìåííîé x è äëÿ ôóíêöèè
Q(x; y) ïî ïåðåìåííîé y. Ïî-ïðåæíåìó ÷åðåç � îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ
èç äëèí � si ýëåìåíòàðíûõ äóã A i � 1A i , ò.å.� = max

i = 1;n
� si .

Åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëûI 1; I 2 ýëåìåíòàðíûõ ñóìì (3.18) ïðè � ! 0,
íå çàâèñÿùèå íè îò ðàçáèåíèÿ êðèâîé ÀÂ íà ýëåìåíòàðíûå äóãè, íè îò
âûáîðà òî÷åê M i íà ýòèõ äóãàõ, òî ýòè ïðåäåëû íàçûâàþòêðèâîëèíåé-
íûìè èíòåãðàëàìè âòîðîãî ðîäà âäîëü êðèâîé ÀÂ îò ôóíêöèè
P(x; y) ïî ïåðåìåííîé x è äëÿ ôóíêöèè Q(x; y) ïî ïåðåìåííîé y è îáî-
çíà÷àþò

Z

AB

P(x; y)dx;
Z

AB

Q(x; y)dy

Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ

Z

AB

P(x; y)dx = lim
� ! 0

nX

i =1

P(x i ; yi )� x i (3.19)

Z

AB

Q(x; y)dy = lim
� ! 0

nX

i =1

Q(x i ; yi )� yi (3.20)

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñóììà èíòåãðàëîâ (3.19) è (3.20)
îò ôóíêöèé P(x; y) è Q(x; y) (â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýòè ôóíêöèè ìîãóò ñîâ-

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
.

Мы
Печатная машинка
.
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ïàäàòü). Òàêóþ ñóììó íàçûâàþò êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòî-
ðîãî ðîäà îáùåãî âèäà è çàïèñûâàþò ïîä îäíèì çíàêîì èíòåãðàëà:

Z

AB

P(x; y)dx +
Z

AB

Q(x; y)dy =
Z

AB

P(x; y)dx + Q(x; y)dy: (3.21)

Ê êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà ïðèâîäèò çàäà÷à âû÷èñ-
ëåíèÿ ðàáîòû ñèëû ïðè ïåðåìåùåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî êðèâîëè-
íåéíîìó ïóòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3.17)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ïðåäåëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
åñòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðå-
ìåííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî (3.17) ìîæåì çàïèñàòü

A =
Z

AB

P(x; y)dx + Q(x; y)dy; (3.22)

ãäåP(x; y) è Q(x; y) � ïðîåêöèè ñèëû F = F (x; y) íà êîîðäèíàòíûå îñè
Ox è Oy.

Îòìåòèì, ÷òî ðàáîòó ñèëû íà êðèâîëèíåéíîì ïóòè ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü èêðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà â âèäå (3.16). Ýòî ïîç-
âîëÿåò çàïèñàòü ðàâåíñòâî

Z

AB

P(x; y)dx + Q(x; y)dy =
Z

AB

Ft ds:
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Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé ÀÂ ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íàÿ ñâÿçü ìåæ-
äó êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ:

Z

AB

P(x; y; z)dx + Q(x; y; z)dy + R(x; y; z)dz =

=
Z

AB

(P cos� + Q cos� + R cos
 )ds =
Z

AB

Ft ds;

ãäåF=F (M ) � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé P(M ) = P(x; y; z),
Q(M ) = Q(x; y; z) è R(M ) = R(x; y; z) ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ôóíê-
öèÿìè â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz, à �; �; 
 �
óãëû, îáðàçîâàííûå åäèíè÷íûì âåêòîðîì t=(M) , êàñàòåëüíûì ê êðèâîé
ÀÂ â òî÷êå Ì , ñ îñÿìè Ox, Oy è Oz ñîîòâåòñòâåííî.

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó L ÷à-
ñòî îáîçíà÷àþò ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì

H
è èíîãäà íàçûâàþò êîíòóðíûì

èíòåãðàëîì. Äëÿ òàêîãî èíòåãðàëà íàïðàâëåíèå îáõîäà óæå íåëüçÿ çà-
äàòü, óêàçàâ íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êó êðèâîé. ×òîáû îïðåäåëèòü
íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ñïîñîáû.
Íàïðèìåð, ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè êîíòóðà â êà÷åñòâå íàïðàâëå-
íèÿ åãî îáõîäà ìîæíî âûáðàòü òî, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàíèþ
ïàðàìåòðà êðèâîé.

Â ïëîñêîì ñëó÷àå äëÿ ïðîñòåéøèõ êîíòóðîâ (îêðóæíîñòü, ýëëèïñ) íà-
ïðàâëåíèå îáõîäà ÷àñòî ñðàâíèâàþò ñ äâèæåíèåì ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðè
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ýòîì îáõîä êîíòóðà ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè(èëè ïðîñòî ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè)íàçûâàþò ïîëîæèòåëüíûì, à îáõîä êîíòóðà ïî õîäó
÷àñîâîé ñòðåëêè(ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå)íàçûâàþò îòðèöàòåëüíûì

(ðèñ.3.3, à).

Ðèñ.3.3

Â ïðèëîæåíèÿõ çà÷àñòóþêîíòóð ôèãóðèðóåòêàê ãðàíèöà íåêîòîðîé
ïëîñêîé îáëàñòè(â ýòîì ñëó÷àåêîíòóð ïðîñòîé ). Òîãäà îáõîä êîíòóðà
ìîæíî ñîîòíåñòè ñ ýòîé îáëàñòüþ: ïðè ïîëîæèòåëüíîì îáõîäå êîíòóðà
îáëàñòüâñåâðåìÿ îñòàåòñÿñëåâà,à ïðè îòðèöàòåëüíîì � ñïðàâà

(ðèñ.3.3, á).
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3.5. Ñóùåñòâîâàíèå è âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
âòîðîãî ðîäà

Ïóñòü ïëîñêàÿ êðèâàÿ AB çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè(
x = x(t);

y = y(t);
t 2 [�; � ],

ãäå ôóíêöèè x(t) è y(t) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [�; � ]. Ïðåäïîëàãàåì ,
÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t = � ñîîòâåòñòâóåò òî÷êåA , à çíà÷åíèå T = �
- òî÷êå B.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ôóíêöèè x(t) è y(t) â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðåä-
ñòàâëåíèè êðèâîéAB íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, à ôóíêöèè P(x; y)
è Q(x; y) íåïðåðûâíû íà êðèâîé AB , òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòî-
ðîãî ðîäà îáùåãî âèäà âäîëü êðèâîé AB îò ôóíêöèé P(x; y) è Q(x; y)
ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì äëÿ íåãî âåðíî ðàâåíñòâî

Z

AB

P(x; y)dx + Q(x; y)dy =

bZ

a

(P(x(t); y(t))x;(t) + Q(x(t); y(t))y;(t)) dt

(3.23)

Äîêàçàòåëüñòâî

Мы
Печатная машинка
.
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Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàëâòîðîãî ðîäà îáùåãî âèäàñîñòîèò èç äâóõ
÷àñòåé, îïðåäåëÿåìûõ ôóíêöèÿìè P(x; y) è Q(x; y) . Ìîæíî îãðàíè÷èò-
ñÿ äîêàçàòåëüñòâîìòåîðåìû ëèøü äëÿ îäíîé ÷àñòè, òàêêàêäëÿ äðóãîé
÷àñòèäîêàçàòåëüñòâîàíàëîãè÷íî.
Èòàê, äîêàæåì, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé íà ãëàäêîé êðèâîé AB ôóíêöèè
P(x; y) êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàëâòîðîãî ðîäà ïî ïåðåìåííîìó x ñóùå-
ñòâóåò,ïðè÷åì

Z

AB

P(x; y)dx =

bZ

a

P(x(t); y(t))x;(t)dt: (3.24)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèåêðèâîé AB òî÷êàìè
A0 = A; A1; : : : ; An = B íà ýëåìåíòàðíûå äóãè Ai � 1Ai .Ïóñòü ti ; i =

o;n- çíà÷åíèå ïàðàìåòðà êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùèåòî÷êè Ai . Äëÿ ýòèõ
çíà÷åíèé âåðíû ñîîòíîøåíèÿ
t0 = � < t1 < t2 < � � � < tn� 1 < tn = �
Íà êàæäîé ýëåìåíòàðíîé äóãåAi � 1Ai ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì
òî÷êó Mi (xi ;b byi ), è ïóñòü � i - çíà÷åíèå ïàðàìåòðà , îòâå÷àþùåå ýòîé òî÷-
êå. Î÷åâèäíî, ÷òî t i � 1 � � i � t i , i = 1; n. Äëÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû S ,
ñîîòâåòñòâóþùåéâûáðàííîìó ðàçáèåíèþ êðèâîé AB , ìîæåì çàïèñàòü

S =
nP

i=1
P(bxi ; byi )� xi =

nP

i= 1
P(x(� i ); y(� i ))( x(t i ) � x(t i � 1)) =
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=
nP

i =1
P(x(� i ); y(� i ))

t iR

t i � 1

x;(t)dt =
nP

i =1

t iR

t i � 1

P(x(� i ); y(� i ))x;(t)dt:

Èíòåãðàë I â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû 3.24 â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ñóùå-
ñòâóåò , òàê êàê åãî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[�; � ]. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, çà-
ïèøåì

I =
bR

a
P(x(t); y(t))x;(t)dt =

nP

i =1

t iR

t i � 1

P(x(t); y(t))x;(t)dt.

Èç ïîëó÷åííûõ ïðåäñòàâëåíèé èíòåãðàëüíîé ñóììû S íàõîäèì

S � I =
nP

i =1

t iR

t i � 1

(P(x(� i ); y(� i )) � P(x(t); y(t))) x;(t)dt:

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà.
Òàê êàê ôóíêöèÿ F (t) = P(x(t); y(t)) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [�; � ] . Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî � > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå� (� ) > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ
çíà÷åíèé t ;; t ;; 2 [�; � ] , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ jt ; � t ;;j < � (� ); âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî jF (t ;) � F (t ;;j < � . Ôóíêöèÿ s(t) ïåðåìåííîé äëèíû
äóãè êðèâîé AB , îòñ÷èòûâàåìîé îò åå íà÷àëüíîé òî÷êè A , ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé è âîçðàñòàþùåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ t(s), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [0; sAB ], ãäåsAB

- äëèíà êðèâîé AB .
Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, à ìîäóëü åå ïðîèçâîäíîé
jt ;(s)j äîñòèãàåò íà îòðåçêå[0; sAB ] íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
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K 1, ò. å. jt ;(s)j � K 1; 0 � s � sAB . Èç ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé
âûòåêàåò, ÷òî

jbti � t i � 1j = jt ;(� i )j� si � K 1� si � K 1� ,
ãäåsi = s(t i ); i = 0; n; � si = si � si � 1 - äëèíû ýëåìåíòàðíûõ äóã ðàç-
áèåíèÿ êðèâîé, à � = max

i = 1;n
� si . Ïóñòü ðàçáèåíèå êðèâîé óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ � < � (� )=K1 Òîãäà äëÿ ëþáûõ t ;; t ;; 2 [t i � 1; t i ] èìååì

jt ; � t ;;j � t i � t i � 1 � K 1� si < � (� ).

Ñëåäîâàòåëüíî F (� i ) � F (t)j < � ïðè t 2 [t i � 1; t i ]è

jS � I j �
nP

i =1

t iR

t i � 1

(P(x(� i ); y(� i )) � P(x(t); y(t))) x;(t)dt < �K 2

nP

i =1
� t i =

�K (b� a),
ãäåK 2 - ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [�; � ] ôóíêöèè
jx;(t)j. Òàêèì îáðàçîì, S ! I ïðè � = max

i = 1;n
� si ! 0 , ÷òî äîêàçûâàåò

òåîðåìó.

Ñîãëàñíî äîêàçàííîé òåîðåìå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòå-
ãðàëà âòîðîãî ðîäà â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè íåîáõîäèìî îò ïåðå-
ìåííûõ x è y ïåðåéòè ê ïàðàìåòðó t êðèâîé , äëÿ ÷åãî ÷åðåçt ñëåäóåò
âûðàçèòü ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè P(x; y); Q(x; y) è äèôôåðåíöèàëû
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dx; dy. Â äîêàçàòåëüñòâåòåîðåìû ïðåäïîëàãàëîñü , ÷òî íà÷àëüíîé òî÷êå
A êðèâîé AB ñîîòâåòñòâóåòëåâûé êîíåö îòðåçêà [�; � ], ÿâëÿþùåãîñÿ
îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà êðèâîé. Åñëè æå ïàðàìåòðèçàöèÿ êðè-
âîé íå ñîãëàñîâàíà ñ íàïðàâëåíèåì ååîáõîäà, òî â ôîðìóëå 3.23îïðåäå-
ëåííûé èíòåãðàëñïðàâàñîîòâåòñòâóåòïðîòèâîïîëîæíîìó íàïðàâëåíèþ
îáõîäà, ò.å. ëåâàÿè ïðàâàÿ ÷àñòèôîðìóëû îòëè÷àþòñÿ çíàêàìè. Äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ðàâåíñòâàìîæíî â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëåïîìåíÿòü
ìåñòàìè ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâóåòñëåäóþ-
ùåå ïðàâèëî: ïðè ïåðåõîäå îò êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëàâòîðîãî ðîäà ê
îïðåäåëåííîìó íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòü
íà÷àëüíîé òî÷êå êðèâîé , à âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ - êîíå÷íîé.

Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà çàäàíèÿ ïëîñêîé êðèâîé AB Åñëè êðèâàÿ
AB çàäàíà óðàâíåíèåì y = y(x), x 2 [a;b] , òî â êà÷åñòâåïàðàìåòðà
êðèâîé ìîæíî âçÿòüàáñöèññóx òî÷êè íà êðèâîé. Â ýòîì ñëó÷àåâ ñîîò -
âåòñòâèèñ ôîðìóëîé 3.23ïîëó÷àåì

Z

AB

P(x; y)dx + Q(x; y)dy =
Z

AB

(P(x; y(x)) + Q(x; y(x))y;(x)) dx (3.25)

ãäåa è b - àáñöèññûòî÷åê A è B ýòîé êðèâîé. Ïðè çàäàíèè êðèâîé â
âèäåx = x(y); y 2 [c;d], â êà÷åñòâåïàðàìåòðà ìîæåì âçÿòüîðäèíàòó y

Мы
Печатная машинка
.
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òî÷êè êðèâîé. Òîãäà

Z

AB

P(x; y)dx + Q(x; y)dy =

�Z

�

(P(x(y); y) + Q(x(y); y)) dy (3.26)

Çäåñüc è d - îðäèíàòû òî÷åê A è B êðèâîé.

Òåîðåìà 3.1 áåç êàêèõ-ëèáî çàòðóäíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé êðèâîé.

Ïðèìåð 3.4. Íàéäåì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

I =
Z

AB

(4x � y)dx + 5x2ydy

âäîëü ïàðàáîëû y = 3x2 ìåæäó åå òî÷êàìè A(0; 0) è B(1; 3):
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.25) èìååì

I =

1Z

0

((4x � 3x2) + 5 x23x26x)dx =

1Z

0

(4x � 3x2 + 90x5)dx =

= (2 x2 � x3 + 15x6)j10 = 16:

Мы
Печатная машинка
.
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3...6 Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâàêðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî
ðîäà îáùåãî âèäà.

1� . Ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ îáõîäà êðèâîé êðèâîëèíåéíûé èí -
òåãðàëâòîðîãî ðîäà âäîëü ýòîé êðèâîé ìåíÿåò çíàê:

Z

AB

P(x; y)dx + Q(x; y)dy = �
Z

BA

P(x; y)dx + Q(x; y)dy:

2� . Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü k ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê êðèâîëèíåé-
íîãî èíòåãðàëà:

Z

AB

kP(x; y)dx + kQ(x; y)dy = k
Z

BA

P(x; y)dx + Q(x; y)dy:

3� . Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë îò ñóììû äâóõ ôóíêöèé ðàâåí ñóììå
èíòåãðàëîâ îò êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ:

Z

AB

(P1(x; y) + P2(x; y))dx =
Z

AB

P1(x; y)dx +
Z

AB

P2(x; y)dx:

Z

AB

(Q1(x; y) + Q2(x; y))dx =
Z

AB

Q1(x; y)dx +
Z

AB

Q2(x; y)dx:
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