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Çíàêîìñòâî ñ ÝÓÌÊ

Ýëåêòðîííûé ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ (äàëåå � ÝÓÌÊ) ñîäåð-
æèò êóðñ ëåêöèé è ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé, çàäàíèÿ äëÿ ïîäãîòîâêè ê
ýêçàìåíó è çà÷åòó, âàðèàíòû çàäàíèé äëÿ èíäèâèäóàëüíîé ðàáîòû, à
òàêæå èíòåðàêòèâíûå òåñòîâûå çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ ïî ðàçäåëàì
¾Ââåäåíèå â àíàëèç¿ è ¾Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå¿ äèñöèïëèíû
¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿. Íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðèìåðîâ è
ðàçîáðàííûõ ðåøåíèé çàäà÷ ïîìîæåò â ñàìîñòîÿòåëüíîì èçó÷åíèè âàæ-
íåéøåãî ðàçäåëà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

ÝÓÌÊ íå ïðåäúÿâëÿåò íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ òðåáîâàíèé ê ñèñòåìå.
ÝÓÌÊ ïðåäñòàâëåí â äâóõ âàðèàíòà � äëÿ ñòàíäàðòíûõ ìîíèòîðîâ (ñî-
îòíîøåíèå ñòîðîí 4:3) è äëÿ øèðîêîôîðìàòíûõ ìîíèòîðîâ (ñîîòíîøå-
íèå ñòîðîí 16:9). Â ïðàâîé ÷àñòè ýêðàíà íàõîäèòñÿ íàâèãàöèîííàÿ ïà-
íåëü. Îïèøåì ïðåäíàçíà÷åíèå êíîïîê íà íàâèãàöèîííîé ïàíåëè:

� êíîïêà ¾Íà âåñü ýêðàí¿ ïîçâîëÿåò ¾ðàçâåðíóòü¿ ÝÓÌÊ íà âåñü
ýêðàí ìîíèòîðà;

� êíîïêà ¾Íà÷àëî¿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ áûñòðîãî ïåðåõîäà íà òèòóëü-
íóþ ñòðàíèöó ÝÓÌÊ;

� êíîïêà ¾Ñîäåðæàíèå¿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ áûñòðîãî ïåðåõîäà ê ðàç-
äåëó ¾Ñîäåðæàíèå¿ ÝÓÌÊ;

� êíîïêà ¾Ïðèëîæåíèå¿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ áûñòðîãî ïåðåõîäà ê ðàç-
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äåëó ¾Ïðèëîæåíèå¿, â êîòîðîì ïðèâîäÿòñÿ ãðàôèêè îñíîâíûõ ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé;

� êíîïêà ¾Íàçàä¿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âîçâðàòà íà òó ñòðàíèöó ÝÓÌÊ,
ñ êîòîðîé áûë ñîâåðøåí ïåðåõîä íà ëþáóþ äðóãóþ ñòðàíèöó ñ ïîìîùüþ
ãèïåðññûëêè èëè êíîïêè íàâèãàöèîííîé ïàíåëè;

� êíîïêà ¾Çàêðûòü¿ ïîçâîëÿåò çàêîí÷èòü ðàáîòó ñ ÝÓÌÊ.
Êðîìå óêàçàííûõ âûøå êíîïîê íàâèãàöèîííàÿ ïàíåëü ñîäåðæèò êíîï-

êè, ïîçâîëÿþùèå ¾ëèñòàòü¿ ñòðàíèöû ÝÓÌÊ, à òàêæå êíîïêè áûñòðîãî
ïåðåõîäà íà ïåðâóþ è ïîñëåäíþþ ñòðàíèöû (â ïîëíîýêðàííîì ðåæèìå
ñòðàíèöû ÝÓÌÊ ìîæíî ¾ëèñòàòü¿ íàæèìàÿ êëàâèøè ¾ïðîáåë¿, ¾âëå-
âî¿, ¾âïðàâî¿ íà êëàâèàòóðå, èëè ñ ïîìîùüþ êîëåñèêà ìûøè). Íà íà-
âèãàöèîííîé ïàíåëè óêàçûâàåòñÿ íîìåð ñòðàíèöû, êîòîðàÿ îòêðûòà â
ìîìåíò ïðîñìîòðà ÝÓÌÊ. Íàæàâ íà îòîáðàæàåìûé íîìåð ñòðàíèöû
êóðñîðîì ìûøè, ìîæíî âûçâàòü îêíî, ïîçâîëÿþùåå ñîâåðøèòü ïåðåõîä
íà ëþáóþ ñòðàíèöó ÝÓÌÊ.

Òåñòû, âêëþ÷åííûå â äàííûé ÝÓÌÊ, ïðåäíàçíà÷åíû èñêëþ÷èòåëü-
íî äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ ñòóäåíòîâ è íîñÿò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â õîäå èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû ñòóäåíòû äîëæíû, ïðåæ-
äå âñåãî, íàó÷èòüñÿ ëîãè÷åñêè ìûñëèòü, ïðèîáðåñòè íàâûêè ðåøåíèÿ çà-
äà÷ è îñíîâíîå âíèìàíèå ñëåäóåò óäåëèòü ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ðàññóæäåíèé è âûïîëíåíèþ ñòóäåíòàìè çàäà÷ è óïðàæíåíèé.
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Ïðåäèñëîâèå

Ïðåäëàãàåìûé âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèé êîìïëåêñ
(äàëåå � ÓÌÊ) ïðåäíàçíà÷åí â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòóäåíòàì ôèçè÷åñêèõ
ñïåöèàëüíîñòåé óíèâåðñèòåòîâ, õîòÿ çíà÷èòåëüíàÿ åãî ÷àñòü ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà è ñòóäåíòàìè äðóãèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

Ïðè ñîñòàâëåíèè ÓÌÊ àâòîðû ðóêîâîäñòâîâàëèñü ó÷åáíûìè ïðîãðàì-
ìàìè ïî äèñöèïëèíå ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñïåöè-
àëüíîñòåé óíèâåðñèòåòîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûìè ïðîãðàììàìè,
íà èçó÷åíèå ðàçäåëà ¾Ââåäåíèå â àíàëèç¿ îòâîäèòñÿ 26 ÷àñîâ ëåêöèé è 22
÷àñà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé, à íà èçó÷åíèå ðàçäåëà ¾Äèôôåðåíöèàëüíîå
èñ÷èñëåíèå¿ � 20 ÷àñîâ ëåêöèé è 22 ÷àñà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé.

ÓÌÊ îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå îñíîâíîé äèäàêòè÷åñêîé öåëè � ñà-
ìîîáðàçîâàíèÿ. Â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùåãî îáúåìà íàó÷íîé
(à çíà÷èò è ó÷åáíîé) èíôîðìàöèè êîëè÷åñòâî ÷àñîâ, ïðåäóñìîòðåííûõ
ó÷åáíûìè ïëàíàìè íà ïðåïîäàâàíèå òðàäèöèîííî èçó÷àåìûõ äèñöèïëèí,
èìååò óñòîé÷èâóþ òåíäåíöèþ ê ñîêðàùåíèþ. Â ýòîé ñâÿçè íåîáõîäèìî,
÷òîáû ó÷åáíûå äèñöèïëèíû, åùå íå ïîòåðÿâøèå ñâîåé àêòóàëüíîñòè,
ïðåïîäàâàëèñü íà ñîâðåìåííîì íàó÷íîì óðîâíå, ïîëíîöåííî è êðàòêî.
Ïðè ýòîì ãëóáîêîå èçó÷åíèå ìàòåðèàëà ñòóäåíòàìè âîçìîæíî òîëüêî
ïðè óñëîâèè óñïåøíîé îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ.

Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà â ÓÌÊ ïðèâîäèòñÿ â íàèáîëåå îïòèìàëüíîé ïî
ìíåíèþ àâòîðîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà ïðèâî-
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äÿòñÿ ñòàíäàðòíûå è ñïåöèôè÷åñêèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷, ñ
öåëüþ îáó÷åíèÿ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ïîèñêó íàèáîëåå ðàöèîíàëü-
íîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ. Â êîíöå êàæäîé ëåêöèè ïðèâîäÿòñÿ âîïðîñû è
çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ ñ öåëüþ ïîìî÷ü ñòóäåíòàì â ïðîâåðêå óñâîå-
íèÿ èìè òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Íàðÿäó ñ ïðèìåðàìè, àíàëîãè÷íûìè
ðåøåííûì íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ, ÓÌÊ ñîäåðæèò äîñòàòî÷íî áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî íåòðèâèàëüíûõ çàäà÷, íå âñå èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü
ðåøåíû â àóäèòîðèè èëè ñàìîñòîÿòåëüíî, ìíîãèå çàäà÷è îêàæóòñÿ ïî-
ëåçíûìè äëÿ êðóæêîâîé ðàáîòû ñ íàèáîëåå ñèëüíûìè ñòóäåíòàìè. ÓÌÊ
ñîäåðæèò îáøèðíûé ìàòåðèàë äëÿ êîíòðîëüíûõ è èíäèâèäóàëüíûõ ðà-
áîò, à òàêæå âîïðîñû äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó è çà÷åòó ïî ðàçäåëàì
¾Ââåäåíèå â àíàëèç¿ è ¾Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå¿.
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Ââåäåíèå â àíàëèç 26 22

1 Ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè. Äåéñòâèòåëü-
íûå ÷èñëà êàê áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè. Ãåîìåòðè÷å-
ñêîå èçîáðàæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ìîäóëü äåéñòâèòåëü-
íîãî ÷èñëà, åãî ñâîéñòâà. ×èñëîâûå ïðîìåæóòêè. Îãðàíè÷åííûå
è íåîãðàíè÷åííûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. Ãðàíè îãðàíè÷åííîãî
ìíîæåñòâà. Íåïðåðûâíîñòü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

4 6

2 Ôóíêöèè. Ïîíÿòèå ôóíêöèè. Ãðàôèê ôóíêöèè. Ñïîñîáû çà-
äàíèÿ ôóíêöèè. Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôèêîâ
ôóíêöèé. Êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé ïî ñâîéñòâàì (÷åòíîñòü, ïå-
ðèîäè÷íîñòü, ìîíîòîííîñòü, îãðàíè÷åííîñòü). Îáðàòíûå ôóíê-
öèè.

4 4

3 Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîíÿòèå ÷èñëî-
âîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîíÿòèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà ñõîäÿùåéñÿ ÷èñëîâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåë ìîíîòîí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëî e êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Íàòóðàëüíûå ëîãàðèôìû. Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ.
Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà. Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

4 2
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4 Ïðåäåë ôóíêöèè. Ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè. Åäèíñòâåí-
íîñòü ïðåäåëà ôóíêöèè. Ëîêàëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè,
èìåþùåé êîíå÷íûé ïðåäåë. Ñîõðàíåíèå ôóíêöèåé çíàêà ïðåäå-
ëà. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ. Òåîðåìà î òðåõ ôóíê-
öèÿõ. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè. Òåîðå-
ìû î ïðåäåëàõ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî; îñîáûå ñëó÷àè
ïðåäåëîâ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî. Íåîïðåäåëåííîñòè.
Çàìå÷àòåëüíûå è âàæíûå ïðåäåëû. Òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ ïðåäå-
ëîâ. Ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ è åå ïðåäåë.

8 6

5 Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà. Íåïðåðûâ-
íîñòü ôóíêöèè â òî÷êå. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà ìíîæå-
ñòâå. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íåïðåðûâíûìè ôóíêöè-
ÿìè. Íåïðåðûâíîñòü êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Òî÷-
êè ðàçðûâà, èõ êëàññèôèêàöèÿ. Îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü.
Íåïðåðûâíîñòü ìîíîòîííîé è îáðàòíîé ôóíêöèè. Òåîðåìû
Áîëüöàíî-Êîøè. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå. Òåîðåìà Êàíòîðà.

6 4

6 Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè∗. Ñóùåñòâîâàíèå êîðíÿ ñ íàòó-
ðàëüíûì ïîêàçàòåëåì. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâî ñòåïåíè ñ äðîá-
íûì ïîêàçàòåëåì. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ðàöèîíàëüíûì ïî-
êàçàòåëåì. Îïðåäåëåíèå è ñóùåñòâîâàíèå ñòåïåíè ñ èððàöèî-
íàëüíûì ïîêàçàòåëåì. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ è åå ñâîéñòâà.
Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è åå
ñâîéñòâà. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì.
Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.
Íåïðåðûâíîñòü îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
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Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå 20 22

1 Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè îäíîé ïåðå-

ìåííîé. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé. Ïîíÿòèå
ïðîèçâîäíîé, å¼ ãåîìåòðè÷åñêèé è ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë. Êàñà-
òåëüíàÿ è íîðìàëü ê ãðàôèêó ôóíêöèè. Îäíîñòîðîííèå ïðîèç-
âîäíûå. Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå. Êðè-
òåðèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèðóåìî-
ñòüþ è íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè â òî÷êå. Ïîíÿòèå äèôôåðåí-
öèàëà ôóíêöèè, åãî ãåîìåòðè÷åñêèé è ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë.

10 10

Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíî-
ãî. Ïðîèçâîäíûå íåêîòîðûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
Ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé (ñëîæíîé ôóíêöèè). Äèô-
ôåðåíöèàë êîìïîçèöèè ôóíêöèé. Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåð-
âîãî äèôôåðåíöèàëà. Äèôôåðåíöèàë è ïðèáëèæåííûå âû÷èñ-
ëåíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ. Ïðîèçâîäíàÿ ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé ôóíêöèè. Ïðî-
èçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ìåõàíè÷åñêèé
ñìûñë âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ôîðìóëà Ëåéáíèöà. Ïàðàìåòðè-
÷åñêè çàäàííàÿ êðèâàÿ. Ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûå ôóíêöèè.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè. Âåê-
òîðíîçíà÷íûå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé è èõ äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé.

2 Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Òåîðåìû Ôåðìà, Ðîëëÿ, Ëàãðàíæà, Êîøè.
2 2



23

� Íàçâàíèå òåìû, ïåðå÷åíü èçó÷àåìûõ âîïðîñîâ ËÊ ÏÐ

3 Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ïðàâèëà
Ëîïèòàëÿ (ðàñêðûòèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé ïðè íàõîæäåíèè ïðå-
äåëîâ). Ôîðìóëà Òåéëîðà. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè
â òî÷êå. Êðèòåðèé ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè íà ïðîìå-
æóòêå. Ïîíÿòèå ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíêöèè. Íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìàêñèìóìà è ìèíè-
ìóìà ôóíêöèè. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.
Âûïóêëûå ôóíêöèè. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè ôóíê-
öèè íà èíòåðâàëå. Òî÷êè ïåðåãèáà. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ïåðåãèáà. Âåðòèêàëüíàÿ, ãîðèçîíòàëüíàÿ è íàêëîííàÿ
àñèìïòîòû. Êðèòåðèé ãîðèçîíòàëüíûõ è íàêëîííûõ àñèìïòîò.
Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå å¼ ãðàôèêà (ñ ïðèìåíåíè-
åì äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ).

8 10

∗ � òåìà çàïëàíèðîâàíà äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ (âåñü íåîáõîäèìûé ìà-

òåðèàë ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â [1]).
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Ïðåäìåò ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç èçó÷àåò ôóíêöèè è èõ îáîáùåíèÿ (ôóíêöè-
îíàëû, îïåðàòîðû è ò.ä.) ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.
Ïîíÿòèå ïðåäåëà áàçèðóåòñÿ íà ïîíÿòèè áåñêîíå÷íî ìàëîé âåëè÷èíû,
ïîýòîìó àíàëèç ôóíêöèé è èõ îáîáùåíèé ïðîâîäèòñÿ ïîñðåäñòâîì áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ.

Â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç â øèðîêîì ñìûñëå âêëþ÷àþòñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå, ðÿäû, òåîðèÿ ôóíêöèé äåéñòâè-
òåëüíîãî ïåðåìåííîãî, êîìïëåêñíûé àíàëèç (òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñ-
íîãî ïåðåìåííîãî), òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ (êàê îáûêíîâåííûå, òàê è ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè), òåîðèÿ èíòå-
ãðàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ãåîìåòðèÿ, âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Ìíîãèå
äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå äèñöèïëèíû ïðèìåíÿþò è ðàçâèâàþò ìåòîäû ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ê íèì ìîæíî îòíåñòè òîïîëîãèþ, ìåòîäû ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòè-
êó, òåîðèþ ÷èñåë è ò. ä. Áàçó æå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñîñòàâëÿþò �
òåîðèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òåîðèÿ ïðåäåëîâ, òåîðèÿ ðÿäîâ, äèôôå-
ðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå.
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ËÅÊÖÈß 1

Ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

1.1. Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè
Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà â ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì, íåîïðåäåëÿå-

ìûì. Åãî ñèíîíèìû � ñëîâà ¾êëàññ¿, ¾ñåìåéñòâî¿, ¾ñîâîêóïíîñòü¿, ¾íà-
áîð¿ è ò.ä. Ñîçäàòåëü òåîðèè ìíîæåñòâ íåìåöêèé ìàòåìàòèê Ãåîðã Êàí-
òîð (1845�1918) ãîâîðèë, ÷òî ¾ìíîæåñòâî åñòü ìíîãîå, ìûñëèìîå êàê
åäèíîå öåëîå¿. Îáúåêòû ëþáîé ïðèðîäû (÷èñëà, ëþäè, ãîðîäà, è ò.ä.),
ñîñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâà, íàçûâàþòñÿ åãî ýëåìåíòàìè. Ìíîæåñòâà îáî-
çíà÷àþòñÿ áîëüøèìè, à èõ ýëåìåíòû � ìàëûìè áóêâàìè îáû÷íî ëàòèí-
ñêîãî àëôàâèòà. Òàê, â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè áóêâàìè N , Z, Q, R
îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëü-
íûõ è äåéñòâèòåëüíûõ (âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë. Çàïèñü a ∈ A èëè A 3 a
îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A (∈ � çíàê ïðèíàä-
ëåæíîñòè). Çàïèñü a /∈ A èëè a∈A îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò a íå ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâó A. Ìíîæåñòâî B, ëþáîé ýëåìåíò êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò
è ìíîæåñòâó A, íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A (îáîçíà÷àþò
B ⊂ A (⊂ � çíàê âêëþ÷åíèÿ)). Åñëè æå íàéäåòñÿ ýëåìåíò b ∈ B òà-
êîé, ÷òî b /∈ A, òî B íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà A (ïèøóò:
B 6⊂ A). Åñëè ìíîæåñòâà A è B ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ,
òî îíè íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ òàê: A = B (A ⊂ B è
B ⊂ A).
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Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàþò ïóñòûì è
îáîçíà÷àþò Ø. Â ìàòåìàòèêå óñëîâèëèñü ñ÷èòàòü, ÷òî ïóñòîå ìíîæå-
ñòâî åñòü ïîäìíîæåñòâî ëþáîãî ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâà A è Ø íàçûâàþò
íåñîáñòâåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà A, à âñå äðóãèå ïîäìíîæå-
ñòâà � ñîáñòâåííûìè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî C, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàùèõ
è A, è B, è òîëüêî èõ.

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àåòñÿ òàê: C = A ∩B
(C= {x| x ∈ A è x ∈ B}).
Ïðèìåð. Åñëè A = {x| − 2 < x ≤ 1}, B = {x| x ∈ Z}, òî A ∩ B =

= {−1, 0, 1}.
Ñ ïîìîùüþ êðóãîâ Ýéëåðà-Âåííà ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B ïîêà-

çàíî íà ðèñóíêå 1.1.

A BC

Ðèñóíîê 1.1 � Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâîK, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ áû îäíîìó
èç ìíîæåñòâ A èëè B, è òîëüêî èì.

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àåòñÿ òàê: K = A ∪ B (K =
= {x| x ∈ A èëè x ∈ B}).
Ïðèìåð. {0,−1,−2, . . .} ∪N = Z.
Ñ ïîìîùüþ êðóãîâ Ýéëåðà-Âåííà îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ïîêàçàíî íà

ðèñóíêå 1.2.

BA

Ðèñóíîê 1.2 � Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî D, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, íå ïðèíàäëåæàùèõ
ìíîæåñòâó B, è òîëüêî èõ.

Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ îáîçíà÷àåòñÿ òàê: D = A\B èëè D = A − B
(D = {x| x ∈ A è x /∈ B}).
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Ñ ïîìîùüþ êðóãîâ Ýéëåðà-Âåííà ðàçíîñòü ìíîæåñòâ ïîêàçàíà íà ðè-
ñóíêå 1.3.

A BD

Ðèñóíîê 1.3 � Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ðàçíîñòü ìåæäó ìíîæåñòâîì A è ëþáûì åãî ïîä-
ìíîæåñòâîì B íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà B ê ìíîæåñòâó A.
Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç CB èëè CAB.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòüþ äâóõ ìíîæåñòâ A è B
íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü îáúåäèíåíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ è èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

Ñèììåòðè÷íóþ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì
A∆B. Òîãäà îïðåäåëåíèå 1.5 ïðèìåò âèä: A∆B = (A ∪B)\(A ∩B).

Íà ðèñóíêå 1.4 ñèììåòðè÷íàÿ ðàçíîñòü ïîêàçàíà ñ ïîìîùüþ êðóãîâ
Ýéëåðà-Âåííà.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïðÿìûì èëè äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíî-
æåñòâ X è Y (îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X × Y ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
òàêèõ ïàð (x, y), ÷òî x ∈ X è y ∈ Y .
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A B

Ðèñóíîê 1.4 � Ñèììåòðè÷íàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ

Åñëè X = Y , òî X×X = X2 íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì êâàäðàòîì ìíî-
æåñòâà X. Íàïðèìåð, äåêàðòîâûì êâàäðàòîì ÷èñëîâîé ïðÿìîé R áóäåò
÷èñëîâàÿ ïëîñêîñòü R2. Â óïîðÿäî÷åííîé ïàðå z = (x, y) (ýëåìåíò äåêàð-
òîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ Z = X × Y ìíîæåñòâ X, Y ) ýëåìåíò x íàçûâàåòñÿ
ïåðâîé êîîðäèíàòîé ïàðû z, à ýëåìåíò y � âòîðîé êîîðäèíàòîé ïàðû z.

1.2. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ óïîðÿ-
äî÷åííàÿ ïàðà öåëûõ ÷èñåë m è n, ãäå n 6= 0, çàïèñàííàÿ â ôîðìå ÷àñò-
íîãî (m � ÷èñëèòåëü, n � çíàìåíàòåëü).

Ïðèìåðû: 3
7 ;
−2
−6 ;

−15
4 ; 0

1 ;
5
1 .

Çàìå÷àíèå 1.1. Áóäåì ñ÷èòàòü îäíèì è òåì æå ðàöèîíàëüíûì ÷èñ-
ëîì ÷èñëà âèäà m1

n1
è m2

n2
, åñëè m1n2 = m2n1.
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Äàëåå â êà÷åñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
íåñîêðàòèìûå äðîáè âèäà m

n , ãäå m � öåëîå, à n � íàòóðàëüíîå.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî âèäà m
10n , ãäå m � öåëîå ÷èñ-

ëî, à n ∈ N , íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáüþ, ïðè÷åì, åñëè
|m| < 10n, òî äðîáü íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Ïóñòü m
10n � ïðàâèëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü. Òîãäà ñïðà-

âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:

m

10n
=
a1

10
+

a2

102
+ . . .+

an
10n

,

ãäå ai (i = 1, n) ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 9 âêëþ÷èòåëüíî. Ýòó
äðîáü ïðèíÿòî çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0, a1a2 . . . an.

Åñëè â äåñÿòè÷íîé äðîáè m
10n áóäåò |m| ≥ 10n, òî äðîáü íàçûâà-

åòñÿ íåïðàâèëüíîé. Ïóñòü m ∈ N . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:
m

10n = a0 + k
10n , ãäå äðîáü

k
10n � ïðàâèëüíàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íåïðàâèëüíàÿ

äåñÿòè÷íàÿ äðîáü çàïèñûâàåòñÿ òàê:

m

10n
= a0, a1a2 . . . an, (1.1)

ãäå a0 � öåëàÿ ÷àñòü. Íàïðèìåð: 285
102 = 2, 85. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è

îòðèöàòåëüíûå äåñÿòè÷íûå äðîáè, íàïðèìåð: −45, 203.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû íåñîêðàòèìîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
m
n , m ∈ Z, n ∈ N , áûëî êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáüþ, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçëîæåíèå çíàìåíàòåëÿ n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè
ñîäåðæàëî òîëüêî ÷èñëà 2 è 5.

J Ïóñòü n = 2k · 5l, k, l ∈ Z0 = N ∪ {0} è ïóñòü k ≥ l. Òîãäà

m

n
=

m

2k · 5l
=

m · 5k−l

2k · 5l · 5k−l
=
m · 5k−l

2k · 5k
=
m · 5k−l

10k
=

s

10k
, s ∈ Z.

Ò.î., ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî s
10k

� äåñÿòè÷íàÿ äðîáü.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.I
Åñëè â ðàçëîæåíèè çíàìåíàòåëÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè íåñîêðàòè-

ìîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà m
n (m ∈ Z, n ∈ N) íåò äðóãèõ ìíîæèòåëåé,

êðîìå 2 è 5, òî ýòî ÷èñëî m
n ìîæíî îáðàòèòü â äåñÿòè÷íóþ äðîáü ïó-

òåì äåëåíèÿ m íà n. Åñëè æå â óêàçàííîì ðàçëîæåíèè åñòü åùå äðóãèå
ìíîæèòåëè èç ïðîñòûõ ÷èñåë, êðîìå 2 è 5, òî ýòîò ïðîöåññ äåëåíèÿ îêà-
æåòñÿ áåñêîíå÷íûì. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
m
n ïðåäñòàâèìî áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáüþ:

m

n
= a0, a1a2 . . . ak . . . . (1.2)

Îïðåäåëåíèå 1.9. Áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü âèäà (1.2) íàçû-
âàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà p è i,
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÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë s ≥ p, áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

as = as+i. (1.3)

Ïðèìåð. Ó áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè

3, 7542︸︷︷︸
p=4

i=2︷︸︸︷
48 4848 . . .

áóäåò p = 5, i = 2, s ≥ 5 (åñëè s = 7, òî 4 = a7 = a7+2 = a9 = 4).

×èñëî, ñîñòàâëåííîå èç äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ (÷èñëî èõ ðàâíî i), êîòî-
ðûå íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî äåñÿòè÷íîãî çíàêà (ap), âñå âðåìÿ áóäóò ïî-
âòîðÿòüñÿ, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì äðîáè (â íàøåì ïðèìåðå ïåðèîä äðîáè
åñòü ÷èñëî 48). Ïðè÷åì, åñëè ïîâòîðåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîãî äåñÿòè÷-
íîãî çíàêà, òî òàêàÿ äðîáü íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáüþ, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ñìåøàííîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáüþ (â íàøåì ïðèìå-
ðå � ñìåøàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü). ×èòàåòñÿ, íàïðèìåð, íàøà äðîáü
òàê: òðè öåëûõ ñåìü òûñÿ÷ ïÿòüñîò ñîðîê äâà äî ïåðèîäà è ñîðîê âîñåìü
â ïåðèîäå, à çàïèñü ýòîé äðîáè áóäåò: 3, 7542484848 . . . = 3, 7542(48) (íà-
ëè÷èå ñêîáîê è óêàçûâàåò, ÷òî äðîáü ïåðèîäè÷åñêàÿ).

Òåîðåìà 1.2. Áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà äðîáü åñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
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Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

Äàíî: r = m
n � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî (ïóñòü m,n ∈ N ; ñëó÷àé m ∈ Z

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Äîêàçàòü: r � ïðåäñòàâèìî áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé

äðîáüþ.
JÂíà÷àëå äåëèì ÷èñëèòåëü m íà çíàìåíàòåëü n è âûäåëÿåì öåëóþ

÷àñòü a0 (åñëè äðîáü m
n � íåïðàâèëüíàÿ). Çäåñü âîçìîæíû ñëó÷àè:

1) ïîñëå âûäåëåíèÿ öåëîé ÷àñòè a0 îñòàòîê ïðè äåëåíèè m íà n áóäåò
ðàâåí íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî
a0 è åãî ìîæíî çàïèñàòü òàê: a0, (0) � â ïåðèîäå 0.

2) óêàçàííûé îñòàòîê íå ðàâåí íóëþ. Äåëåíèå ïðîäîëæàåì äàëüøå.
Òàê êàê ïðè ýòîì äåëåíèè ðàçëè÷íûå îñòàòêè ìîãóò áûòü òîëüêî ñëåäó-
þùèìè ÷èñëàìè: 0, 1, 2, . . . , n − 1, òî åñëè îñòàòîê ðàâåí íóëþ � ïîëó-
÷èì ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà r â âèäå êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé
äðîáè, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íîé ñ ïåðèîäîì 0, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå íå áîëåå ÷åì ÷åðåç (n − 1) øàã-äåëåíèå îñòàòîê ïîâòîðèòñÿ, à
çíà÷èò, áóäóò ïîâòîðÿòüñÿ è äåñÿòè÷íûå çíàêè â ÷àñòíîì � ïîëó÷èì
ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà r áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé ïåðèîäè-
÷åñêîé äðîáüþ.I
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Íåîáõîäèìîå óñëîâèå

Äàíî: α = a0, a1a2 . . . ap−1(apap+1 . . . ap+i−1) � áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷-
íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü.

Äîêàçàòü: α = m
n , m ∈ Z, n ∈ N.

JÂîçüìåì ÷èñëî 10p−1α = a0a1 . . . ap−1, (apap+1 . . . ap+i−1) � ÷èñòàÿ ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ äðîáü. Òîãäà ðàçíîñòü 10p−1α−α = (10p−1−1)α áóäåò ðàâíà
êîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè, òî åñòü ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó (îáîçíà÷èì
åãî ÷åðåç r1). Íî è α = r1

10p−1−1 � ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå.I
Äîêàçàâ òåîðåìó 1.2, ñôîðìóëèðóåì íîâîå îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíî-

ãî ÷èñëà, ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèþ 1.7.

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ áåñêî-
íå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñòü è íåïåðèîäè÷åñêèå áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷-
íûå äðîáè. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü âèäà (1.2) íàçû-
âàåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p è i ñóùå-
ñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî s, s ≥ p, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

as 6= as+i. (1.4)
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Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü

α = 5, 01011011101111 . . .

ÿâëÿåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêîé.

J Âîçüìåì ëþáûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà p è i è çàôèêñèðóåì èõ. Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî s, s ≥ p, ÷òî as = 0, íî ïîñëå
äåñÿòè÷íîãî çíàêà as ðàñïîëîæåíî â α íå ìåíåå ÷åì i äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ,
ðàâíûõ 1. Áóäåì èìåòü as+i = 1, ïîýòîìó as 6= as+i.I

1.3. Ïîíÿòèå äåéñòâèòåëüíîãî (âåùåñòâåííîãî) ÷èñëà

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷-
íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, òî åñòü ðàöèî-
íàëüíûìè ÷èñëàìè. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàê íàçûâàåìóþ ÷èñëîâóþ
ïðÿìóþ.

Îïðåäåëåíèå 1.12. ×èñëîâîé ïðÿìîé (÷èñëîâîé îñüþ) íàçûâàåòñÿ
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé óêàçàíà òî÷êà O, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó íîëü (íà÷àëî îòñ÷åòà), âçÿò ìàñøòàá (óêàçàí îò-
ðåçîê OA, äëèíó êîòîðîãî ñ÷èòàåì ðàâíîé åäèíèöå, òî åñòü òî÷êå A
ñîîòâåòñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî 1) è âûáðàíî ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâ-

ëåíèå, îïðåäåëÿåìîå âåêòîðîì
−→
OA.
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Èç êóðñà ãåîìåòðèè ñðåäíåé øêîëû èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé îòðåçîê ìîæ-
íî ðàçäåëèòü íà n (n ∈ N), ðàâíûõ ÷àñòåé. Ïîýòîìó ëþáîìó ðàöèî-
íàëüíîìó ÷èñëó r = m

n ñîîòâåòñòâóåò íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé îïðåäåëåííàÿ
òî÷êà, è ýòî ÷èñëî r íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòîé óêàçàííîé òî÷êè.

Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî åñëè äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà ðàâíà åäèíè-
öå, òî äëèíà åãî äèàãîíàëè x =

√
2. Ïîêàæåì, ÷òî x =

√
2 íå ÿâëÿåòñÿ

÷èñëîì ðàöèîíàëüíûì. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, òî åñòü, ÷òî x =
√

2 � ÷èñëî
ðàöèîíàëüíîå. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà
m è n, ÷òî

√
2 = m

n . Âîçâåäåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â êâàäðàò, ïîëó÷èì:

2 = m2

n2 , m
2 = 2n2. Òîãäà m2 äåëèòñÿ íà 2 âî ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë

(îáîçíà÷àþò ýòî òàê: m2...2), ïîýòîìó è m
...2 (åñëè m íå äåëèòñÿ íà 2, òî

m = 2k − 1, k ∈ N , íî òîãäà m2 = (2k − 1)2 = 4k2 − 4k + 1 íå äåëèò-
ñÿ íà 2 � ïðîòèâîðå÷èå), òî åñòü m = 2k. Ïîäñòàâëÿåì ýòî â ðàâåíñòâî

m2 = 2n2, ïîëó÷èì: 4k2 = 2n2, n2 = 2k2. Çíà÷èò, è n2...2, ïîýòîìó n
...2.

Âîçíèêëî ïðîòèâîðå÷èå: ñ îäíîé ñòîðîíû � ÷èñëà m è n âçàèìíî ïðî-

ñòûå, íî ñ äðóãîé è m
...2 è n

...2. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî
√

2 �
÷èñëî ðàöèîíàëüíîå, íåâåðíî.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàöèîíàëüíîå ÷èñëî
√

2 åñòü áåñêîíå÷íàÿ äå-
ñÿòè÷íàÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü.
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Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [2]).

Òåîðåìà 1.3. Ïðè âûáðàííîì ìàñøòàáå äëèíà ëþáîãî îòðåçêà âû-
ðàæàåòñÿ áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáüþ (ïåðèîäè÷åñêîé èëè íåïåðè-
îäè÷åñêîé).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñîîòâåòñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå, à èìåí-
íî: êàæäîé áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷àñòî áåñêîíå÷íûå
äåñÿòè÷íûå äðîáè íàçûâàòü òî÷êàìè ÷èñëîâîé ïðÿìîé è íàîáîðîò.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ áåñ-
êîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü, ïðè÷åì, åñëè ýòî äðîáü ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî
îíà íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, à íåïåðèîäè÷åñêàÿ � èððàöèî-
íàëüíûì ÷èñëîì.

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ òàê: R, à ìíîæåñòâî
èððàöèîíàëüíûõ � J . Î÷åâèäíî, ÷òî R = Q ∪ J .

Ïðèìåðû èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë: 5, 010110111 . . . ;
√

2; π (îòíîøåíèå
äëèíû îêðóæíîñòè ê äèàìåòðó; π ≈ 3, 14 � ïðèáëèæåíèå èððàöèîíàëü-
íîãî ÷èñëà π ÷èñëîì ðàöèîíàëüíûì 3, 14 ñ òî÷íîñòüþ äî 10−2), e ≈ 2, 72.

Ïóñòü äàíû äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà:

a = a0, a1a2 . . . è b = b0, b1b2 . . .
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Îïðåäåëåíèå 1.14. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ðàâ-
íûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë n ∈ Z0 áóäåò
an = bn (áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè âèäà a = a0, a1a2 . . . an(0) è
b = a0, a1a2 . . . an−1an − 1(9) ñ÷èòàåì ðàâíûìè, òî åñòü îäíèì è òåì æå
äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì).

Îïðåäåëåíèå 1.15. Ìîäóëåì äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà (àáñîëþòíîé
âåëè÷èíîé äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà) a (îáîçíà÷àåòñÿ |a|) íàçûâàåòñÿ ñàìî
ýòî ÷èñëî, åñëè îíî íåîòðèöàòåëüíî, è ïðîòèâîïîëîæíîå åìó ÷èñëî, òî
åñòü (−a), åñëè a � îòðèöàòåëüíî.

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ áîëüøèì
ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà b, åñëè: a0 > b0 èëè a0 = b0, íî ñóùåñòâóåò òàêîå
n ∈ N , ÷òî ∀k ∈ N k = 1, n− 1, áóäåò ak = bk, íî an > bn (êàê ñêà-
çàíî âûøå, âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü åñòü
áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü, â ïåðèîäå êîòîðîé åñòü íîëü, à íå 9).

Ïðèìåð. 37, 2517 . . . > 37, 2493 . . ., òàê êàê 37 = a0 = b0 = 37;
2 = a1 = b1 = 2 íî 5 = a2 > b2 = 4.

Îïðåäåëåíèå 1.17. Îòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâà-
åòñÿ áîëüøèì çà îòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî b, åñëè |a| > |b|.
Ïðèìåð. −2, 72319 . . . > −2, 72403 . . . , òàê êàê

| − 2, 72319 . . . | = 2, 72319 . . . < | − 2, 72403 . . . | = 2, 72403 . . .
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Îïðåäåëåíèå 1.18. Ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî íà-
çûâàåòñÿ áîëüøèì çà ëþáîå îòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à òàê-
æå çà ÷èñëî íîëü, äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî íîëü íàçûâàåòñÿ áîëüøèì çà
ëþáîå îòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèÿ äàþò ïðàâèëà ñðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, òî åñòü, äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî óïîðÿäî-
÷åíèÿ (ëþáûå äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà a è b ñâÿçàíû îäíèì è òîëüêî
îäíèì èç òðåõ çíàêîâ >, < èëè =, ïðè÷åì, åñëè a > b, òî b < a). Òàêæå
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñâîéñòâà òðàíçèòèâíîñòè äëÿ ïðàâèëà
óïîðÿäî÷åíèÿ).

Òåîðåìà 1.4. Åñëè äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà a > b è b > c, òî a > c (ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè çíàêà
>); òàêæå, åñëè a = b è b = c, òî a = c (ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè
çíàêà =).

JÐàññìîòðèì òîëüêî ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè äëÿ çíàêà >. Ïóñòü
c ≥ 0, òîãäà íà îñíîâàíèè ïðàâèëà óïîðÿäî÷åíèÿ b > 0 (â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå áûëî áû c > b èëè c = 0), àíàëîãè÷íî è a > 0. Çàïèøåì
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b è c â âèäå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðî-
áåé: a = a0, a1a2 . . .; b = b0, b1b2 . . . è c = c0, c1c2 . . .. Èç íåðàâåíñòâà
a > b ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî n,
÷òî a0 = b0, a1 = b1, . . . , an−1 = bn−1, íî an > bn, à èç íåðàâåíñòâà
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b > c ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî k, ÷òî
b0 = c0, b1 = c1, . . . , bk−1 = ck−1, íî bk > ck. Ïóñòü m = min{n, k}. Â
ñèëó çàïèñàííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé, ñâîéñòâ òðàíçèòèâíîñòè çíàêîâ >
è = äëÿ öåëûõ ÷èñåë è ïðàâèë ñðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñëåäó-
åò, ÷òî: a0 = c0, a1 = c1, a2 = c2, . . . , am−1 = cm−1, íî am > cm, ïîýòîìó
a > c. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Äàëüøå ëåãêî äîêàçàòü óêàçàííûå ñâîé-
ñòâà, åñëè 1) c < 0, a ≥ 0; 2) c < 0 è a < 0. Ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà
òðàíçèòèâíîñòè äëÿ çíàêà = ñðàçó ñëåäóåò èç ñïðàâåäëèâîñòè ñâîéñòâà
òðàíçèòèâíîñòè óêàçàííîãî çíàêà äëÿ öåëûõ ÷èñåë.I

1.4. Òîïîëîãèÿ ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

1) [a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b} � îòðåçîê, ïðè÷åì, åñëè a 6= b, òî îò-
ðåçîê íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � âûðîæäåííûì
(èíîãäà â çàïèñè îòðåçêà [a, b] ìîæåò áûòü è a > b � ñ îòäåëüíîé îãîâîð-
êîé, íî áåç íåå âñåãäà ñ÷èòàåì a ≤ b);

2) (a, b) = {x ∈ R | a < x < b} � èíòåðâàë èëè îòêðûòûé îòðåçîê;

3) (a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b} � ïîëóèíòåðâàë, ñîäåðæàùèé êîíåö b;

4) [a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b} � ïîëóèíòåðâàë, ñîäåðæàùèé êîíåö a;

5) (a,+∞) = {x ∈ R | a < x < +∞} � îòêðûòûé ëó÷ èëè áåñêîíå÷-
íûé èíòåðâàë;
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6) [a,+∞) = {x ∈ R | a ≤ x < +∞} � ëó÷ èëè áåñêîíå÷íûé ïîëóèí-
òåðâàë, ñîäåðæàùèé ëåâûé êîíåö a;

7) (−∞, b) = {x ∈ R | −∞ < x < b} � îòêðûòûé ëó÷ èëè áåñêîíå÷-
íûé èíòåðâàë;

8) (−∞, b] = {x ∈ R | −∞ < x ≤ b} � ëó÷ èëè áåñêîíå÷íûé ïîëóèí-
òåðâàë, ñîäåðæàùèé ïðàâûé êîíåö b;

9) (−∞,∞) = R � ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.
Âñå óêàçàííûå âûøå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà 1) � 9) íàçûâàþòñÿ ÷èñëî-

âûìè ïðîìåæóòêàìè èëè ïðîñòî ïðîìåæóòêàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.19. Îáúåäèíåíèå ÷èñëîâîé ïðÿìîé è ìíîæåñòâà, ñî-
ñòîÿùåãî èç ñèìâîëîâ −∞ è +∞, íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé (îáîçíà÷àåòñÿ R).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∀x ∈ R áóäåò −∞ < x < +∞ è x +∞ = +∞,
x+ (−∞) = −∞.

Çàìå÷àíèå 1.2. Åñëè â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðåäëîæåíèÿõ çíàê ïåðåä
ñèìâîëîì ∞ íå èãðàåò ðîëè, äîïîëíèòåëüíî ââîäèòñÿ ñèìâîë ∞.

Îïðåäåëåíèå 1.20. Èíòåðâàë (a, b) äëÿ ëþáîé ñâîåé òî÷êè x ∈ (a, b)
íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè, â ÷àñòíîñòè, åñëè èíòåðâàë (a, b) =
= (x− δ, x+ δ), δ > 0, òî óêàçàííàÿ îêðåñòíîñòü íàçûâàåòñÿ δ-îêðåñò-
íîñòüþ òî÷êè x (îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ðàäèóñà δ > 0).
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Òàêèå îêðåñòíîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü U (x, δ). Åñëè èç îêðåñòíîñòè
U (x, δ) óäàëèòü ñàìó òî÷êó x, òî îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ

(x− δ, x) ∪ (x, x+ δ) = Ů (x, δ)

íàçûâàåòñÿ ïðîêîëîòîé δ-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x.

Çàìå÷àíèå 1.3. Êðîìå îêðåñòíîñòåé òî÷åê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ââî-
äÿòñÿ òàêæå ïîíÿòèÿ îêðåñòíîñòåé è äëÿ òî÷åê ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé, òî åñòü äîïîëíèòåëüíî åùå äëÿ ñèìâîëîâ: +∞, −∞, ∞:

1. U (+∞,∆) = {x ∈ R | x > ∆, ∆ > 0} ;
2. U (−∞,∆) = {x ∈ R | x < −∆, ∆ > 0} ;
3. U (∞,∆) = {x ∈ R |(x > ∆) ∨ (x < −∆) , ∆ > 0} .

Îïðåäåëåíèå 1.21. Òî÷êà x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà M ⊂ R, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñîäåðæèòñÿ áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà M .

Íàïðèìåð, ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà M = [a, b) ∪ {c}, ãäå
c > b, áóäóò òî÷êè îòðåçêà [a, b].

Çàìå÷àíèå 1.4. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà ìîãóò
êàê ïðèíàäëåæàòü ñàìîìó ìíîæåñòâó, òàê è íå ïðèíàäëåæàòü åìó (ñìîò-
ðè ïðåäûäóùèé ïðèìåð). Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèå 1.21 ðàâíî-
ñèëüíî ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ: òî÷êà x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé
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òî÷êîé ìíîæåñòâàM ⊂ R, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñîäåðæèò-
ñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò òî÷êè x0, è ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæå-
ñòâóM . Ïóñòü, íàïðèìåð, x0 ∈ R, âîçüìåì ëþáóþ îêðåñòíîñòü U (x0, δ),
òîãäà ∃x1 ∈ Ů (x0, δ) ∩M . Äàëüøå âîçüìåì ëþáîé ðàäèóñ δ1 > 0 íîâîé
îêðåñòíîñòè, íî 0 < δ1 ≤ ρ (x0, x1), ãäå ρ (x0, x1) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
x0 äî òî÷êè x1. Â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ů (x0, δ1) òàêæå ñóùåñòâóåò
òî÷êà x2 6= x1 èç ìíîæåñòâà M . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ è äàëüøå, ìû
ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè íàøåãî óòâåðæäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.22. Òî÷êà c ∈ M ⊂ R íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé
òî÷êîé ìíîæåñòâà M , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U (c, δ) òî÷êè c ðà-
äèóñà δ > 0, ãäå íåò äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà M , êðîìå òî÷êè c.

Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèìåðå M = [a, b) ∪ {c}, c > b, òî÷êà
c � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M (â êà÷åñòâå ðàäèóñà óêàçàííîé
â îïðåäåëåíèè 1.22 îêðåñòíîñòè U (c, δ) ìîæíî âçÿòü ∀δ ∈ R, íî òàêîå,
÷òî 0 < δ ≤ ρ (b, c) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè b äî òî÷êè c).

Îïðåäåëåíèå 1.23. Ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâàM ⊂ R è åãî èçî-
ëèðîâàííûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà M ,
ïî-äðóãîìó: òî÷êà x0 ∈ R íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà
M ⊂ R, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà
òî÷êà ìíîæåñòâà M .



44

Â íàøåì óêàçàííîì âûøå ïðèìåðå ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà åñòü îáúåäèíåíèå M ∪ {b} = [a, b] ∪ {c}.

Îïðåäåëåíèå 1.24. Ìíîæåñòâî G ⊂ R íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè
ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà G âõîäèò â íåãî ñ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòüþ ýòîé
òî÷êè. Òàêèå òî÷êè ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè. Çíà÷èò, ïî-
äðóãîìó: ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷êè âíóò-
ðåííèå.

Ïðèìåð 1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé èíòåðâàë (a, b) ⊂ R � îòêðûòîå
ìíîæåñòâî.

J ∀x ∈ (a, b) ∃U(x, δ) ⊂ (a, b), ãäå 0 < δ ≤ min{|a − x|, |b − x|}, òî
åñòü x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà (a, b). I

Îïðåäåëåíèå 1.25. Ìíîæåñòâî F ⊂ R íàçûâàþòñÿ çàìêíóòûì, åñëè
îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè, äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè íåò
ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà F , åìó íå ïðèíàäëåæàùèõ.

Ïðèìåðîì çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ëþáîé îòðåçîê (íåâûðîæ-
äåííûé èëè âûðîæäåííûé) ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R
è ïóñòîå ìíîæåñòâî Ø ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè, ñ äðóãîé
ñòîðîíû � R è Ø áóäóò è îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.
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Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïîäìíîæåñòâà äàííîãî ìíîæåñòâà.
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

2. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ (îáúåäèíåíèÿ, ðàçíîñòè,
äîïîëíåíèÿ, ñèììåòðè÷íîé ðàçíîñòè) ìíîæåñòâ. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

3. Äàéòå îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè
(íåïåðèîäè÷åñêîé äðîáè).

4. Íàçîâèòå ïðîìåæóòêè ÷èñëîâîé ïðÿìîé è óêàæèòå èõ îáîçíà÷åíèÿ.
5. Êàêèå ÷èñëà èìåþò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå äåñÿòè÷-

íîé äðîáè?
6. Ìîæåò ëè ÷èñëî èìåòü òðè ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå äåñÿ-

òè÷íîé äðîáè?
7. Óêàæèòå äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà, ðàçíîñòü êîòîðûõ åñòü ÷èñëî

ðàöèîíàëüíîå.
8. Óêàæèòå äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàöè-

îíàëüíî.
9. Îòâåòüòå íà âîïðîñû òåñòà.
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 1
Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

Çàäàíèå 1. Ïðåäñòàâüòå áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ
äðîáü −25, 3(12) â âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè m

n , ãäå m ∈ Z, n ∈ N .
JÏåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü α = 25, 3(12). Òîãäà 100α = 2531, 2(12),

100α−α = 99α èëè 99α = 2505, 9. Çíà÷èò, α = 25059
990 = 8353

330 . Îêîí÷àòåëü-
íî ïîëó÷èì: −25, 3(12) = −8353

330 .
Âòîðîé ñïîñîá. Çíàåì, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè-

÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëÿìè q, |q| < 1, q 6= 0 ñóììà S âñåõ åå
÷ëåíîâ S = b1

1−q , ãäå b1 � ïåðâûé ÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè. Â íàøåì ñëó÷àå

25, 3(12) = 25, 3 + 0, 012 + 0, 00012 + 0, 0000012 + . . . = 25, 3 +
0, 012

1− 0, 01
=

= 25, 3 +
0, 012

0, 99
= 25

3

10
+

12

990
= 25

3

10
+

4

330
= 25

99 + 4

330
= 25

103

330
.

Òîãäà (−25, 3(12)) = −8353
330 . I

Çàäàíèå 2. Ðàöèîíàëüíóþ äðîáü 321
400 ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íûõ

äåñÿòè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äðîáåé â äâóõ ôîðìàõ.
JÓìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà 25, ïîëó÷èì:

321

400
=

321 · 25

400 · 25
=

8025

10000
= 0, 8025(0) = 0, 8024(9). I
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Çàäàíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü

4, 21211211121111 . . .

ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì èððàöèîíàëüíûì.
JÂîçüìåì ëþáûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è k, çàôèêñèðóåì èõ. À â

êà÷åñòâå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âîçüìåì òàêîå n ≥ m, ÷òîáû an = 1,
an+1 = 1, . . . , an+k−1 = 1, íî an+k = 2, òî åñòü 1 = an 6= an+k = 2. Ýòî
âîçìîæíî, òàê êàê äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà l ∈ N ñóùåñòâóåò
äåñÿòè÷íûé çíàê as = 2, ïîñëå êîòîðîãî ïîäðÿä ñòîèò l äåñÿòè÷íûõ
çíàêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí åäèíèöå. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.I

Çàäàíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, òà-
êîãî, ÷òî r2 = 3.

JÏðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r, òàêîå, ÷òî
r = p

q , ãäå p è q � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, è r2 = 3, ò.å.,
p2

q2 = 3 ⇔ p2 = 3q2 ⇒ p
...3 ⇒ p = 3p1, ãäå p1 ∈ N , îòêóäà 3p2

1 = q2 ⇒ q
...3,

à çíà÷èò, ÷èñëà p è q íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè. Íàøå ïðåäïîëî-
æåíèå ïðèâåëî ê ïðîòèâîðå÷èþ.I

Çàäàíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî log2 6 èððàöèîíàëüíî.
JÄîïóñòèì, ÷òî log2 6 åñòü ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå, òî åñòü log2 6 = m

n .
Òîãäà 2

m
n = 6, 2m = 2n · 3n. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, òàê êàê

÷èñëî 3 âõîäèò â ðàçëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ïðî-
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ñòûå ìíîæèòåëè, íî íå âõîäèò â òàêîå æå ðàçëîæåíèå ëåâîé ÷àñòè. À
ýòî ïðîòèâîðå÷èò åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè. Çíà÷èò, íàøå ïðåäëîæåíèå î ðàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà log2 6
íåâåðíî, à ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî log2 6 èððàöèîíàëüíî.I

Çàäàíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 2r3 − 3r + 2 = 0 íå èìååò
ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé.

JÅñëè r = m � öåëîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî m(2m2 − 3) = −2.

Çíà÷èò, ÷èñëî (−2) äåëèòñÿ íà m
(

(−2)
...m
)
âî ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë.

Ýòî âîçìîæíî, åñëè m = ±1,±2. Íî ëþáîå èç óêàçàííûõ çíà÷åíèé íå
óäîâëåòâîðÿþò íàøåìó óðàâíåíèþ.

Äàëüøå, ïóñòü íåñîêðàòèìàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü m
n (n 6= ±1) åñòü

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Òîãäà 2m
3

n3 − 3mn + 2 = 0, 2m3 = n(3mn − 2n2) è

2m3 äîëæíî äåëèòüñÿ íà n
(

2m3...n
)
âî ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë. Çäåñü

âîçìîæíû ñëó÷àè:

1) n = 2k � ÷èñëî ÷åòíîå, 2m3 = 2k(3mn− 2n2), m3 = n(3mk− 2nk),

òî åñòü m3...n;

2) n = 2k − 1 � íå÷åòíîå öåëîå ÷èñëî, òîãäà èç ðàâåíñòâà 2m3 =

= n(3mn − 2n2) ñëåäóåò, ÷òî m3...n. Â îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ
öåëûå ÷èñëà m è n äîëæíû ñîäåðæàòü îáùèé ìíîæèòåëü, îòëè÷íûé
îò (±1). À ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ î íåñîêðàòèìîñòè äðîáè m

n .
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Çíà÷èò, íàøè ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ íåâåðíû. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è äîêàçàíî.I

Çàäàíèå 7.Îòðåçîê ïðÿìîéAB äåëèòñÿ òî÷êîé C òàê, ÷òîAB·AC =
= BC2 (òàê íàçûâàåìîå ¾çîëîòîå ñå÷åíèå¿). Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè AC
è AB íåñîèçìåðèìû.

JÎòðåçêè AC è AB áóäóò íåñîèçìåðèìûìè, åñëè èõ îòíîøåíèå åñòü
÷èñëî èððàöèîíàëüíîå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî AC

AB = m
n åñòü ÷èñëî ðàöèî-

íàëüíîå (ðàöèîíàëüíàÿ íåñîêðàòèìàÿ äðîáü), ãäå m ∈ Z, n ∈ N .
AC = AB −BC; Òîãäà

AB −BC
AB

=
m

n
;
BC

AB
= 1− m

n
=
n−m
n

; BC = AB · n−m
n

.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå çíà÷åíèå BC â òîæäåñòâî AB · AC = BC2,

ïîëó÷èì: AB · AC = AB2 · (n−m)
2

n2 . Èç ïðåäïîëîæåíèÿ AC
AB = m

n ïîëó÷èì

AC = AB · mn . Òîãäà AB
2 · mn = AB2 · (n−m)

2

n2 ; m
n = (n−m)

2

n2 ; m = (n−m)
2

n ;
n2 − 2mn+m2 = mn; m = n− 2m+ m

nm.
Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà åñòü ÷èñëî öåëîå, çíà÷èò, è ïðàâàÿ

÷àñòü ðàâåíñòâà � öåëîå ÷èñëî, íî (n− 2m) � öåëîå ÷èñëî, ïîýòîìó m
n ·m �

äîëæíî áûòü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Ýòî áóäåò (ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå),
åñëè m

n � ñîêðàòèìàÿ äðîáü.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå (â ïðåäïîëîæåíèè m

n � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü).
Ýòèì è äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå çàäà÷è.I
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Çàäàíèå 8. Êàêèå èç ÷èñåë äàííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëü-

íûìè:
(√

0, 125
)−3 log4

√
6+1,41(6) · 3−0,125; 1

3−2
√

2
+
√

17− 12
√

2;
√

1 +
√

3.

J1) Îáîçíà÷èì ïåðâîå ÷èñëî ÷åðåç a. Âíà÷àëå ïðåäñòàâèì áåñêîíå÷-
íóþ äåñÿòè÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ äðîáü α = 1, 41(6) â âèäå îáûêíîâåí-
íîé: 10α = 14, 16(6), 9α = 12, 75; α = 1275

900 = 17
12 . Òîãäà

a =

(
2−

3
2

)− 3
4 log2 6+ 17

12

3
1
8

=
2−

17
8 ·
(
2log2 6

) 9
8

3
1
8

=
2−

17
8 · 2 9

8 · 3 9
8

3
1
8

=
3

2
.

Çíà÷èò a � ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå.
2) Îáîçíà÷èì âòîðîå ÷èñëî ÷åðåç b. Òîãäà

b =
3 + 2

√
2(

3− 2
√

2
) (

3 + 2
√

2
) +

√(
3−
√

8
)2

= 3 + 2
√

2 + 3− 2
√

2 = 6.

Çíà÷èò, b � ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå.
3) Îáîçíà÷èì òðåòüå ÷èñëî ÷åðåç c. Òîãäà ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ÷èñëî c �

ðàöèîíàëüíîå, ïîëó÷èì: c =
√

1 +
√

3 = m
n , m,n ∈ N ; c2 = 1 +

√
3 = m2

n2 ;√
3 = m2

n2 − 1. Íî m2

n2 − 1 � ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå, à
√

3 � èððàöèîíàëü-
íîå (ñìîòðèòå äîêàçàòåëüñòâî âûøå). Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, c � ÷èñëî
èððàöèîíàëüíîå.I

Çàäàíèå 9. Óêàæèòå ðàöèîíàëüíîå è èððàöèîíàëüíîå ÷èñëà, ëåæà-
ùèå ìåæäó ÷èñëàìè a = 0, 312000102... è b = 0, 311999016....
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JÂ êà÷åñòâå èñêîìîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ìîæíî âçÿòü

r = 0, 312000022(0).

Î÷åâèäíî, ÷òî r > b (îáîçíà÷èì r = r0, r1r2r3 . . .; b = b0, b1b2b3 . . .), ò.ê.
rk = bk, k = 0, 1, 2, íî r3 = 2 > 1 = b3 è r > 0, 312 (äðóãèìè ñëîâàìè, b íå
åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü ñ ïåðèîäîì 9, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ ñ b4). Òàêæå
r < a, òàê êàê (îáîçíà÷èì a = a0, a1a2a3 . . .) ak = rk, k = 0, 1, . . . , 6, íî
r7 = 0 < 1 = a7, è òàêæå r íå åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü ñ ïåðèîäîì 9,
êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ ñ r8 (r8 = 2).

Â êà÷åñòâå èñêîìîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëî ìîæíî âçÿòü ÷èñëî

α = 0, 3120000424424442 . . .

(äîêàçàòåëüñòâî èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñåë âèäà α ñìîòðèòå âûøå ïðè ðå-
øåíèè çàäàíèÿ 3). Î÷åâèäíî, ÷òî b < α < a (äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî
ïðîâåäåííîìó âûøå äëÿ r ∈ Q). I

Çàäàíèå 10. Äîêàçàòü, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè ðàçëè÷íûìè äåé-
ñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè ñîäåðæàòñÿ êàê ðàöèîíàëüíûå, òàê è èððàöèî-
íàëüíûå ÷èñëà.

JÐàññìîòðèì äâà äåéñòâèòåëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà

α = A, a1a2 . . . an . . . è β = B, b1b2 . . . bn . . .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α < β. Îáîçíà÷èì ÷åðåç αn è βn äåñÿòè÷íûå ïðèáëè-
æåíèÿ ÷èñåë α è β ïî íåäîñòàòêó ñ òî÷íîñòüþ äî 1

10n . Òàê êàê α < β, òî
αn ≤ βn. Ïðè ýòîì íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî βN − αN ≥ 2 · 10−N . Íî òîãäà
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî αN +10−N áîëüøå, ÷åì α, íî ìåíüøå, ÷åì βN , è òåì
áîëåå ìåíüøå, ÷åì β, ò.å. α < αN + 10−N < βN < β. Çíà÷èò, ìåæäó α è
β ëåæèò õîòÿ áû îäíî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî

αN + 10−N · 0, 101001000100001 . . .

òàêæå ëåæèò ìåæäó α è β.
Ñëó÷àè, êîãäà α è β îòðèöàòåëüíû èëè èìåþò ðàçíûå çíàêè, ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.I

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïðåäñòàâèòü áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå äðîáè 2, 5(45);
30, 12(439) â âèäå îáûêíîâåííûõ äðîáåé m

n , ãäå m ∈ Z, n ∈ N .
2. Ðàöèîíàëüíóþ äðîáü 703

80 ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷-
íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äðîáåé â äâóõ ôîðìàõ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (−5, 2324252627 . . .); 4
√

20;
lg 3; 4

√
3− 2

√
2 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè èððàöèîíàëüíûìè.

4. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà r, òàêîãî, ÷òî
a) r2 = 5; á) r3 = 7; â) r2 + 3r + 1 = 0; ã) r3 − 7r + 1 = 0.
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5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 0, 12112111211112 . . . èððàöèîíàëüíîå.
6. Êàêèå èç ÷èñåë äàííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè ðàöèîíàëü-

íûìè: 1)
3
√

128
√

8 · 3log9
3
√

2; 2)
3
√

15
√

3 + 26− 1
2−
√

3
− 25−

3
2 ; 3)

√
4 +
√

32;

4) sin 10◦.
7. Íàéäèòå äâà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëà α1 è α2 è äâà ðàöèîíàëüíûõ

÷èñëà r1 è r2 ëåæàùèõ ìåæäó ÷èñëàìè (−5, 203100(9)) è (−5, 2030(9)) è
òàêèõ, ÷òî α1 < r1 < r2 < α2.

8. Âû÷èñëèòå ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4 ñóììó, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è
÷àñòíîå ÷èñåë α = 5, 742774277742 . . . è β = 2, 1(68).

9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè r � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, à α � èððàöèîíàëüíîå,
òî r + α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

10. Ïóñòü α è β � èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà, à α+β ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà α− β è α + 2β èððàöèîíàëüíûå.



54

ËÅÊÖÈß 2

Ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. Îãðàíè÷åííûå è
íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà

2.1. Ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà

Âûøå äàíî îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a ∈ R (àáñî-
ëþòíîé âåëè÷èíû ÷èñëà a):

|a| =
{

a, a ≥ 0,
−a, a < 0

;

ïî-äðóãîìó, |a| = max {a,−a}.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìîäóëÿ.
1) ∀a ∈ R |a| ≥ 0, ïðè÷åì |a| = 0⇔ a = 0, |a| > 0⇔ a 6= 0.
JÑïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ.I
2) ∀a ∈ R

− |a| ≤ a ≤ |a| . (2.1)

JÅñëè a < 0, òî íåðàâåíñòâî (2.1) âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê

a = −(−a) = − |a| = a < |a| = −a > 0.

Ïðè a = 0, 0 = − |a| = a = 0 = |a|.
Åñëè a > 0, òî −a = − |a| < a = |a| . I
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3) ∀a, b ∈ R
|a+ b| ≤ |a|+ |b| . (2.2)

JÑïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà: − |b| ≤ b ≤ |b| è − |a| ≤ a ≤ |a|. Ñëîæèâ
íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì äâîéíîå íåðàâåíñòâî:

− (|a|+ |b|) ≤ a+ b ≤ (|a|+ |b|) . (2.3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâî (2.2) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ
ñèñòåì: {

a+ b ≥ 0
a+ b ≤ |a|+ |b| èëè

{
a+ b < 0
a+ b ≥ − (|a|+ |b|) (2.4)

Íî åñëè ∀a, b ∈ R âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî (2.3), òî âûïîë-
íÿþòñÿ è ñèñòåìû (2.4), à çíà÷èò, è íåðàâåíñòâî (2.2).I

Ñëåäñòâèå 2.1. ∀a, b ∈ R

|a− b| ≥ ||a| − |b|| . (2.5)

J |a| = |(a− b) + b| ≤ |a− b|+|b|. Òîãäà |a− b| ≥ |a|−|b|. Àíàëîãè÷íî
|b| = |(b− a) + a| ≤ |b− a|+ |a|, |b− a| ≥ |b| − |a|. Íî îäíà èç ðàçíîñòåé
(|a| − |b|) èëè (|b| − |a|) åñòü ÷èñëî íåîòðèöàòåëüíîå. Íåðàâåíñòâî (2.5)
äîêàçàíî.I

4) ∀a, b ∈ R |ab| = |a| · |b|.
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JÐàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ab ≥ 0. Òîãäà |ab| = ab è

|a| · |b| =
[
ab, åñëè a ≥ 0, b ≥ 0,
(−a) · (−b) , åñëè a < 0, b < 0

= ab = |ab|.

Åñëè ab < 0, òî |ab| = −ab è

|a| · |b| =
[
a · (−b) = −ab, åñëè a > 0, b < 0,
−a · b = −ab, åñëè a < 0, b > 0

= −ab = |ab|. I

5) ∀a, b ∈ R, b 6= 0
∣∣a
b

∣∣ = |a|
|b| .

JÏðîâåäåì ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äîêàçûâàåìîãî íåðàâåí-
ñòâà:

∣∣a
b

∣∣ = |a|
|b| ⇔ |b| ·

∣∣a
b

∣∣ = |a| ⇔
∣∣b · ab ∣∣ = |a| ⇔ |a| = |a| . I

Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëÿìè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå
äâå ðàâíîñèëüíîñòè:

|f (x)| < g (x)⇔
{
f (x) < g (x) ,
f (x) > −g (x) ;

(2.6)

|f (x)| > g (x)⇔
[
f (x) > g (x) ,
f (x) < −g (x) .

(2.7)

JÄîêàæåì, íàïðèìåð, ðàâíîñèëüíîñòü (2.6). Âîçüìåì ëþáîå ðåøå-
íèå x = x0 íåðàâåíñòâà |f (x)| < g (x), òî åñòü ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî
|f (x0)| < g (x0) � âåðíîå. Âîçìîæíû ñëó÷àè: 1) f (x0) ≥ 0; 2) f (x0) < 0.
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Â ïåðâîì ñëó÷àå |f (x0)| < g (x0) ⇔ f (x0) < g (x0), îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû{

f (x) < g (x) ,
f (x) > −g (x) ;

(2.8)

ïðè x = x0 âûïîëíÿåòñÿ è g (x0) > 0 (f (x0) ≥ 0), ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ
è âòîðîå íåðàâåíñòâî óêàçàííîé ñèñòåìû, òàê êàê (−g (x0)) < 0.

Åñëè f(x0) < 0, òî

|f(x0)| < g(x0)⇔ −f(x0) < g(x0)⇔ f(x0) > −g(x0),

òî åñòü ïðè x = x0 âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû è g(x0)>0. Íî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ è ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû,
òî åñòü f(x0) < g(x0). Çíà÷èò, ñèñòåìà (2.8) åñòü ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà
|f(x)| < g(x).

Îáðàòíî, ïóñòü x = x0 � ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.8), òî åñòü îáà
÷èñëîâûõ íåðàâåíñòâà f(x0) < g(x0), f(x0) > −g(x0) � âåðíû è

f(x0) > −g(x0)⇔ f(x0) > g(x0).

Íî òîãäà îäíî èç äâóõ ÷èñåë f(x0) èëè (−f(x0)) � íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî, à ïîýòîìó ðàâíî ñâîåìó ìîäóëþ, òî åñòü ÷ècëîâîå íåðàâåíñòâî
|f(x0)| < g(x0) � âåðíîå íåðàâåíñòâî. Çíà÷èò, íåðàâåíòñâî |f(x)| < g(x)
åñòü ñëåäñòâèå ñèñòåìû (2.8). Ðàâíîñèëüíîñòü (2.6) äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è ðàâíîñèëüíîñòü (2.7).I
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Çàìå÷àíèå 2.1. Ðàâíîñèëüíîñòè òèïà (2.6) è (2.7) ñïðàâåäëèâû è
äëÿ ðåøåíèÿ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ.

Ïðèìåð 2.1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 2x+ |4− 3x| − 3 ≤ |x+ 1|.

J |4− 3x| ≤ 3− 2x+ |x+ 1| ⇔
{

4− 3x ≤ 3− 2x+ |x+ 1| ,
4− 3x ≥ −3 + 2x− |x+ 1| ; ⇔

⇔
{
|x+ 1| ≥ 1− x,
|x+ 1| ≥ 5x− 7;

⇔


[
x+ 1 ≥ 1− x,
x+ 1 ≤ x− 1;[
x+ 1 ≥ 5x− 7,
x+ 1 ≤ −5x+ 7;

⇔


[

2x ≥ 0,
1 ≤ −1;[
4x ≤ 8,
6x ≤ 6;

⇔

⇔
{
x ≥ 0,
x ≤ 2;

⇔ 0 ≤ x ≤ 2.

Îòâåò: 0 ≤ x ≤ 2.I

2.1.1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ìîäóëÿ

1. ∀a ∈ R |a| � åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé ñ êîîðäèíàòîé a íà
êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé è íà÷àëîì êîîðäèíàò.

2. ∀a, b ∈ R |a − b| � åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A(a) è B(b) íà
êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé.
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Ïðèìåð 2.2. Ðåøèòü óðàâíåíèå |2x+ 3| = 5.

J |2x+ 3| = 5 ⇔ |2x − (−3)| = 5. Ðàññìîòðèì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé
òî÷êè A (2x) è B (−3). Ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè AB = 5. Âîçüìåì íà
÷èñëîâîé ïðÿìîé òî÷êó B (−3) è îò íåå âïðàâî è âëåâî îòêëàäûâàåì
òî÷êè A1 (2x) è A2 (2x), ðàñïîëîæåííûå îò òî÷êè B (−3) íà ðàññòîÿíèè,
ðàâíîì ïÿòè ìàñøòàáíûì åäèíèöàì.

Çíà÷èò, äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ óðàâíåíèé
2x = 2 èëè 2x = −8; x1 = 1 èëè x2 = −4 � èñêîìûå êîðíè óðàâíåíèÿ.I

2.2. Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà

Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâàìè
ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì
ñâåðõó (ñíèçó), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α ÷òî ∀x ∈ X
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî x ≤ α (x ≥ α). Óêàçàííîå âûøå ÷èñëî
α íàçûâàåòñÿ âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ ìíîæåñòâà X.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N îãðàíè÷åíî ñíèçó. Â êà-
÷åñòâå íèæíåé ãðàíè ìîæíî âçÿòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n = 1, èëè ëþáîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå n = 1.
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Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì,
åñëè îíî îãðàíè÷åíî è ñâåðõó, è ñíèçó. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî
X ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ∃α > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x ∈ X áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |x| ≤ α; èëè
ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòðåçîê
[a, b] ⊂ R, òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ýòîãî îò-
ðåçêà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ìíîæåñòâî X ⊂ R íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì
ñâåðõó (ñíèçó), åñëè ∀α ∈ R ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
x′ ∈ X, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x′ > α (x′ < α).

Ïðèìåð 2.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî X =
{

n2

n+1

}
, ãäå n ∈ N ,

ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ñâåðõó.

JÂîçüìåì ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α ∈ R.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè α ≤ 0, òî â êà÷åñòâå óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè 2.3

÷èñëà x′ ∈ X ìîæíî âçÿòü çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ n2

n+1 ïðè ëþáîì n ∈ N .

Ïóñòü α > 0, çàôèêñèðóåì åãî. Òîãäà ∀n ∈ N n2

n+1 ≥
n2

n+n = n
2 . Ïîòðå-

áóåì, ÷òîáû n
2 > α. Â êà÷åñòâå n′ âîçüìåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî [2α] + 1,

ãäå [2α] � öåëàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà 2α (íàè-
áîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå ÷èñëî 2α). Ïðè òàêîì âûáîðå n′,
ïîëó÷èì x′ = n′2

n′+1 .I



61

Îïðåäåëåíèå 2.4. Òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ (òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ)
îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó (ñíèçó) ìíîæåñòâà X ⊂ R íàçûâàåòñÿ íàèìåíü-
øàÿ èç âåðõíèõ ãðàíåé (íàèáîëüøàÿ èç íèæíèõ ãðàíåé) ýòîãî ìíîæå-
ñòâà.

Òî÷íàÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñèì-
âîëàìè:

1) sup
∀x∈X

X (sup � âçÿòî èç ëàòèíñêîãî ñëîâà supremum (¾ñóïðåìóì¿) �

â ïåðåâîäå îçíà÷àåò ¾íàèâûñøåå¿);
2) inf
∀x∈X

X (inf � âçÿòî èç ëàòèíñêîãî ñëîâà in�mum (¾èíôèìóì¿) � â

ïåðåâîäå îçíà÷àåò ¾íàèíèçøåå¿).
Îïðåäåëåíèå òî÷íûõ âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíåé ìîæíî ñôîðìóëèðî-

âàòü ñ ïîìîùüþ äâóõ òàê íàçûâàåìûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òî÷-
íûõ ãðàíåé.

Îïðåäåëåíèå 2.5. ×èñëî x íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíî-
æåñòâà X, åñëè

1) ∀x ∈ X x ≤ x;
2) ∀ε > 0 ∃x′ ∈ X, òàêîå, ÷òî x′ > x− ε (ðèñóíîê 2.1).

Îïðåäåëåíèå 2.6. ×èñëî x íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ ìíî-
æåñòâà X, åñëè

1) ∀x ∈ X x ≥ x;
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2) ∀ε > 0 ∃x′′ ∈ X, òàêîå, ÷òî x′′ < x+ ε (ðèñóíîê 2.2)

x

x-e

x’ e

Ðèñóíîê 2.1

x

x+e

x’’ e

Ðèñóíîê 2.2

Ïðèìåð 2.4. Èññëåäóéòå íà îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó è ñíèçó ìíîæå-
ñòâî X =

{
n
n+1

}
, ãäå n ∈ N ; â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîñòè íàéäèòå ñîîòâåò-

ñòâóþùèå òî÷íûå ãðàíè.

JÎ÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ n
n+1 îãðàíè÷åíî êàê

ñíèçó (â êà÷åñòâå íèæíåé ãðàíè ìîæíî âçÿòü ëþáîå íåïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî); òàê è ñâåðõó (âåðõíåé ãðàíüþ áóäåò ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî,
íå ìåíüøåå åäèíèöû).

Äîêàæåì, ÷òî sup
∀n∈N

{
n
n+1

}
= 1. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n∈N

áóäåò n
n+1 < 1: n

n+1 = n+1−1
n+1 = 1− 1

n+1 < 1.
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Çàäàäèìñÿ ëþáûì ñêîëü óãîäíî ìàëûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì ε > 0.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû 1 − 1

n+1 > 1 − ε. Òîãäà 1
n+1 < ε ⇔ n + 1 > 1

ε ⇔ n >

> 1
ε − 1. Âçÿâ â êà÷åñòâå n0 = max

{
1,
[

1
ε − 1

]}
, ïîëó÷èì, ÷òî ∀n ∈ N ,

n > n0:
n
n+1 > 1− ε. Çíà÷èò, sup

∀n∈N

{
n
n+1

}
= 1, ïðè÷åì, óêàçàííàÿ òî÷íàÿ

âåðõíÿÿ ãðàíü íå äîñòèãàåòñÿ, òî åñòü, íå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n äëÿ êîòîðîãî n

n+1 = 1.
Èç ðàâåíñòâà n

n+1 = 1− 1
n+1 âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

n
n+1 áóäåò

íàèìåíüøèì, êîãäà çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 1
n+1 � íàèáîëüøåå, à ýòî áóäåò,

åñëè n = 1. Òîãäà inf
∀n∈N

{
n
n+1

}
= 1

2 , ïðè÷åì ýòà ãðàíü äîñòèãàåòñÿ ïðè

n = 1.I
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñîäåðæèò
õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò è îãðàíè÷åíî ñâåðõó (ñíèçó), òî ñóùåñòâóåò
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x (÷èñëî x), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé
(òî÷íîé íèæíåé) ãðàíüþ ýòîãî ìíîæåñòâà.

JÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñìîòðèòå [2, ñ. 45�47].I

Çàìå÷àíèå 2.2. Óêàçàííîå â òåîðåìå óñëîâèå íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîñòüþ ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.
2. Ñôîðìóëèðóéòå ñâîéñòâà ìîäóëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà è ðàâíî-

ñèëüíîñòè, èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëÿìè.
3. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó (ñíèçó) ìíîæåñòâà, à òàê-

æå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
4. Äàéòå ïîíÿòèÿ òî÷íûõ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé. Ïðèâåäèòå ïðè-

ìåðû.
5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâàM , äëÿ êîòîðîãî inf M = 0,

supM = 1, íî êîòîðîå íå ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [0; 1].
6. Äëÿ êàêèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ inf M = supM?
7. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë.
8. Îòâåòüòå íà âîïðîñû òåñòà.



65

ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 2

Ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà

Çàäàíèå 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå |2x− 7| = 3.

J |2x− 7| = 3⇔
[

2x− 7 = 3,
2x− 7 = −3;

⇔
[
x = 5,
x = 2.

I

Çàäàíèå 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x2 − x− 8| = −x.

J |x2−x−8| = −x⇔


[
x2 − x− 8 = −x,
x2 − x− 8 = x;
−x ≥ 0;

⇔


[
x2 − 8 = 0,
x2 − 2x− 8 = 0;

x ≤ 0.

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì êîðíè: x = ±2
√

2; x = 4; x = −2. Â îòâåò
çàïèøåì êîðíè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ x ≤ 0.

Îòâåò: −2; −2
√

2. I

Çàäàíèå 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå |3x− 4| = 4x2 + 3x− 2.

|3x− 4| = 4x2 + 3x− 2⇔


{

3x− 4 ≥ 0,
3x− 4 = 4x2 + 3x− 2;{
3x− 4 < 0,
3x− 4 = −4x2 − 3x+ 2;

⇔
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⇔


{
x ≥ 4

3 ,

2x2 + 1 = 0;{
x < 4

3 ,
2x2 + 3x− 3 = 0.

Óðàâíåíèå èç ïåðâîé ñèñòåìû ñîâîêóïíîñòè êîðíåé íå èìååò. Ðåøàÿ
âòîðîå óðàâíåíèå, íàõîäèì, ÷òî x = −3±

√
33

4 . Î÷åâèäíî, ÷òî îáà ïîëó÷åí-
íûõ çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ x < 4

3 .

Îòâåò: −3±
√

33
4 . I

Çàäàíèå 4. Ðåøèòå óðàâíåíèå |3x2 + 5x− 9| = |6x+ 15|.
JÒàê êàê îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íåîòðèöàòåëüíû, òî âîçâåäÿ èõ â êâàä-

ðàò, ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó.

(3x2 + 5x− 9)2 = (6x+ 15)2 ⇔ (3x2 + 5x− 9)2 − (6x+ 15)2 = 0⇔

⇔ (3x2 + 5x− 9− 6x− 15)(3x2 + 5x− 9 + 6x+ 15) = 0⇔

⇔ (3x2 − x− 24)(3x2 + 11x+ 6) = 0⇔
[

3x2 − x− 24 = 0,
3x2 + 11x+ 6 = 0.

Îòâåò: 3; −3; −2
3 ; −

8
3 . I

Çàäàíèå 5. Ðåøèòå óðàâíåíèå (x− 1)2 + |x− 1| = 2.
JÒàê êàê (x − 1)2 = |x − 1|2, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

|x − 1|2 + |x − 1| − 2 = 0. Ñäåëàåì çàìåíó: |x − 1| = t; t ≥ 0. Òîãäà
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t2 + t− 2 = 0; t = −2; t = 1. Íî t = −2 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿ t ≥ 0.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå |x− 1| = 1. Îòêóäà

[
x− 1 = 1,
x− 1 = −1;

⇔
[
x = 2,
x = 0.

I

Çàäàíèå 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

|x2 − 5x− 6|+ |2x2 − 5x+ 3| = |3x2 − 10x− 3|. (2.9)

JÇàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (2.9) èìååò âèä |a|+ |b| = |a+b|. Èç ñâîéñòâ
ìîäóëÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ab ≥ 0. Ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

(x2 − 5x− 6)(2x2 − 5x+ 3) ≥ 0.

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, ïîëó÷èì:

x ∈ (−∞;−1] ∪
[
1;

3

2

]
∪ [6; +∞). I

Çàäàíèå 7. Ðåøèòå óðàâíåíèå |32 − 4x − x2| + |x2 + 12x + 32| =
= 8x+ 64.

JÇàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå èìååò âèä |a| + |b| = a + b, à ýòî ðàâåí-

ñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

{
a ≥ 0,
b ≥ 0.

Çíà÷èò, èñõîäíîå

óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå äâóõ íåðàâåíñòâ:{
32− 4x− x2 ≥ 0,
x2 + 12x+ 32 ≥ 0;

⇔
{
x2 + 4x− 32 ≤ 0,
x2 + 12x+ 32 ≥ 0.

⇔ x ∈ {−8} ∪ [−4; 4]. I
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Çàäàíèå 8. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x− 3|+ |2x+ 1|+ 2− 3x = 0.
JÍàéäåì êîðíè ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé: x = 3; x = −1

2 . Ýòè òî÷êè
ðàçáèâàþò ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà òðè ïðîìåæóòêà, â êàæäîì èç êîòîðûõ
âûðàæåíèÿ x− 3 è 2x+ 1 ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííûé çíàê.

x ∈
(
−∞;−1

2

]
x ∈

(
−1

2 ; 3
]

x ∈ (3; +∞)

x− 3 − − +

2x+ 1 − + +

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â êàæäîì èç òðåõ ïðîìåæóòêîâ:

{
x ≤ −1

2 ,

−x+ 3− 2x− 1 + 2− 3x = 0;{
−1

2 < x ≤ 3,
−x+ 3 + 2x+ 1 + 2− 3x = 0;{
x > 3,
x− 3 + 2x+ 1 + 2− 3x = 0;

⇔



{
x ≤ −1

2 ,

6x = 4;{
−1

2 < x ≤ 3,
2x = 6;{
x > 3,
0 · x = 0;

⇔

⇔



{
x ≤ −1

2 ,

x = 2
3 ;{

−1
2 < x ≤ 3,

x = 3;{
x > 3,
x ∈ R;

⇔

 x ∈ Ø,
x = 3,
x > 3.
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Îòâåò: [3; +∞). I

Çàäàíèå 9. Ðåøèòå óðàâíåíèå: ||−x− 4|+ x+ 2| = x+ 7.

J ||x+ 4|+ x+ 2| = x+ 7⇔


{
x ≥ −4,
|2x+ 6| = x+ 7;{
x < −4,
2 = x+ 7.

Ðåøåíèå âòîðîé ñèñòåìû ïîñëåäíåé ñîâîêóïíîñòè x = −5. Ïåðâàÿ
ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå

x ≥ −4;
{
x ≥ −3,
2x+ 6 = x+ 7;{
x < −3,
−2x− 6 = x+ 7;

⇔


{
x ≥ −3,
x = 1;{
−4 ≤ x < −3,
x = −13

3 ;

⇔ x = 1.

Îòâåò: x1 = −5; x2 = 1. I

Çàäàíèå 10. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
∣∣x3 − 3x+ 1

∣∣ ≤ ∣∣x3 + x2 − 1
∣∣.

J
∣∣x3 − 3x+ 1

∣∣ ≤ ∣∣x3 + x2 − 1
∣∣⇔ {

x3 − 3x+ 1 ≤
∣∣x3 + x2 − 1

∣∣ ,
x3 − 3x+ 1 ≥ −

∣∣x3 + x2 − 1
∣∣ ; ⇔
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⇔


[
x3 + x2 − 1 ≥ x3 − 3x+ 1,
x3 + x2 − 1 ≤ −x3 + 3x− 1;[
x3 + x2 − 1 ≥ −x3 + 3x− 1,
x3 + x2 − 1 ≤ x3 − 3x+ 1;

⇔


[
x2 + 3x− 2 ≥ 0,
2x3 + x2 − 3x ≤ 0;[
2x3 + x2 − 3x ≥ 0,
x2 + 3x− 2 ≤ 0;

⇔

Ðåøàÿ íåðàâåíñòâà ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, à çàòåì ðåøèâ ñîâîêóïíîñòè
è ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò:
[
−3−

√
17

2 ;−1, 5
]
∪
[
0; −3+

√
17

2

]
∪ [1; +∞] . I

Çàäàíèå 11. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
∣∣|2x+ 1| − 5

∣∣ ≤ 4.

J
∣∣|2x+ 1| − 5

∣∣ ≤ 4⇔
{
|2x+ 1| − 5 ≤ 4,
|2x+ 1| − 5 ≥ −4;

⇔
{
|2x+ 1| ≤ 9,
|2x+ 1| ≥ 1;

⇔

⇔


{

2x+ 1 ≤ 9,
2x+ 1 ≥ −9;[
2x+ 1 ≥ 1,
2x+ 1 ≤ −1;

⇔


{
x ≤ 4,
x ≥ −5;[
x ≥ 0,
x ≤ −1.

Îòâåò: [−5;−1] ∪ [0; 4]. I

Çàäàíèå 12. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |x− 1|+ |2− x| > x+ 3.

JÊîðíè ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé ðàçáèâàþò ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ íà
ïðîìåæóòêè, â êàæäîì èç êîòîðûõ âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ìî-
äóëÿ, ñîõðàíÿþò ñâîé çíàê.
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x ∈ (−∞; 1] x ∈ (1; 2] x ∈ (2; +∞)

x− 2 + + −
x− 1 − + +

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè òðåõ ñèñòåì:

{
x < 1,
1− x− x+ 2 > x+ 3;{
1 ≤ x ≤ 2,
x− 1− x+ 2 > x+ 3;{
x > 2,
x− 1 + x− 2 > x+ 3;

⇔

 x < 0,
x ∈ Ø,
x > 6.

Îòâåò: (−∞; 0) ∪ (6; +∞). I

Çàäàíèå 13. Ðåøèòå óðàâíåíèå
∣∣ x
x−1

∣∣+ |x| = x2

|x−1| .
JÏîñêîëüêó

x2

x− 1
=
x+ x2 − x
x− 1

=
x+ x(x− 1)

x− 1
=

x

x− 1
+ x;

x2

|x− 1|
=
|x2|
|x− 1|

=

∣∣∣∣ x2

x− 1

∣∣∣∣ ,
èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:∣∣∣∣ x

x− 1

∣∣∣∣+ |x| =
∣∣∣∣ x

x− 1
+ x

∣∣∣∣ .
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Ýòî óðàâíåíèå âèäà |a| + |b| = |a + b|. Äàííîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëè-
âî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ab ≥ 0. Ïîýòîìó ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó x

x−1x ≥ 0, ò.å. x2

x−1 ≥ 0. Ðåøåíèÿìè ýòîãî íåðà-
âåíñòâà, à çíà÷èò, è èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëî 0 è âñå ÷èñëà
èç ïðîìåæóòêà (1; +∞).
Îòâåò: {0} ∪ (1; +∞). I

Çàäàíèå 14. Íàéäèòå âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k, ïðè
êîòîðûõ óðàâíåíèå |x+ 2k| + |x+ 4| = 4 − 2k èìååò íå áîëåå äåâÿòè
öåëûõ ðåøåíèé.

J Çàìåíèì óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíûì |x−(−2k)|+ |x−(−4)|=4−2k.
Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ãåîìåòðè÷åñêè èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì: ñóììà ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êîé A(x) è òî÷êàìè B(−4)
è C(−2k) ðàâíà 4 − 2k (4 − 2k ≥ 0, k ≤ 2). Ðàññòîÿíèå æå ìåæäó òî÷-
êàìè A(−4) è C(−2k) áóäåò ðàâíî: |AC| = |−2k − (−4)| = |4− 2k| =
= 4−2k. Çíà÷èò, òî÷êà x ∈ [−4;−2k], òî åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ åñòü îòðåçîê. Ýòîìó îòðåçêó ïðèíàäëåæèò íå áîëåå äåâÿòè öåëûõ
÷èñåë, åñëè −2k ≤ 4, k ≥ −2.
Îòâåò: −2 ≤ k ≤ 2. I
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

1.1 |x2 − x− 5| = 1;

1.2 |3x− 1| = 1
4x−1 ;

1.3 |x− 3| = −x2 + 4x− 3;

1.4 |x2−8x+12| = −x2 +8x−12;

1.5 |5x− x2 − 6| = x2 − 5x+ 6;

1.6 (x+ 2)2 = 2|x+ 2|+ 3;

1.7 |x2 + x| = |3x+ 3|;

1.8 |x2−4x+3|+ |x2−4x−5| = 8;

1.9 |x2−5x+4|+ |x2−5x+6| = 2;

1.10 |x2 − 4| − |x2 − 9| = 5;

1.11 |x+ 1|+ |3− x| = 2− 2x;

1.12
∣∣x+ 1 + | − x− 3|

∣∣ = x+ 6;

1.13
∣∣|x+ 1| − |x− 3|

∣∣ = |x|;
1.14

∣∣3− |x− 2|
∣∣ = 4;

1.15 |x+ 1|+ |2x− 4| − |x− 3| = 2x− 6;

1.16 |x2 + 3x| = |x2 + 2x+ 5|+ |x− 5|;
1.17 |(x4 − 4)− (x2 + 2)| = |x4 − 4| − |x2 + 2|;
1.18 |5x− 3− 2x2| − |x− 1| = |3x− 2|.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà:

2.1
∣∣ x+1

2x−1

∣∣ < 1;

2.2
∣∣∣x2−2x+1

x−3

∣∣∣ > 1;

2.3 |x2 − 2x− 3| < 3x− 3;

2.4
∣∣ x
x+1

∣∣ > x
x+1 ;

2.5 |x2 + 6x+ 8| ≤ −x2 − 6x− 8;

2.6 |x2 − 2x− 3| > x2 − 2x− 3;
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2.7 |x− 4|+ |x+ 4| ≤ 10;

2.8 |x−1|−2|x−2|+3|x−3| ≤ 4;

2.9 3
|x+1|+1 > |x− 1| − |x+ 1|;

2.10 5
|x+2|+2 > |x+ 2| − 2.

2.11 |24x2 − 39x− 8| ≤ |18x2 − 25x+ 32|;

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò öåëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå

∣∣x2 − 5|x|+ 6
∣∣ = a2 − a− 2 èìååò ÷åòûðå êîðíÿ?

4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò öåëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå

∣∣3x2 − 8|x| − 3
∣∣ = a2 − 2a èìååò øåñòü êîðíåé?



75

ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 3
Îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà

Çàäàíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà
{

n2

n2+4

}
, ãäå n ïðî-

áåãàåò âñå íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ, îãðàíè÷åíî. Íàéäèòå òî÷íóþ íèæíþþ
è âåðõíþþ ãðàíè ýòîãî ìíîæåñòâà.

JÒàê êàê ∀n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 0 < n2

n2+4 < 1, òî ìíîæå-

ñòâî ÷èñåë
{

n2

n2+4

}
îãðàíè÷åíî. Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé

âåðõíåé ãðàíüþ ýòîãî ìíîæåñòâà, ò.å. sup
n∈N

{
n2

n2+4

}
= 1. Äëÿ ýòîãî íà-

äî ïîêàçàòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ∀n ∈ N ñïðàâåäëèâî óñëîâèå n2

n2+4 ≤ 1 è,

âî-âòîðûõ, ∀ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå n ∈ N , ÷òî n2

n2+4 > 1− ε.
Âûïîëíåíèå ïåðâîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî n2

n2+4 < 1. Ïîêà-

æåì, ÷òî âòîðîå óñëîâèå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Ðåøèì íåðàâåíñòâî n2

n2+4 >

> 1 − ε. Ïðè 0 < ε < 1 ïîëó÷àåì n >
√

4(1−ε)
ε . Èòàê, íàøå íåðàâåíñòâî

èìååò ðåøåíèÿ, à ïîýòîìó 1−ε íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ äëÿ
{

n2

n2+4

}
,

è, çíà÷èò, sup
n∈N

{
n2

n2+4

}
= 1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî inf
n∈N

{
n2

n2+4

}
= 0. I
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Çàäàíèå 2. Ïîäìíîæåñòâà X = {x} è Y = {y} ìíîæåñòâà äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë R îãðàíè÷åíû. Äîêàæèòå, ÷òî inf {x+ y} = inf {x}+
+ inf {y}; sup {x+ y} = sup {x}+ sup {y}.

JÂâåäåì îáîçíà÷åíèÿ: βx = inf {x}, βy = inf {y}. Èç õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíåé ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ:
(βx ≤ x∗ < βx + ε

2) è (βy ≤ y∗ < βy + ε
2) äëÿ íåêîòîðûõ x∗ ∈ X è y∗ ∈ Y ,

à òàêæå ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî äåéñòâèòåëüíîãî ε > 0. Ñêëàäûâàÿ
íåðàâåíñòâà îäèíàêîâîãî ñìûñëà, ïîëó÷èì:

βx + βy ≤ x∗ + y∗ < βx + βy + ε.

Òîãäà inf {x+ y} = βx + βy = inf {x}+ inf {y}.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî sup {x+ y} = sup {x}+ sup {y} . I

Çàäàíèå 3. Ïîäìíîæåñòâà X= {x} è Y= {y} ìíîæåñòâà íåîòðèöà-
òåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îãðàíè÷åíû. Äîêàæèòå, ÷òî inf {x · y} =
= inf {x} · inf {y}; sup {x · y} = sup {x} · sup {y}.

JÂâåäåì îáîçíà÷åíèÿ: βx = inf {x}, βy = inf {y}. Èç õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ òî÷íûõ íèæíèõ ãðàíåé ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðà-
âåíñòâ: (0 ≤ βx ≤ x∗ < βx + b) è (0 ≤ βy ≤ y∗ < βy + b) äëÿ íåêîòîðûõ
x∗ ∈ X è y∗ ∈ Y , à òàêæå ëþáîãî b > 0. Âûáåðåì b > 0 òàê, ÷òîáû
äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî äåéñòâèòåëüíîãî ε > 0 âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

b2 + (βx + βy) b − ε = 0

(
b =

−(βx+βy)+
√

(βx+βy)
2
+4ε

2

)
. Ïåðåìíîæàÿ íåðà-
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âåíñòâà îäèíàêîâîãî ñìûñëà äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ïîëó÷èì:

0 ≤ βx · βy ≤ x∗ · y∗ < βx · βy + b2 + (βx + βy) b = βx · βy + ε.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî inf {x · y} = inf {x} · inf {y}.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî sup {x · y} = sup {x} · sup {y} . I

Çàäàíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî

A =

{
n

n+ 3
(2 + (−1)n)

∣∣∣ n ∈ N}
îãðàíè÷åíî. Íàéäèòå òî÷íûå ãðàíè ìíîæåñòâà. Äîñòèãàþòñÿ èëè íå äî-
ñòèãàþòñÿ ýòè ãðàíè?

JÂâåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

X =

{
n

n+ 3

∣∣∣ n ∈ N} , Y =
{

(2 + (−1)n)
∣∣∣ n ∈ N} .

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíî, òàê êàê∣∣∣∣ n

n+ 3

∣∣∣∣ =
n

n+ 3
< 1; |2 + (−1)n| = 2 + (−1)n ≤ 3.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
(
a
b < 1

)
(a > 0, b > 0), òî äëÿ ëþáîãî c > 0 áóäåò

a+c
b+c >

a
b . Çíà÷èò, íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâàX áóäåò n

n+3 |n=1 = 1
4
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(
n
n+3 <

n+n0

n+3+n0
, ∀n0 ∈ N

)
, òî åñòü inf

n∈N

{
n
n+3

}
= 1

4 è ýòà ãðàíü äîñòèãàåòñÿ

ïðè n = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî inf
n∈N

Y = inf
n∈N
{2 + (−1)n} = 1 è îíà äîñòèãàåòñÿ ïðè

âñåõ n = 2k − 1, k ∈ N , â òîì ÷èñëå è ïðè n = 1.

Çíà÷èò, inf
n∈N

A = 1
4 · 1 = 1

4 è ýòà ãðàíü äîñòèãàåòñÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà X áóäåò ÷èñëî 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî n

n+1 < 1 ∀n ∈ N (ïåðâîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè âûïîëíÿåòñÿ). Âîçüìåì ëþáîå ñêîëü óãîäíî ìàëîå
ε > 0. Åñëè ε ≥ 1, òî íåðàâåíñòâî n

n+3 > 1 − ε ñïðàâåäëèâî ∀n ∈ N .
Ïóñòü 0 < ε < 1. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû n

n+3 > 1 − ε. Çàìåíÿåì ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî åìó ðàâíîñèëüíûìè: n > n(1−ε)+3(1−ε); nε > 3(1−−ε);
n > 3(1−ε)

ε . Î÷åâèäíî, ÷òî n0 ∈ N , óäîâëåòâîðÿþùåå ïîñëåäíåìó íåðà-
âåíñòâó, ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò, sup

n∈N
X = 1 è ýòà ãðàíü íå äîñòèãàåòñÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî sup
n∈N

Y = 3 è ýòà ãðàíü äîñòèãàåòñÿ ïðè âñåõ n = 2k,

k ∈ N , â òîì ÷èñëå è ïðè n = 2.

Çíà÷èò, sup
n∈N

A = 1 · 3 = 3 è ýòà ãðàíü íå äîñòèãàåòñÿ.I

Çàäàíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî

A =

{
mn

4m2 + n2

∣∣∣∣ m,n ∈ Z, n 6= 0

}
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îãðàíè÷åíî. Íàéäèòå òî÷íûå ãðàíè ìíîæåñòâà A. Óñòàíîâèòå, äîñòèãà-
þòñÿ èëè íå äîñòèãàþòñÿ ýòè òî÷íûå ãðàíè.

J Äîêàæåì íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣ mn

4m2 + n2

∣∣∣∣ ≤ 1

4
. (2.10)

Íåðàâåíñòâî (2.10) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ{
mn

4m2+n2 ≤ 1
4 ,

mn
4m2+n2 ≥ −1

4 ;
⇔
{

4m2 + n2 ≥ 4mn,
−4mn ≤ 4m2 + n2;

⇔
{

(2m− n)2 ≥ 0,

(2m+ n)2 ≥ 0.

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà, à çíà÷èò è íåðàâåíñòâî (2.10) ñî âñåìè ïðåäûäó-
ùèìè ñèñòåìàìè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé m è n, óêàçàííûõ â
óñëîâèè çàäà÷è.

Èç íåðàâåíñòâà (2.10) çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî, à çíà-
÷èò îãðàíè÷åíî è ñâåðõó, è ñíèçó. Ïîêàæåì, ÷òî supA = 1

4 , à inf A = − 1
4

è ýòè ãðàíè äîñòèãàþòñÿ. Åñëè m = 1, n = 2 òî mn
4m2+n2

∣∣
m=1, n=2

= 1
4 , òî

åñòü supA = 1
4 è òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ. Òàêæå åñëèm = −1,

n = 2, òî mn
4m2+n2

∣∣
m=−1, n=2

= −1
4 , òî åñòü inf A = −1

4 è òî÷íàÿ íèæíÿÿ
ãðàíü äîñòèãàåòñÿ.I

Çàäàíèå 6. Ïóñòü A ⊂ (0,+∞) è äëÿ ∀n ∈ N ∃an ∈ A: an ≤ 1
n .

Äîêàçàòü, ÷òî inf A = 0.
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J Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ β = 0 ñïðàâåäëèâû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà òî÷íîé íèæíåé ãðàíè îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà A. Âî-ïåðâûõ, ∀a∈A
⇒ a < 0. Âî-âòîðûõ, çàäàâøèñü ∀ε > 0, íàéäåì a′ ∈ A, ÷òî a′ < 0 + ε.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ∀n ∈ N ∃an ∈ A: an ≤ 1

n . Ïîòðåáóåì, ÷òîáû
1
n > ε. Òîãäà n > 1

ε . Âîçüìåì n0 = max
{

1,
[

1
ε

]}
, ãäå

[
1
ε

]
� öåëàÿ ÷àñòü

äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà 1
ε . Òîãäà â êà÷åñòâå a

′ âîçüìåì an ≤ 1
n , ãäå n>n0.

Ïðè òàêîì âûáîðå âòîðîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òàêæå áóäåò âû-
ïîëíÿòüñÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Çíà÷èò, supA = 0. I

Çàäàíèå 7. Ïóñòü X è Y � îãðàíè÷åííûå ïîäìíîæåñòâà R è X 6= Ø.
Äîêàæèòå, ÷òî supX ≤ supY , åñëè ∀x ∈ X ∃y ∈ Y : x ≤ y.

JÏðåäïîëîæèì, ÷òî supX> supY . Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: α= supX,
β = supY . Òîãäà ïî âòîðîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó òî÷íûõ
âåðõíèõ ãðàíåé ∀ε > 0, â ÷àñòíîñòè ε = α− β, ∃x′ ∈ X: x′ > α− ε = β.
Íî èç óñëîâèÿ çàäà÷è äëÿ x′ ∃y′ ∈ Y : x′ ≤ y′. Çíà÷èò y′ > β. Ïîëó÷èëè,
÷òî β íå åñòü supY � ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì,
÷òî supX > supY , áóäåò íåâåðíûì, òî åñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
supX ≤ supY. I

Çàäàíèå 8. Åñëè íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà X è Y ìíîæåñòâà äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë îãðàíè÷åíû ñâåðõó, òî èõ îáúåäèíåíèå X ∪ Y = A òàêæå
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îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî è

sup(X ∪ Y ) = max {supX, supY } .

J Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: α := supX, β = supY . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ïóñòü α > β. Èìååì:

1) ∀x ∈ X : x ≤ α, òàêæå è äëÿ ∀y ∈ Y : y ≤ β < α. Íî ëþáîé
ýëåìåíò a ∈ A åñòü ýëåìåíò èëè ìíîæåñòâà X, èëè ìíîæåñòâà Y , ïî-
ýòîìó ∀a ∈ A: a ≤ α, òî åñòü ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó, à çíà÷èò
(ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë) ñóùåñòâóåò
supA. Ïðè÷åì, âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíè, åñëè âçÿòü supA = α.

2) Âçÿâ ∀ε > 0, ìîæíî íàéòè ýëåìåíò a′ ∈ A, ÷òî a′ > α− ε, ïðè÷åì,
åñëè ε ≤ α−β, òî a′ = x′ ∈ X (òàêîé ýëåìåíò x′ ∈ X ñóùåñòâóåò, òàê êàê
α = supX è ïðàâåå β íåò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y , ïîýòîìó x′ = a′ ∈ A).
Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî äëÿ òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíè, åñëè âçÿòü supA = α.

Àíàëîãè÷íî áóäåò, åñëè β > α. Åñëè æå β = α, òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è
î÷åâèäíî.I

Çàäàíèå 9. Åñëè íåïóñòîå ìíîæåñòâî X ⊂ R îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî

ìíîæåñòâî (−X) =
{
x
∣∣∣ (−x) ∈ X

}
îãðàíè÷åíî ñâåðõó è ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî sup(−X) = − inf X.
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JÒàê êàê ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî ∃ inf X =: (−α). Ïî
ïåðâîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó äëÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè:

∀(−x) ∈ X : −x ≥ −α⇔ x ≤ α,

òî åñòü ïîëó÷èì, ÷òî ∀x ∈ (−X): x ≤ α. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî (−X) îãðà-
íè÷åíî ñâåðõó. Êðîìå òîãî,

∀ε > 0 ∃(−x′) ∈ X : (−x′) > −α + ε⇔ x′ < α− ε, x′ ∈ (−X).

Äîêàçàíî, ÷òî sup(−X) = α = −(−α) = − inf X. I

Çàäàíèå 10. Åñëè X ⊂ R è X íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíî-

æåñòâî, à Y =
{
ax
∣∣∣x ∈ X}, ãäå a ∈ R, òî ïðè a > 0 ìíîæåñòâî Y

îãðàíè÷åíî ñâåðõó è supY = a supY ; ïðè a < 0 ìíîæåñòâî Y îãðàíè-
÷åíî ñíèçó è inf Y = a supX; ïðè a = 0 ìíîæåñòâî Y îãðàíè÷åíî è
inf Y = supY = 0.

JÎáîçíà÷èì: α := supX. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà a > 0.
Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ìíîæåñòâà
X è âûâîäû èç íèõ. Áóäåì èìåòü:

1) ∀x ∈ X (∀ax ∈ Y ): x ≤ α ⇔ ax ≤ aα. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî Y
îãðàíè÷åíî ñâåðõó.

2) ∀ε > 0 ∃x′ ∈ X (∃ax′ ∈ Y ): x′ > α− ε
α ⇔ ax′ > aα− ε.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ∃ supY = aα = a supX. Óòâåðæäå-
íèå çàäà÷è â ñëó÷àå a > 0 äîêàçàíî.
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Åñëè a < 0, òî:

1) ∀x ∈ X: x ≤ α ⇔ ax ≥ aα, òî åñòü, ìíîæåñòâî Y � îãðàíè÷åíî
ñíèçó.

2) ∀ε > 0 ∃x′ ∈ X: x′ > α− ε
−a ⇔ ax′ < aα + ε.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ∃ inf Y = aα = a supX. Óòâåðæäå-
íèå çàäà÷è äîêàçàíî è äëÿ a < 0.

Åñëè a = 0, òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y òàêæå íóëåâûå, à çíà÷èò,
ìíîæåñòâî Y îãðàíè÷åíî è supY = inf Y = 0. I

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Âûÿñíèòå, êàêèå èç íèæåñëåäóþùèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ îãðàíè-
÷åíû ñâåðõó, êàêèå îãðàíè÷åíû ñíèçó, êàêèå íå îãðàíè÷åíû. Íàéäèòå
òî÷íûå âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè äëÿ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ:

à) ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà
{

n3

2n3+1

}
, ãäå n ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë;

á) ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà
{

n3

n4+1

}
, ãäå n ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî öåëûõ

÷èñåë;

â) ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ÷èñåë âèäà
{

1
n2+1

}
è ÷èñåë âèäà

{
n2

n+1

}
,

ãäå n ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

ã) ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ÷èñåë âèäà [(−1)n + 1]n2 + (−1)n−1
n , ãäå n

ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
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ä) ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ÷èñåë âèäà [1 + (−1)n]n + 1−(−1)n

n , ãäå n
ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî B =
{
n+1
n ·

3
2+(−1)n+1

}
, ãäå n ∈ N , îãðà-

íè÷åíî êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó. Íàéäèòå òî÷íûå ãðàíè ìíîæåñòâà è óêà-
æèòå, êàêèå èç íèõ äîñòèãàþòñÿ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A =
{

6ab
9a2+b2

∣∣∣ a, b ∈ Z, a 6= 0
}
îãðàíè÷å-

íî. Íàéäèòå òî÷íûå ãðàíè ìíîæåñòâà A. Óñòàíîâèòå, äîñòèãàþòñÿ èëè
íå äîñòèãàþòñÿ ýòè òî÷íûå ãðàíè.

4. Ïóñòü X è Y � îãðàíè÷åííûå ñíèçó ïîäìíîæåñòâà R è X 6= Ø.
Äîêàæèòå, ÷òî inf X ≥ inf Y , åñëè ∀x ∈ X ∃y ∈ Y : x ≥ y.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåïóñòîå ìíîæåñòâî X ⊂ R îãðàíè÷åíî ñâåðõó,
òî ìíîæåñòâî (−X) =

{
x
∣∣ (−x) ∈ X

}
îãðàíè÷åíî ñíèçó è ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî inf (−X) = − supX.
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ËÅÊÖÈß 3

Ôóíêöèè

3.1. Ïîíÿòèå ôóíêöèè, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé è ãðàôèê ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà X è Y ñ ýëåìåíòàìè
ëþáîé ïðèðîäû (÷èñëà, ëþäè, äíè íåäåëè è ò.ä.). Åñëè êàæäîìó ýëåìåí-
òó ìíîæåñòâà x ∈ X ñîîòâåòñòâóåò ïî íåêîòîðîìó çàêîíó (ïðàâèëó) f
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ Y , òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà
ôóíêöèÿ f ñî çíà÷åíèÿìè y = f(x) èç ìíîæåñòâà Y . Ìíîæåñòâî X â
ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè è îáîçíà÷àåòñÿ
D(f) èëè Df .

Ìíîæåñòâî æå âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ y ∈ Y , êàæäûé èç êîòîðûõ ïðè
ýòîì ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå õîòÿ áû îäíîìó ýëåìåíòó x ∈ X, íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè (îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ ôóíêöèè)
è îáîçíà÷àåòñÿ E(f) èëè Ef .

Ñèíîíèìîì ïîíÿòèÿ ¾ôóíêöèÿ¿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ¾îòîáðàæåíèå¿.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ãîâîðÿò îá îòîáðàæåíèè ìíîæåñòâà X âî
ìíîæåñòâî Y èëè � îá îòîáðàæåíèè ìíîæåñòâà X = D(f) íà ìíîæå-
ñòâî E(f). Ôóíêöèþ (îòîáðàæåíèå) îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f : X → Y èëè X
f→Y .
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Åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(f) è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé E(f) ôóíêöèè
f åñòü ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâàR äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî f íàçûâàþò
äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèåé äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà x ∈ X.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åêM(x, y) êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè R2 (R2 = R × R � äåêàðòîâûé êâàäðàò R), êîîðäèíàòû êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ y = f(x), íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè f ,
è îáîçíà÷àåòñÿ Γf .

3.2. Ñïîñîáû çàäàíèÿ ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, åñëè äàíû åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ X, à
òàêæå ìíîæåñòâî Y , ïîäìíîæåñòâîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé ôóíêöèè, è óêàçàí ñàì çàêîí ñîîòâåòñòâèÿ f .

3.2.1. Àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå ôóíêöèè

Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè � ýòî çàäàíèå ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû. Ôîðìóëà � ýòî àëãîðèòì (ïðîãðàììà) âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
äàííîé ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) =

√
2x− x2 èìååò îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ, ñîâïàäàþùóþ ñî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 2x−
−x2 ≥ 0, òî åñòü ðàâíà îòðåçêó [0, 2]. Íî, íàïðèìåð, â ôèçè÷åñêèõ è
ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ìîæåò è íå ñîâ-
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ïàäàòü ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ å¼ (ôóíêöèè) àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæå-
íèÿ. Òàê, ïëîùàäü ñôåðû íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå S = 4πr2 (r � ðàäèóñ
ñôåðû). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ åñòü âñÿ ÷èñ-
ëîâàÿ ïðÿìàÿ R, íî D(S) = R+ (ðàäèóñ ñôåðû ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ).

Ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà è ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé (íà ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

� ðàçëè÷íûå ôîðìóëû). Íàïðèìåð, f(x) =

{
x2 − 4x+ 3; x ≥ 0,
x+ 3; x < 0.

Åùå ïðèìåðàìè çàäàíèÿ ôóíêöèè ðàçëè÷íûìè ôîðìóëàìè íà ðàçíûõ
ïîäìíîæåñòâàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

1) f(x) = [x] � öåëàÿ ÷àñòü x. Öåëîé ÷àñòüþ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà íàçûâàåòñÿ ñàìîå áîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå äàííîå
÷èñëî (íàïðèìåð, [−3, 2] = −4; [3, 2] = 3). Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà
âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé è íà êàæäîì èç ïîëóèíòåðâàëîâ [k, k + 1), ãäå
k ∈ Z, áóäåò èìåòü âèä f(x) = k. Åå ãðàôèê ïîêàçàí íà ðèñóíêå 3.1.

2) Ôóíêöèÿ f(x) = x−[x] èëè f(x) = {x} íàçûâàåòñÿ äðîáíîé ÷àñòüþ
x (íàïðèìåð, {−3, 2} = −3, 2− (−4) = 0, 8; {3, 2} = 0, 2).

Íà êàæäîì èç ïîëóèíòåðâàëîâ [k, k + 1), ãäå k ∈ Z, ôóíêöèÿ èìååò
âèä f(x) = x− k. Åå ãðàôèê ïîêàçàí íà ðèñóíêå 3.2.

Çàìå÷àíèå 3.1. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà ôîðìóëîé áåç óêà-
çàíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèÿ åñòü äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ
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x

y

1 2 3

1

2

-1-2

Ðèñóíîê 3.1 � Ãðàôèê ôóíêöèè y = [x]

x

y

1 2 3

1

-1-2

Ðèñóíîê 3.2 � Ãðàôèê ôóíêöèè y = {x}

äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî, òî ïîä îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
íàäî ïîíèìàòü ìíîæåñòâî âñåõ òåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà
x, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ èìååò ñìûñë.

Ïðèìåð 3.1. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) = 2

(√
log|3− 4

x| 5 + 1

)−1

.
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JÎáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ðåøåíèÿ
íåðàâåíñòâà

log|3− 4
x| 5 + 1 > 0.

log|3− 4
x| 5 > −1⇔ log|3− 4

x | 5 > log|3− 4
x|

1∣∣3− 4
x

∣∣⇔

{ ∣∣3− 4

x

∣∣ > 1,
5 > 1

|3− 4
x|

;{
0 <

∣∣3− 4
x

∣∣ < 1,
5 < 1

|3− 4
x|

;

⇔

⇔


∣∣3− 4

x

∣∣ > 1,{ ∣∣3− 4
x

∣∣ < 1
5 ,

3− 4
x 6= 0;

⇔


3− 4

x > 1,
3− 4

x < −1,
3− 4

x <
1
5 ,

3− 4
x > −

1
5 ,

x 6= 4
3 ;

⇔


2x−4
x > 0,

4x−4
x < 0,
14x−20

5x < 0,
16x−20

5x > 0,
x 6= 4

3 .

Îòâåò: D(f) = (−∞; 0) ∪ (0; 1) ∪
(

5
4 ; 4

3

)
∪
(

4
3 ; 10

7

)
∪ (2; +∞). I

Çàìå÷àíèå 3.2. Àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå ôóíêöèè ïîçâîëÿåò íàõî-
äèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà x, à
òàêæå è âñ¼ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè.
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Ïðèìåð 3.2. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) = 2x−4
x2+2x+2 .

JÌíîæåñòâî çíà÷åíèé E(f) ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

2x− 4

x2 + 2x+ 2
= a (3.1)

èìååò ðåøåíèÿ. Çàìåíÿåì óðàâíåíèå (3.1) ðàâíîñèëüíûìè åìó óðàâíå-
íèÿìè

a(x2 + 2x+ 2) = 2x− 4; ax2 + 2(a− 1)x+ 2a+ 4 = 0.

Åñëè a = 0, òî x = 2 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1). Ïðè a 6= 0 ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå áóäåò êâàäðàòíûì. Íàõîäèì D

4 = −a2 − 6a + 1. Åñëè D
4 ≥ 0,

òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

−a2 − 6a+ 1 ≥ 0⇔ a2 + 6a− 1 ≤ 0.
D

4
= 10, a1,2 = −3±

√
10.

Îòâåò: E(f) =
[
−3−

√
10;−3 +

√
10
]
. I

3.2.2. Òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè

Çàäàåòñÿ òàáëèöà âûáðàííîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé (àðãóìåíòà) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ïðè-
ìåðîì òàêîé òàáëèöû ìîæåò, íàïðèìåð, ñëóæèòü îáû÷íûé êàëåíäàðü
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íà îïðåäåëåííûé ìåñÿö îïðåäåëåííîãî ãîäà. Çäåñü â êà÷åñòâå çíà÷åíèé
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé áóäóò ÷èñëà óêàçàííîãî ìåñÿöà, à çíà÷åíèÿ çà-
âèñèìîé ïåðåìåííîé (ôóíêöèè) � ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëàì ìåñÿöà äíè
íåäåëè (ïîíåäåëüíèê,..., âîñêðåñåíüå). Òàáëè÷íûìè çàäàíèÿìè ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ãðàôèêè äåæóðñòâ, ãðàôèêè ðàñïèñàíèÿ äâè-
æåíèé ïîåçäîâ (â êà÷åñòâå çíà÷åíèé àðãóìåíòà óêàçûâàþòñÿ îïðåäåëåí-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè, à çíà÷åíèé ôóíêöèè � ìåñòîïîëîæåíèå ïîåçäà
â óêàçàííûå ìîìåíòû âðåìåíè) è ò.ä. Ôóíêöèÿ-òàáëèöà ïîçâîëÿåò ïðè-
áëèæåííî âû÷èñëÿòü è äðóãèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (íå ñîäåðæàùèåñÿ â
òàáëèöå), ïðè ýòîì ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä èíòåðïîëÿöèè (ëèíåéíîé
� ìåæäó ñîñåäíèìè òàáëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè íàøà ôóíêöèÿ çàìåíÿåò-
ñÿ íåêîòîðîé ëèíåéíîé ôóíêöèåé, êâàäðàòè÷íîé � çàìåíà êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèåé). Òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.

Ïðèìûêàþùèì ê òàáëè÷íîìó ñïîñîáó çàäàíèÿ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå ïðè ðàçëè÷íûõ ñîöèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ (ïîêàçà èõ
ðåçóëüòàòîâ) äèàãðàìì (ïðÿìîóãîëüíûõ, ñåêòîðíûõ è ò.ä.).

3.2.3. Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè

Òàêîé ñïîñîá ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ (ïî-
êàçûâàåòñÿ ãðàôèê êàêîé-òî ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ñ ïîìîùüþ
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îñöèëëîãðàôà). Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ ïðèáîðû, êîòîðûå àâòîìàòè-
÷åñêè çàïèñûâàþò íà áóìàãå â ôîðìå ãðàôèêà èçìåíåíèÿ èññëåäóåìûõ
âåëè÷èí ñ òå÷åíèåì âðåìåíè (òåðìîãðàôû, áàðîãðàôû è ò.ä.). Êîíå÷íî,
òàêèå çàäàíèÿ ôóíêöèé íîñÿò ïðèáëèçèòåëüíûé õàðàêòåð (ëèíèè ãðà-
ôèêà ôóíêöèè èìåþò îïðåäåëåííóþ òîëùèíó), íî íà ïðàêòèêå ðåàëü-
íî ìû îïåðèðóåì ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè âåëè÷èí. Ãðàôèêè ôóíê-
öèé ïîçâîëÿþò (ñ ó÷åòîì íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ äàííûõ) íàãëÿäíî
îïðåäåëÿòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèé.

×àñòî ýôôåêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ãðàôè÷åñêèå ìåòîäû ïðè ðåøåíèè
óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ, ñèñòåì, îñîáåííî ñ ïàðàìåòðàìè.

Ïðèìåð 3.3. Íàéäèòå âñå äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a,
ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

|3− x− a|+ 1 = |x− 3| (3.2)

íå èìååò ðåøåíèé.

JÂ ñèñòåìå êîîðäèíàò xOy ñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé y = |x− 3| è
y = |x− (3− a)| + 1: îáúåäèíåíèå ëó÷åé KA è KB åñòü ãðàôèê ïåð-
âîé ôóíêöèè; ãðàôèê âòîðîé ôóíêöèè � ôèãóðà ïåðåìåííàÿ, îäíî èç åå
ïîëîæåíèå ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.3 (îáúåäèíåíèå ëó÷åé CM è CN).

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (3.2) íå èìååò ðåøåíèé, åñëè òî÷êà
C íàõîäèòñÿ ìåæäó òî÷êàìè A(2; 1) è B(4; 1), òî åñòü ìíîæåñòâî èñêî-
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x

y

1 3

1

3

4 5

x’

M N

A B

C

K
3-a

Ðèñóíîê 3.3

ìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

2 < 3− a < 4. (3.3)

Ðåøàåì íåðàâåíñòâî (3.7): −1 < −a < 1, −1 < a < 1.
Îòâåò: (−1, 1). I

3.3. Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ y = f(u) ñ D(f) = U , â
ñâîþ î÷åðåäü u = ϕ(x) ñ D(ϕ) = X, ïðè÷åì E(ϕ) ⊂ U . Òîãäà ãîâîðÿò,
÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f(ϕ(x)), èëè, èíà÷å,
êîìïîçèöèÿ (f ◦ ϕ)(x) ôóíêöèé ϕ è f .

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y = sinx2 áóäåò ñëîæíîé. Åå (ñîãëàñíî ñêà-
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çàííîìó âûøå) ìîæíî ðàñ÷ëåíèòü íà êîìïîíåíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
y = sinu, U = R; u = x2, X = R; E(x2) = [0,+∞) ⊂ U = R.

Íî åñëè âçÿòü ôóíêöèþ y = ln cosx, òî y = lnu, U = (0,+∞);
u = cosx, X = R; E(cosx) = [−1, 1] 6⊂ U = (0,+∞). Çíà÷èò, ôóíêöèÿ
y = ln cosx íå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé íà X = R, à áóäåò òàêîâîé íà ëþáîì
òàêîì ïîäìíîæåñòâå X1 ⊂ X, ÷òî ∀x ∈ X1 E(cosx) ⊂ U = (0,+∞).

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìîå ñóæåíèå ôóíêöèè u = cosx, D(u) = R,
äëÿ êîòîðîãî cosx > 0 ⇔ −π

2 + 2πn < x < π
2 + 2πn, n ∈ Z, òî åñòü

X1 ⊂ (−π
2 + 2πn, π2 + 2πn), n ∈ Z.

Ñëîæíóþ ôóíêöèþ y = f(ϕ(x)) (ôóíêöèþ f îò ôóíêöèè ϕ) íàçûâà-
þò òàêæå ñóïåðïîçèöèåé äâóõ ôóíêöèé, ïðè÷åì ôóíêöèþ f(u) íàçûâà-
þò âíåøíåé, à ϕ(x) � âíóòðåííåé.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîìïîçèöèþ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíê-
öèé: y = (f ◦ ϕn ◦ ϕn−1 ◦ . . . ϕ1) (x), ∀ϕi (i = 1, n− 1): E(ϕi)⊂D(ϕi+1), à
E(ϕn)⊂D(f).

3.4. Ìîíîòîííûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ôóíêöèÿ y = f(x) ñ D(f) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþ-
ùåé (óáûâàþùåé, íåóáûâàþùåé, íåâîçðàñòàþùåé) íà íåêîòîðîì ìíî-
æåñòâå M ⊂ D(f), åñëè ∀x1, x2 ∈ M x1 < x2 áóäåò f(x1) < f(x2)
(f(x1) > f(x2), f(x1) ≤ f(x2), f(x1) ≥ f(x2)).
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Ïðèìåð 3.4. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, èññëåäóéòå íà ìîíîòîííîñòü
ôóíêöèþ f(x) = ax2 + bx+ c, a > 0.

JÂîçüìåì ∀x1, x2 ∈ D(f) = R, x1 < x2 è îöåíèì

f(x1)− f(x2) = a(x2
1 − x2

2) + b(x1 − x2) = 2a(x1 − x2)

(
x1 + x2

2
+

b

2a

)
.

Åñëè a > 0 è − b
2a < x1 < x2, òî f(x1) − f(x2) < 0. Çíà÷èò, íà ïðî-

ìåæóòêå
[
− b

2a ; +∞
)
ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, à íà ïðîìåæóòêå

(
−∞;− b

2a

]
�

óáûâàåò. Äëÿ a < 0 ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå.I

Çàìå÷àíèå 3.3. Èññëåäîâàíèå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (ñòå-
ïåííàÿ, ïîêàçàòåëüíàÿ, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è îáðàò-
íûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè) íà ìîíîòîííîñòü ïîäðîáíî ðàññìîò-
ðåíî â [1].

3.5. Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó
(ñíèçó) íàD(f), åñëè ∃M ∈ R (∃m ∈ R), ÷òî ∀x ∈ D(f) áóäåò f(x) ≤ M
(f(x) ≥ m).

Ïðè ýòîì ÷èñëàM èm íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåðõíåé è íèæíåé
ãðàíÿìè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) íà D(f) (äàëåå � ãðàíèöàìè
ôóíêöèè), à íàèìåíüøàÿ (íàèáîëüøàÿ) èç âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé (íèæíèõ
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ãðàíåé) íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ è îáîçíà÷àåòñÿ:

sup
∀x∈D(f)

{f(x)}
(

inf
∀x∈D(f)

{f(x)}
)
.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà D(f),
åñëè îíà îãðàíè÷åíà è ñâåðõó, è ñíèçó, ò.å., åñëè ∃C > 0, ÷òî ∀x ∈ D(f)
áóäåò |f(x)| ≤ C.

Çàìå÷àíèå 3.4. Àíàëîãè÷íî (êàê è äëÿ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ)
ìîæíî ðàññìîòðåòü îòðèöàíèÿ îïðåäåëåíèé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè
ñâåðõó, ñíèçó è ïðîñòî îãðàíè÷åííîñòè, à òàêæå äâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ñâîéñòâà äëÿ òî÷íûõ ãðàíèö.

Ïðèìåð 3.5. Ôóíêöèþ f(x) = log2(2x
2−x) èññëåäóéòå íà îãðàíè÷åí-

íîñòü ñâåðõó è ñíèçó íà ïðîìåæóòêå (0, 5; 2]. Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîñòè
ñâåðõó (ñíèçó) íàéòè òî÷íóþ âåðõíþþ (íèæíþþ) ãðàíèöó.

JÍàõîäèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x):

D(f) = (−∞; 0) ∪
(

1

2
; +∞

)
; (0, 5; 2] ⊂ D(f).

Íà ïðîìåæóòêå (0, 5; 2] ôóíêöèÿ u = g(x) = 2x2 − x âîçðàñòàåò, è
E(g) = (0; 6]. Ôóíêöèÿ ϕ(u) = log2 u òîæå âîçðàñòàåò íà (0; 6], çíà÷èò, è
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êîìïîçèöèÿ ýòèõ ôóíêöèé f(x) = ϕ(g(x)) = log2(2x
2 − x) òîæå âîçðàñ-

òàåò íà ïðîìåæóòêå (0, 5; 2] è áóäåò îãðàíè÷åíà ñâåðõó:

sup
x∈(0,5;2]

{f(x)} = log2 6.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå áóäåò íåîãðà-
íè÷åííîé ñíèçó (∀m ∈ R ∃x′ ∈ (0, 5; 2] ÷òî f(x′) < m⇔ −f(x′) > −m).

Âîçüìåì ëþáîå m ∈ R. Åñëè m ≥ 0, òî äëÿ x′ ∈ (0, 5; 1) íåðàâåíñòâî
f(x′) < m âûïîëíÿåòñÿ (f(x′) < 0). Ïóñòü m � ëþáîå îòðèöàòåëüíîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Îöåíèì (−f(x)) ñíèçó:

− log2(2x
2−x) = − log2

(
x · 2

(
x− 1

2

))
= − log2 x−log2 2−log2

(
x− 1

2

)
.

Âîçüìåì ïðîìåæóòîê (0, 5; 1] ⊂ (0, 5; 2], òîãäà

− log2(2x
2 − x) ≥ − log2 1− 1− log2

(
x− 1

2

)
= −1− log2

(
x− 1

2

)
.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

−1− log2

(
x− 1

2

)
> −m⇔ − log2

(
x− 1

2

)
> 1−m⇔

log2

(
x− 1

2

)−1

> log2 21−m ⇔
(
x− 1

2

)−1

> 21−m ⇔ x− 1

2
< 2m−1 ⇔
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⇔ x < 0, 5 + 2m−1 < 1.

Èñêîìîå ÷èñëî x′ ∈
(
0, 5; 0, 5 + 2m−1

)
. I

Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå ïîíÿòèÿ ôóíêöèè, åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ìíîæåñòâà çíà-
÷åíèé è ãðàôèêà ôóíêöèè.

2. Ïðèâåäèòå ðàçëè÷íûå ïðèìåðû ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ôóíêöèè.
3. Äàéòå îïðåäåëåíèå è ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = [x].
4. Äàéòå îïðåäåëåíèå è ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = {x}.
5. Äàéòå ïîíÿòèå ñëîæíîé ôóíêöèè (êîìïîçèöèè ôóíêöèé). Ïðîìî-

äåëèðóéòå ïîíÿòèå ñëîæíîé ôóíêöèè íà ïðèìåðàõ.
6. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé, íåâîçðàñ-

òàþùåé, íåóáûâàþùåé) ôóíêöèè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
7. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó, îãðàíè÷åííûõ

ñíèçó, îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
8. Äàéòå ïîíÿòèÿ òî÷íûõ âåðõíèõ ãðàíåé ôóíêöèé. Ïðèâåäèòå ïðè-

ìåðû.
9. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ íåîãðàíè÷åííîé ñâåðõó, íåîãðàíè÷åííîé ñíèçó,

íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèé. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
10. Îòâåòüòå íà âîïðîñû òåñòà.
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 4
Ôóíêöèè

Çàäàíèå 1. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x)=
√

cos
∣∣ 1
x

∣∣.
JÎáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé

íåðàâåíñòâà

cos

∣∣∣∣1x
∣∣∣∣ ≥ 0⇔ −π

2
+ 2πn ≤

∣∣∣∣1x
∣∣∣∣ ≤ π

2
+ 2πn, n = 0, 1, 2, . . . (3.4)

Ïðè n = 0 ïîëó÷èì:

−π
2
≤ 1

|x|
≤ π

2
⇔ 0 <

1

|x|
≤ π

2
⇔ |x| ≥ 2

π
⇔
[
x ≥ 2

π ,

x ≤ − 2
π .

Åñëè æå n ∈ N , òî íåðàâåíñòâî (3.4) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìàì:{
|x| ≤ 1

−π2 +2πn ,

|x| ≥ 1
π
2 +2πn ;

⇔


− 1
−π2 +2πn ≤ x ≤ 1

−π2 +2πn ,[
x ≥ 1

π
2 +2πn ,

x ≤ − 1
π
2 +2πn .

⇔

⇔


{
− 1
−π2 +2πn ≤ x ≤ 1

−π2 +2πn ,

x ≥ 1
π
2 +2πn ;{

− 1
−π2 +2πn ≤ x ≤ 1

−π2 +2πn ,

x ≤ − 1
π
2 +2πn .
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Îòâåò:
[
x ≥ 2

π ,

x ≤ − 2
π ;

;

[
1

π
2 +2πn ≤ x ≤ 1

−π2 +2πn ,

− 1
−π2 +2πn ≤ x ≤ − 1

π
2 +2πn ;

, ãäå n = 1, 2, 3, . . . I

Çàäàíèå 2. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

f(x) = 4x − 2x+2 + 3.

JÌíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå 4x − 2x+2 + 3 = a èìååò ðåøåíèÿ.
Äëÿ óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ ââîäèì ïîäñòàíîâêó y = 2x, ïîëó÷èì:

y2 − 4y + 3− a = 0. (3.5)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.5) áóäåì èñêàòü ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (3.5) èìååò õîòÿ áû îäíî
ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì. Ëåâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.5) åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ z = y2 − 4y + 3 − a,
ãðàôèê êîòîðîé � ïàðàáîëà (â îáùåì ñëó÷àå z = a1y

2 + a2y + c).
Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû − a2

2a1
= 2 > 0, òî

óðàâíåíèå (3.5) èìååò õîòÿ áû îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïðè ñëåäó-
þùèõ ðàñïîëîæåíèÿõ ãðàôèêà ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî
îñè àáñöèññ.

Èç ðèñóíêà 3.4 âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî èñêîìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
a, òî åñòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f , ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì
ðåøåíèé íåðàâåíñòâà D

4 = 4− 3 + a ≥ 0⇔ a ≥ −1.
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20 y

Ðèñóíîê 3.4

Îòâåò: E(f) = [−1; +∞). I

Çàäàíèå 3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

f(x) = cos 2x− sinx+ 2.

JÌíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

cos 2x− sinx+ 2 = a (3.6)

èìååò ðåøåíèÿ. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3.6):

1− 2 sin2 x− sinx+ 2 = a; 2 sin2 x+ sinx+ a− 3 = 0.

Ââåäåì ïîäñòàíîâêó sinx = t, ïîëó÷èì:{
2t2 + t+ a− 3 = 0,
−1 ≤ t ≤ 1.

(3.7)
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-1 t1

Ðèñóíîê 3.5

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà a,
ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (3.7) èìååò ðåøåíèÿ, âîñïîëü-
çóåìñÿ ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì (ñìîòðè ðèñóíîê 3.5).
Ó÷òåì, ÷òî àáñöèññà âåðøèíû ïàðàáîëû g(y)=2t2+
+t+a−3 áóäåò ðàâíà

(
−1

4

)
. Åñëè D = 25 − 8a = 0, òî

a = 25
8 � îäíî èç èñêîìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà. Ìíî-

æåñòâî îñòàëüíûõ èñêîìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñîâ-
ïàäàåò ñ ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåðàâåíñòâà
25− 8a > 0⇔ a < 25

8 è ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû
25− 8a > 0,
g(1) < 0,
g(−1) < 0;

⇔


a < 25

8 ,
a < 0,
a− 2 < 0;

⇔ a < 0. Îòâåò: E(f) =

[
0;

25

8

]
. I

Çàìå÷àíèå 3.5. Ñâîéñòâà îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (ñòåïåí-
íàÿ, ïîêàçàòåëüíàÿ, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è îáðàòíûå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè) ïîäðîáíî èññëåäîâàíû â [1].

Êàê óæå îòìå÷àëîñü íà ëåêöèè (ñìîòðè çàìå÷àíèå 3.3), èññëåäîâàíèå
ìîíîòîííîñòè îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî
â [1]. Íî ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèé íà âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ïîëåçíî
èìåòü â âèäó ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèé âîçðàñòàþùåé èëè óáûâàþùåé ôóíêöèé:
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1) Ñóììà äâóõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé åñòü âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ.

2) Ñóììà äâóõ óáûâàþùèõ ôóíêöèé åñòü óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.

3) Åñëè ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) âîçðàñòàþò è ïîëîæèòåëüíû
íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, òî ôóíêöèÿ y = f(x)g(x) òàêæå âîçðàñòàåò
è ïîëîæèòåëüíà íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

4) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) âîçðàñòàåò, òî ôóíêöèÿ y = −f(x) óáûâàåò,
è îáðàòíî.

5) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) âîçðàñòàåò, òî ôóíêöèÿ y = 1
f(x) óáûâàåò,

è îáðàòíî.

6) Åñëè ôóíêöèÿ x = f(t) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [α; β], à ôóíê-
öèÿ y = F (x) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [f(α); f(β)], òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
y = F (f(t)) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [α; β].

7) Åñëè ôóíêöèÿ x = f(t) óáûâàåò íà îòðåçêå [α; β], à y = F (x) óáû-
âàåò íà îòðåçêå [f(β); f(α)], òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = F (f(t)) âîçðàñòàåò
íà îòðåçêå [α; β].

8) Åñëè ôóíêöèÿ x = f(t) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [α; β], à ôóíê-
öèÿ y = F (x) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [f(α); f(β)], òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
y = F (f(t)) óáûâàåò íà îòðåçêå [α; β].

9) Åñëè ôóíêöèÿ x = f(t) óáûâàåò íà îòðåçêå [α; β], à y = F (x) âîç-
ðàñòàåò íà îòðåçêå [f(β); f(α)], òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = F (f(t)) óáû-
âàåò íà îòðåçêå [α; β].
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Çàäàíèå 4. Èññëåäóéòå íà ìîíîòîííîñòü ôóíêöèþ f(x) = arctg(x2−
−2x+ 3).

J y = arctg z � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, à ôóíêöèÿ z = x2− 2x+ 3 =
= (x − 1)2 + 2 âîçðàñòàåò ïðè x > 1 è óáûâàåò ïðè x < 1, òî ôóíêöèÿ
f(x) = arctg(x2 − 2x+ 3) âîçðàñòàåò ïðè x > 1 è óáûâàåò ïðè x < 1. I

Çàäàíèå 5. Èññëåäóéòå íà ìîíîòîííîñòü ôóíêöèþ f(x) = (x2 + 4x+
+6) ln(x2 + 4x+ 6).

JÔóíêöèÿ y = z ln z ïðè z > 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âîç-
ðàñòàþùèõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé è ïîýòîìó âîçðàñòàåò. Ôóíêöèÿ
z = x2 + 4x + 6 = (x + 2)2 + 2 âîçðàñòàåò ïðè x > −2 è óáûâàåò
ïðè x < −2, à åå çíà÷åíèÿ áîëüøå, ÷åì 1. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f(x) =
= (x2 + 4x + +6) ln(x2 + 4x + 6) âîçðàñòàåò ïðè x > −2 è óáûâàåò ïðè
x < −2. I

Çàäàíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 1+x2

1+x4 îãðàíè÷åíà íà R.

JÎ÷åâèäíî, ÷òî ∀x ∈ R f(x) > 0, ò.å. ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñíèçó.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà è ñâåðõó. Èç íåðàâåíñòâà
(1− x2)2 ≥ 0 ñëåäóåò, ÷òî 1 + x4 ≥ 2x2 èëè x2

1+x4 ≥ 1
2 . Òàê êàê 1 + x4 ≥ 1,

òî x2+1
1+x4 <

x2

1+x4 + 1 < 1
2 + 1 = 3

2 .

Èòàê, 0 < 1+x2

1+x4 ≤ 3
2 . I
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Çàäàíèå 7. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x
1+x îãðàíè÷åíà â ïðî-

ìåæóòêå 0 ≤ x < +∞ è íàéäèòå òî÷íûå íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè.
JÎ÷åâèäíî, ÷òî ïðè 0 ≤ x < +∞ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) óäîâëå-

òâîðÿþò íåðàâåíñòâó 0 ≤ f(x) < 1, ò.å. ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà. Òàê êàê
f(x) ≥ 0 è f(0) = 0, òî inf

0≤x<+∞
f(x) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî sup
0≤x<+∞

f(x) = 1. Âî-ïåðâûõ, f(x) = 1 − 1
1+x < 1. Âî-

âòîðûõ, ∀ 0 < ε < 1, ñðåäè çíà÷åíèé x èç 0 ≤ x < +∞ íàéäóòñÿ òàêèå,
ïðè êîòîðûõ 1− 1

1+x > 1−ε, à èìåííî çíà÷åíèÿ x > 1−ε
ε . Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè çíà÷åíèÿõ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó f(x) > 1−ε
(ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî äëÿ 0 ≤ x < +∞ f(x) ≥ 0 âûïîëíåíèå âòîðãî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè â ñëó÷àå ε ≥ 1 î÷åâèäíî).

Çíà÷èò, sup
0≤x<+∞

f(x) = 1, ïðè÷åì ýòà ãðàíü íå ïðèíàäëåæèò ìíî-

æåñòâó çíà÷åíèé ôóíêöèè, ò.å. ôóíêöèÿ íå äîñòèãàåò òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíè.I
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Íàéäèòå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

1.1 f(x) = 3x−1
2x2−3x−1 ;

1.2 f(x) = lg(2− x− x2);

1.3 f(x) = lg(2−x−x2)
x−4 ;

1.4 f(x) =
√
x

sinπx ;

1.5 f(x) = arccos 2x
x2+3 ;

1.6 f(x) = arccos(2 sinx);

1.7 f(x) = arccos 2−x
1+x2 +lg

(
sin π

x

)
;

1.8 f(x) = arccos(3 + 2−x).

1.9. f(x) = log 1
2
(x2 + 6x+ 9) +

√
x2 − 2x− 8;

2. Íàéäèòå îáùóþ ÷àñòü îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé:

f(x) =
(10− x−

√
x2 − 4x+ 3)0,3

√
x+ 10

è g(x) = log0,3

(
1− 2 sin

∣∣∣x− π

6

∣∣∣) .
3. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè: f(x) = 9x−1 − 4 · 3x + 11.

4. Íàéäèòå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ êîìïîçèöèè g ◦ f ôóíêöèé
f è g, åñëè:

4.1 f(x) = lg 1
x è g(x) =

√
1− x2;

4.2 f(x) = sin |1− x| è g(x) = x−
3
2 .

Íàéäèòå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñëîæíûõ ôóíêöèé.

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèè íà ìîíîòîííîñòü:
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5.1 f(x) = x+ arctg x;

5.2 f(x) = x3 + arcsinx;

5.3 f(x) = lg3 x+ x5;

5.4 f(x) = x5 lg7 x, x ≥ 1;

5.5 f(x) = 1
x2+4x+5 ;

5.6 f(x) = sin
(
3x− π

6

)
;

5.7 f(x) = arctg(x2 − 4x+ 8);

5.8 f(x) = lg(x2 − 6x+ 10);

5.9 f(x) = 1
1+cos2 x ;

5.10 f(x) = 1

1+sin2(2x−π4 )
.

6. Âûÿñíèòå, êàêèå èç íèæåñëåäóþùèõ ôóíêöèé îãðàíè÷åíû, à êà-
êèå íå îãðàíè÷åíû íà óêàçàííûõ ïðîìåæóòêàõ. Äëÿ îãðàíè÷åííûõ
ñâåðõó (ñíèçó) ôóíêöèé íàéäèòå òî÷íóþ âåðõíþþ (íèæíþþ) ãðàíü:

6.1 f(x) = x2 + 2 íà [−1; 3];

6.2 f(x) = 1
x2+1 íà (−∞;∞);

6.3 f(x) = lg(x2 − 4x+ 3) íà (3; +∞);

6.4 f(x) = 1
x2−4 íà (−2; 2);

6.5 f(x) = tg x íà (−π
2 ; π2 );

6.6 f(x) = x+ 1
x íà

(
1
2 ; 2
)
;

6.7 f(x) = sin2 x+ 1
cos2 x íà

(
0; π2
)
.
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ËÅÊÖÈß 4

Ñïåöèàëüíûå êëàññû ôóíêöèé

4.1. ×¼òíûå è íå÷¼òíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ôóíêöèÿ y = f(x) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(f)
íàçûâàåòñÿ ÷¼òíîé (íå÷¼òíîé), åñëè:

1) D(f) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (∀x ∈ D(f)⇒
⇒ (−x) ∈ D(f));

2) ∀x ∈ D(f)⇒ f(−x) = f(x) (f(−x) = −f(x)).

Ïðèìåðû ÷åòíûõ ôóíêöèé: y = x2n (n ∈ Z); y = cosx; y = |x|;
y = const;

Ïðèìåðû íå÷åòíûõ ôóíêöèé: y = x2n+1 (n ∈ Z); y = sinx; y = tg x;
y = ctg x.

Ôóíêöèÿ y = 0 ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ÷åòíîé è íå÷åòíîé.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû (äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþò èç îïðå-

äåëåíèÿ ÷åòíîé (íå÷åòíîé) ôóíêöèè).

Òåîðåìà 4.1. Ñóììà äâóõ ÷åòíûõ (íå÷åòíûõ) ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ
÷åòíîé (íå÷åòíîé) ôóíêöèåé.

Òåîðåìà 4.2. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷åòíûõ èëè äâóõ íå÷åòíûõ ôóíê-
öèé åñòü ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ.
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Òåîðåìà 4.3. Ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîé ôóíêöèè íà íå÷åòíóþ ÿâëÿåòñÿ
íå÷åòíîé ôóíêöèåé.

Òåîðåìà 4.4. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) ÷åòíàÿ, òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
y = f(ϕ(x)) òàêæå áóäåò ÷åòíîé.

Òåîðåìà 4.5. Åñëè ôóíêöèÿ u = ϕ(x) íå÷åòíàÿ, à ôóíêöèÿ f(u)
÷åòíàÿ (íå÷åòíàÿ), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f(ϕ(x)) òàêæå áóäåò
÷åòíîé (íå÷åòíîé) ôóíêöèåé.

JÒàê êàê ôóíêöèÿ ϕ(x) íå÷åòíàÿ, òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
ϕ(x), à òàêæå ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîé ôóíê-
öèè áóäóò ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Êðîìå òîãî,
∀x ∈ D(ϕ) ϕ(−x) = −ϕ(x). À òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f(u) ÷åòíàÿ (íå÷åò-
íàÿ), òî f(−ϕ(x)) = f(ϕ(x)) (f(−ϕ(x)) = −f(ϕ(x)). I

Òåîðåìà 4.6. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ñèì-
ìåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðåäñòàâèìà, è ïðè÷åì
åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, â âèäå ñóììû ÷åòíîé è íå÷åòíîé ôóíêöèé,
èìåþùèõ òó æå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ÷òî è ñàìà èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ.

JÏóñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = f(x) ñèììåòðè÷íà îòíî-
ñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (∀x ∈ D(f) ⇒ (−x) ∈ D(f)). Ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå

f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+
f(x)− f(−x)

2
= ϕ(x) + ψ(x),
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ãäå ϕ(x) = f(x)+f(−x)
2 è ψ(x) = f(x)−f(−x)

2 .
Î÷åâèäíî, ÷òî D(ϕ) = D(ψ) = D(f) � ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî

íà÷àëà êîîðäèíàò. Êðîìå òîãî, ∀x ∈ D(ϕ) = D(ψ)

ϕ(−x) =
f(−x) + f(x)

2
= ϕ(x),

ψ(−x) =
f(−x)− f(x)

2
= −f(x)− f(−x)

2
= −ψ(x).

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ ϕ � ÷åòíàÿ, à ôóíêöèÿ ψ � íå÷åòíàÿ.I

Òåîðåìà 4.7. Ôóíêöèÿ áóäåò ÷åòíîé (íå÷åòíîé) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åå ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò (íà-
÷àëà êîîðäèíàò).

JÏóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) ñD(f) ÷åòíàÿ (íå÷åòíàÿ). Òîãäà ∀x ∈ D(f)
f(−x) = f(x) (f(−x) = −f(x)). Íî òî÷êè M(x, f(x)) è M ′(−x, f(x))
((M(x, f(x)) è M ′′(−x,−f(x))) ãðàôèêà Γf ôóíêöèè y = f(x) ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè Oy (íà÷àëà êîîðäèíàò). Çíà÷èò, ãðàôèê Γf ñèì-
ìåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè Oy (íà÷àëà êîîðäèíàò). Íåîáõîäèìîå óñëî-
âèå êðèòåðèÿ äîêàçàíî.

Åñëè ãðàôèê Γf ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè Oy (íà÷àëà êîîðäè-
íàò), òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(f) ôóíêöèè f(x) ñèììåòðè÷íà îòíîñè-
òåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Êðîìå òîãî, f(−x) = f(x) (f(−x) = −f(x)),
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òàê êàê òî÷êà M(x, f(x)) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè Oy òî÷êå
M ′(−x, f(x)) = M ′(−x, f(−x)) (M(x, f(x)) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò òî÷êå M ′′(−x,−f(x)) = M ′′(−x, f(−x))).I

4.2. Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ôóíêöèÿ y = f(x) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿD(f) 6=
6= Ø íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî T 6= 0, ÷òî:

1) ∀x ∈ D(f)⇒ x± T ∈ D(f);
2) ∀x ∈ D(f)⇒ f(x± T ) = f(x).

×èñëî T , óêàçàííîå â îïðåäåëåíèè, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ôóíêöèÿ y = f(x) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(f)
íàçûâàåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà
T 6= 0:

1) èëè ∃x′ ∈ D(f)⇒ x′ + T /∈ D(f),
2) èëè ∃x′′ ∈ D(f)⇒ x′′ − T /∈ D(f),
3) èëè ∃x1 ∈ D(f)⇒ f(x1 + T ) 6= f(x1).

Îïðåäåëåíèå 4.4. Íàèìåíüøèé èç ïîëîæèòåëüíûõ ïåðèîäîâ ôóíê-
öèè (åñëè îí ñóùåñòâóåò) íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì (ãëàâíûì) ïåðèîäîì ýòîé
ôóíêöèè.
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Ïðèìåð 4.1. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = cosx ÿâëÿåòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêîé, à åå îñíîâíîé ïåðèîä åñòü 2π.

JÂîçüìåì ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî T 6= 0, çàôèêñèðóåì åãî. Åñëè
÷èñëî T � ïåðèîä ôóíêöèè f(x) = cosx, òî (ïî îïðåäåëåíèþ 4.2) ∀x ∈
∈ D(f) = D(cosx) = R äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî f(x+T ) = f(x),
òîãäà ýòî ðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ x = 0. Â íàøåì ñëó÷àå
cos 0 = cosT , cosT = 1, T = 2πn, n ∈ Z. Çíà÷èò, åñëè ôóíêöèÿ ïåðèî-
äè÷åñêàÿ, òî ëþáîé èç åå ïåðèîäîâ ìîæåò áûòü òîëüêî ýëåìåíòîì ìíî-
æåñòâà A = {2πn}, n ∈ Z. Ñðåäè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ñàìûì ìàëûì
ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì áóäåò T = 2π. Î÷åâèäíî, ÷òî T = 2π è áóäåò
îñíîâíûì ïåðèîäîì. Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ cosx èëè cos(x + 2π)
êàê àáñöèññû îáðàçà òî÷êè P0(1, 0) ïðè ïîâîðîòå ïîñëåäíåé íà óãîë â x
èëè â x + 2π ðàäèàí ñîîòâåòñòâåííî, âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Tî÷êè
Px(cosx, sinx) è Px+2π(cos(x + 2π), sin(x + 2π)) åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
ñîâïàäàþò, ïîýòîìó èõ àáñöèññû (êîñèíóñû) ðàâíû. Äîïîëíèòåëüíî ìîæ-
íî ïîêàçàòü (àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ), ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ
ôóíêöèè f(x) = cos x ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì A. I

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Ôóíêöèÿ f(x) = sinx èìååò îñíîâíîé ïåðèîä 2π è ìíîæåñòâî âñåõ
ïåðèîäîâ A = {2πn}, n ∈ Z, n 6= 0.

2) Ôóíêöèè f(x) = tg x, f(x) = ctg x èìåþò îñíîâíîé ïåðèîä π è
ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäîâ A = {πn}, n ∈ Z, n 6= 0.
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3) Ôóíêöèÿ f(x) = C, ãäå C � ëþáàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Ïåðèîäîì ôóíêöèè áóäåò ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî íå ðàâíîå íóëþ. Îñíîâíîãî ïåðèîäà ôóíêöèÿ íå èìååò.

Çàìå÷àíèå 4.1. Ôóíêöèÿ f(x) = {x} ïåðèîäè÷åñêàÿ. Îñíîâíîé ïå-
ðèîä åå T = 1, òàê êàê äðîáíûå ÷àñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îòëè÷àþ-
ùèõñÿ íà åäèíèöó ðàâíû ìåæäó ñîáîé è íà êàæäîì èç ïîëóèíòåðâàëîâ
[k; k + 1), ãäå k ∈ Z, ôóíêöèÿ f(x) = x−k � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (âîçðàñ-
òàþùàÿ), à ïîýòîìó @T ∈ (0, 1), ÷òîáû f(x) = f(x+T ). Ìíîæåñòâî âñåõ
ïåðèîäîâ ôóíêöèè f(x) = {x} åñòü ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ
îò íóëÿ.

Òåîðåìà 4.8. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) èìåþò îäèí è òîò æå
ïåðèîä T 6= 0 è îáùàÿ ÷àñòü îáëàñòåé èõ îïðåäåëåíèÿ D íå ïóñòà,
òî ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå ôóíêöèé åñòü ôóíêöèè
ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì T (äëÿ ÷àñòíîãî g(x) 6= 0 â D).

JÅñëè ∀x ∈ D = D(f)∩D(g), òî x±T ∈ D (ñëåäóåò èç ïåðèîäè÷íîñòè
ôóíêöèé f è g). Êðîìå òîãî, ∀x ∈ D áóäåò

µ(x) := f(x)± g(x) = f(x+ T )± g(x+ T ) = µ(x+ T ).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ñóììû è ðàçíîñòè. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-
âàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî.I
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Òåîðåìà 4.9. Åñëè äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèè f(ϕ(x)) ôóíêöèÿ u=ϕ(x) ñ
D(ϕ) = X åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T 6= 0, òî ñëîæíàÿ
ôóíêöèÿ f(ϕ(x)) òàêæå ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T .

J ∀x ∈ D(ϕ) = X áóäåò x ± T ∈ X (ñëåäóåò èç ïåðèîäè÷íîñòè
ôóíêöèè ϕ). Êðîìå òîãî ∀x ∈ X áóäåò f(ϕ(x+ T )) = f(ϕ(x)). I

Òåîðåìà 4.10. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T 6= 0,
òî ôóíêöèÿ f(ax+ b), ãäå a 6= 0, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T

|a|.

JÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 4.2 ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè.I

Òåîðåìà 4.11. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäàìè
ñîîòâåòñòâåííî Tf > 0 è Tg > 0, ïåðèîäû èõ ñîèçìåðèìû (∃nf , ng ∈
∈ N , òàêèå, ÷òî nf ·Tf = ng·Tg = T ), à îáùàÿ ÷àñòü îáëàñòåé îïðåäåëå-
íèÿ íå ïóñòà (D(f)∩D(g) = D 6= Ø), òî ôóíêöèÿ µ(x) = f(x)±g(x) �
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T 6= 0.

JÏóñòü T = K(Tf , Tg) � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë Tf è Tg, òî
∀x ∈ D áóäåò µ(x) = f(x) + g(x) = f(x + T ) + g(x + T ) = µ(x + T ).
Êðîìå òîãî, ∀x ∈ D áóäåò x± T ∈ D = D(µ). I

Ïðèìåð 4.2. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = sinx+
√

5− 2 cosx íà ïåðè-
îäè÷íîñòü.
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JÔóíêöèÿ áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé è åå ïåðèîä T = 2π, òàê êàê ôóíêöèÿ
µ(x) =

√
5− 2 cosx åñòü ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ âèäà f(ϕ(x)) ãäå ϕ(x) =

= 5 − 2 cosx � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì Tϕ = 2π (ïåðèîä
ôóíêöèè y = cos x � Tcosx = 2π, ïåðèîä ôóíêöèè y = 2 � T2 = 2π,
ïîýòîìó ïåðèîä èõ ïðîèçâåäåíèÿ T2·cosx = 2π; ïåðèîä ôóíêöèè y = 5
� T5 = 2π, ïîýòîìó ïåðèîä ðàçíîñòè ôóíêöèé T5−2 cosx = 2π = Tϕ),
ïîýòîìó ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ � ïåðèîäè÷åñêàÿ è åå ïåðèîä Tµ = 2π, à ñóììà
sinx + µ(x) äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé (ïåðèîä êàæäîãî ñëàãàåìîãî
2π) áóäåò ôóíêöèåé ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2π. I

Ïðèìåð 4.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ µ(x) = {x} + cos πbx
ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî b � ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå.

J f(x) = {x} � ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ìíîæåñòâîì ïåðèîäîâ Af =
= Z\{0}; g(x) = cos πbx � ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì Tg = 2π

πb =
= 2

b . Ñ÷èòàåì, ÷òî b > 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (èç-çà ÷åòíîñòè ôóíêöèè
g) ìîæíî â êà÷åñòâå b âçÿòü (−b). Îñíîâíîé ïåðèîä ôóíêöèè f áóäåò
Tf = 1 > 0, à îñíîâíîé ïåðèîä ôóíêöèè g � Tg = 2

b . Òîãäà ìíîæåñòâî
ïåðèîäîâ ôóíêöèè f åñòü Af = {1 · n}, n ∈ Z, n 6= 0; à ôóíêöèè g �
Ag =

{
2
b ·m

}
, m ∈ Z, m 6= 0. Åñëè ôóíêöèÿ µ � ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî

ñóùåñòâóþò òàêèå m,n ∈ Z, ÷òî n = 2
bm⇔ b = 2m

n ∈ Q. I

Ïðèìåð 4.4. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = cos 1
x � íåïåðèîäè÷å-

ñêàÿ.
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JD(f) = R\ {0}. Âîçüìåì ∀T ∈ R\ {0}, çàôèêñèðóåì åãî. Â êà÷åñòâå
x′ óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè 4.2, âîçüìåì x′ = −T ∈ D(f). Íî x′ + T =
= (−T ) + T = 0 /∈ D(f). Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f � íåïåðèîäè÷åñêàÿ.I

Ïðèìåð 4.5. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = sin
√
|x| � íåïåðèîäè-

÷åñêàÿ.

JÂîçüìåì ∀T ∈ R\ {0}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f � ïåðèîäè÷å-
ñêàÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ D(f) = R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x+T ) =
= f(x), òî åñòü sin

√
|x+ T | = sin

√
|x|. Âîçüìåì x1 = 0 è x2 = π2. Ïî-

ëó÷èì ñèñòåìó:{
sin
√
|T | = 0,

sin
√
|π2 + T | = sin

√
π2
⇔
{ √

|T | = πk, k ∈ N,√
|π2 + T | = πn, n ∈ N ;

⇔

⇔
{
|T | = π2k2,∣∣π2 + T

∣∣ = π2n2;
⇔
{
T = ±π2k2,∣∣π2 ± π2k2

∣∣ = π2n2.

Òîãäà
∣∣1± k2

∣∣ = n2, k2 ± 1 = n2.
Óðàâíåíèå k2 + 1 = n2 äëÿ k ∈ N è n ∈ Z0 = N ∪ {0} ðåøåíèé

íå èìååò, à óðàâíåíèå k2 − 1 = n2 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå n = 0 è
k = 1. Ïîýòîìó èç óðàâíåíèÿ

∣∣π2 + T
∣∣ = π2n2 ïîëó÷èì, ÷òî

∣∣π2 + T
∣∣ = 0,

T = −π2. Çíà÷èò, T = −π2 � åäèíñòâåííî âîçìîæíûé ïåðèîä. Äàëüøå

âîçüìåì x3 =
(
π
2

)2
. Èìååì: sin

√∣∣π2

4 − π2
∣∣ = sin

√
π2

4 ; sin
√

3
4π

2 = 1;



117

√
3π
2 = π

2 + 2πl;
√

3
2 = 1

2 + 2l;
√

3 6= 1 + 4l, òàê êàê
√

3 � ÷èñëî èððà-
öèîíàëüíîå, 1 + 4l ∈ Z. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f �
íåïåðèîäè÷åñêàÿ.I

Òåîðåìà 4.12. Ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå
ïðèíèìàåò íà áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê.

JÏóñòü äàíà ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) ñ ïåðèîäîì
T 6= 0, à òàêæå ∀x ∈ D(f). Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
A = {nT}, n ∈ Z\{0}, åñòü ïåðèîä ôóíêöèè f . Òîãäà çíà÷åíèå f(x)
ôóíêöèè f ïðèíèìàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê {x + nT},
n ∈ Z. I

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ñòðîãî ìîíîòîí-
íîé â D(f), åñëè D(f) ïðåäñòàâèìà â âèäå îáúåäèíåíèÿ áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà íåâûðîæäåííûõ ïðîìåæóòêîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ
áóäåò ñòðîãî ìîíîòîííîé.

Ñëåäñòâèå 4.1. Âñå êóñî÷íî ñòðîãî ìîíîòîííûå ôóíêöèè â ñâîåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ áóäóò íåïåðèîäè÷åñêèìè â ýòîé îáëàñòè.

JÅñëè D(f) =
n⋃
i=1

Ii, ãäå Ii � íåâûðîæäåííûå ïðîìåæóòêè, è íà ëþ-

áîì ïðîìåæóòêå Ii ôóíêöèÿ f � ñòðîãî ìîíîòîííà, òî ôóíêöèÿ f êàæäîå
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ñâîå çíà÷åíèå áóäåò ïðèíèìàòü íå áîëåå ÷åì â n òî÷êàõ îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ (n � êîíå÷íîå ÷èñëî). Ïî òåîðåìå 4.12 òàêèå ôóíêöèè áóäóò
íåïåðèîäè÷åñêèìè.I

Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè äëÿ ôóíêöèè y = f(x) ñóùåñòâóåò òàêîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî a ∈ R, ÷òî óðàâíåíèå f(x) = a èìååò êîíå÷íîå
÷èñëî ðåøåíèé xi, i = 1, n, òî ôóíêöèÿ f � íåïåðèîäè÷åñêàÿ.

JÓêàçàííîå â ñëåäñòâèè ÷èñëî a áóäåò çíà÷åíèåì ôóíêöèè f . Ýòî
çíà÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê xi, i = 1, n, îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó ôóíêöèÿ f áóäåò íåïåðèîäè÷åñêîé.I

Ïðèìåð 4.6. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 3 cos
√

2x+ cos x íåïå-
ðèîäè÷åñêàÿ.

JÐåøèì óðàâíåíèå 3 cos
√

2x+ cosx = 4. Îíî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{
cos
√

2x = 1,
cosx = 1.

⇔
{ √

2x = 2πk, k ∈ Z
x = 2πn, n ∈ Z ⇔

{
x =
√

2πk,
x = 2πn.

Î÷åâèäíî, ÷òî x = 0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðè ýòîì k = n = 0. Åñëè
k 6= 0, n 6= 0, òî

√
2k = 2n, íî

√
2 6= k

n , òàê êàê
√

2 � ÷èñëî èððàöè-
îíàëüíîå, à k

n � ðàöèîíàëüíîå. Çíà÷èò. Óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå x = 0, ïîýòîìó (ñëåäñòâèå 4.2) ôóíêöèÿ f íåïåðèîäè÷åñêàÿ.I
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Ñëåäñòâèå 4.3. Åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = f(x) îãðà-
íè÷åíà èëè ñâåðõó, èëè ñíèçó, òî ôóíêöèÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ.

JÅñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f � ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî åå îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ áóäåò íåîãðàíè÷åííîé êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó. Ïîêàæåì
ýòî. Ïóñòü âçÿòà ëþáàÿ òî÷êà x ∈ D(f), à ÷èñëî T 6= 0 � ïåðèîä ôóíê-
öèè f . Òîãäà ∀n ∈ Z òî÷êà x + Tn ∈ D(f). Ïîýòîìó ∀α ∈ R ∃n ∈ N

(ïðåäïîëîæèì, ÷òî T > 0): x + Tn > α ⇔ n > α−x
T , òî åñòü íåîãðàíè-

÷åííîñòü ñâåðõó äîêàçàíà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîñòü
ñíèçó.I

Ïðèìåð 4.7. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = loga x,

{
a > 0,
a 6= 1

íà ïåðèî-

äè÷íîñòü.

JÔóíêöèÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ, òàê êàê åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ åñòü èí-
òåðâàë (0,+∞) � îãðàíè÷åííîå ñíèçó ìíîæåñòâî.I

Òåîðåìà 4.13. Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà íåêîòî-
ðîì îòðåçêå èç îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ, è äëèíà ýòîãî îòðåçêà ðàâíà
ìîäóëþ ïåðèîäà ôóíêöèè, òî ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà è âî âñåé ñâîåé îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

JÍà ëþáîì îòðåçêå èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà
ìîäóëþ ïåðèîäà ôóíêöèè, ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âñå ñâîè çíà÷åíèÿ. Ïî-



120

ýòîìó, åñëè íà íåêîòîðîì îòðåçêå [α, α + T ] ⊂ D(f) ∀x ∈ [α, α + T ] áó-
äåò |f(x)| ≤M <∞ äëÿ íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî
÷èñëà M , òî ýòî æå íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è ∀x ∈ D(f). I

Ñëåäñòâèå 4.4. Åñëè äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà T 6= 0
ôóíêöèÿ f áóäåò îãðàíè÷åíà íà íåêîòîðîì îòðåçêå [α, α + T ] ⊂ D(f),
à íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ f íå îãðàíè÷åíà, òî ôóíêöèÿ
f � íåïåðèîäè÷åñêàÿ.

Ïðèìåð 4.8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x cosx � íåïåðèîäè÷å-
ñêàÿ.

JÎáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè D(f) = R. Âîçüìåì ëþáîå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî T 6= 0. Òîãäà íà îòðåçêå [0; |T |] ⊂ D(f) ôóíêöèÿ f áó-
äåò îãðàíè÷åííîé: |x cosx| = |x| · | cosx| ≤ T < ∞. Ïîêàæåì, ÷òî íà
D(f) = R ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà, íàïðèìåð, ñâåðõó. Âîçüìåì ìíîæå-
ñòâî A = {2πn} ⊂ D(f). Òîãäà ∀α ∈ R ∃x = 2πn ∈ D(f), n ∈ N , ÷òî
|x cosx| = 2πn · cos 2πn = 2πn > α ⇔ n > α

2π . Çíà÷èò (ñëåäñòâèå 4.4),
ôóíêöèÿ f íåïåðèîäè÷åñêàÿ.I

4.3. Ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ y = f(x), ãðàôèê êîòîðûé èçâåñòåí. Ñòàâèòñÿ
çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:



121

1) f(x)+A; 2) f(x+a); 3) −f(x); 4) f(−x); 5) αf(x), α > 0; 6) f(βx),
β > 0; 7) |f(x)|; 8) f(|x|).

Ðàññìîòðèì ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ óêàçàííûõ ãðàôèêîâ ôóíêöèé.

1) Ñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ îñü O′x′, óðàâíåíèå êîòîðîé y = A. Â
íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x′O′y ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y′ = f(x), ãäå
y′ = y + A.

2) Ñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ îñü O′y′, óðàâíåíèå êîòîðîé x+ a = 0. Â
íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò xO′y′ ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x′), ãäå
x′ = x+ a.

3) Ãðàôèê ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) îòíî-
ñèòåëüíî îñè Ox.

4) Ãðàôèê ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) îòíî-
ñèòåëüíî îñè Oy.

5) Ãðàôèê ôóíêöèè ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ñæàòèÿ (ðàñòÿæåíèÿ) ãðà-
ôèêà ôóíêöèè y = f(x) ê îñè Ox â 1

α ðàç, åñëè 0 < α < 1 (â α ðàç, åñëè
α > 1).

6) Ãðàôèê ôóíêöèè ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ñæàòèÿ (ðàñòÿæåíèÿ) ãðà-
ôèêà ôóíêöèè y = f(x) ê îñè Oy â β ðàç, åñëè β > 1 (â 1

β ðàç, åñëè
0 < β < 1).

7) Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x). Òó ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ãðàôè-
êà, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà íèæå îñè Ox, îòîáðàæàåì îòíîñèòåëüíî îñè
àáñöèññ. Îáúåäèíåíèå îáðàçà óêàçàííîãî îòîáðàæåíèÿ è ÷àñòè ãðàôè-
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êà ôóíêöèè y = f(x), íå îòîáðàæàâøåéñÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox, è åñòü
èñêîìûé ãðàôèê.

8) Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) äëÿ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé x ≥ 0.
Ïîëó÷åííûé ãðàôèê îòîáðàæàåì îòíîñèòåëüíî îñè Oy. Îáúåäèíåíèå ïî-
ëó÷åííûõ ãðàôèêîâ è åñòü èñêîìûé ãðàôèê.

Çàìå÷àíèå 4.2. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè f(kx + b) (k 6= 0)
ñâîäèòñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ ðàâåíñòâà f(kx+b) = f

(
k
(
x+ b

k

))
è ñïîñîáîâ

2 (ñ a = b
k) è 6 (ñ β = k)).

Ïðèìåð 4.9. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 2 sin
(
π
6 −

1
2x
)

+ 1.

JÏðåîáðàçóåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ôóíêöèè:

y = −2 sin

(
1

2

(
x− π

3

))
+ 1.

Ñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûå îñè: àáñöèññ � y = 1, è îðäèíàò � x = π
3

(âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò x′O′y′, ñìîòðè ðèñóíîê 4.1).
Â ñèñòåìå êîîðäèíàò x′O′y′ ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y′ = −2 sin 1

2x
′.

Îñíîâíîé ïåðèîä ôóíêöèè T = 4π. Îòêëàäûâàåì îò òî÷êè x = π
3 íà

îñè Ox âïðàâî îòðåçîê, äëèíà êîòîðîãî 4π. Äåëèì ýòîò îòðåçîê íà ÷å-
òûðå ðàâíûå ÷àñòè. Äëÿ òî÷åê äåëåíèÿ íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷-
êè ãðàôèêà ôóíêöèè, ó÷èòûâàÿ ñïîñîáû 3) è 5) ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ
ôóíêöèé.
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1

2

3

-1

y y’

x

x’

3

p

3
4p

p

p2 p3 p4

Ðèñóíîê 4.1 � Ãðàôèê ôóíêöèè y = 2 sin
(
π
6
− 1

2
x
)

+ 1

Äàëüøå ïðîäîëæàåì ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ñ ó÷åòîì åå ïåðèî-
äè÷íîñòè.I

Çàìå÷àíèå 4.3. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè èç ïðèìåðà 4.9 ìîæíî,
èñïîëüçóÿ äðóãîé àëãîðèòì:

� â ñèñòåìå êîîðäèíàò xOy ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = sinx;
� èñïîëüçóÿ ñïîñîá 6, ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = sin x

2 ;
� èñïîëüçóÿ ñïîñîá 5, ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = 2 sin x

2 ;
� èñïîëüçóÿ ñïîñîá 3, ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = −2 sin x

2 ;
� âûïîëíÿåì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ îñè Ox íà îäíó åäèíèöó âíèç, à

îñè Oy � íà π
3 åäèíèö âëåâî.
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4.4. Îáðàòíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ôóíêöèÿ y = f(x) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(f)
íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, åñëè êàæäîå ñâî¼ çíà÷åíèå îíà ïðèíèìàåò â åäèí-
ñòâåííîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ïî-äðóãîìó: ∀y ∈ E(f) óðàâíåíèå
f(x) = y èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ D(f)).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = 2x (D(f) = R, E(f) = (0; +∞)) � îáðà-
òèìàÿ ôóíêöèÿ, à ôóíêöèÿ f(x) = x2 (D(f) = R, E(f) = [0; +∞)) � íå
ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Ôóíêöèÿ f−1(y) (y = f−1(x)) íàçûâàåòñÿ îáðàò-
íîé äëÿ îáðàòèìîé ôóíêöèè y = f(x), åñëè â ëþáîé òî÷êå y ∈ E(f)
ôóíêöèÿ x = f−1(y) ïðèíèìàåò òàêîå åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå x ∈ D(f),
÷òî áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî y = f(x).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ x = 3
√
y áóäåò îáðàòíîé äëÿ ôóíêöèè y = x3.

Îïðåäåëåíèå 4.8. Îáðàòèìàÿ è îáðàòíàÿ äëÿ íå¼ ôóíêöèÿ íàçûâà-
þòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè.

Òåîðåìà 4.14. Ãðàôèêè âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x (áèññåêòðèñû ïåðâîãî è òðåòüåãî êîîðäè-
íàòíûõ óãëîâ).
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y

x

y=xb

a

a b

B

A

M

M’

0

Ðèñóíîê 4.2

JËþáîé òî÷êå M(a, b) ãðàôèêà Γf ôóíêöèè f
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà M ′(b, a) ãðàôèêà Γf−1 ôóíê-
öèè f−1, îáðàòíîé ê ôóíêöèè f .

Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êè M è M ′ ñèììåòðè÷íû îò-
íîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Ðàññìîòðèì ðèñóíîê
4.2. Òðåóãîëüíèê MM ′A � ðàâíîáåäðåííûé, òàê
êàê AM = b − a = AM ′. Êðîìå òîãî, AB � áèñ-
ñåêòðèñà ∆AMM ′ (∠MAB = ∠M ′AB = 45◦), ïî-
ýòîìó AB � ìåäèàíà è âûñîòà. Çíà÷èò, òî÷êè M

è M ′ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x, à ïîýòîìó è ãðàôèêè
Γf è Γf−1 òàêæå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé ïðÿìîé. Òåîðåìà
äîêàçàíà.I

Òåîðåìà 4.15. (î ñóùåñòâîâàíèè è ìîíîòîííîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè)
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå I = D(f) è âîçðàñòàåò
(óáûâàåò) íà ýòîì ïðîìåæóòêå, òî

1. f � îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ;
2. ∃f−1 � îáðàòíàÿ äëÿ f(x) (ñ D(f−1) = E(f) è E(f−1) = D(f));
3. f−1 âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà D(f−1).

J1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f � âîçðàñòàåò íà I, òîãäà ëþáîå ñâî¼ çíà÷å-
íèå îíà ïðèíèìàåò â åäèíñòâåííîé òî÷êå (åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òî÷êà y0 ∈ E(f), äëÿ êîòîðîé ∃x1, x2 ∈ D(f), x1 < x2, è
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f(x1) = f(x2) = y0, òî ó÷èòûâàÿ, ÷òî f � âîçðàñòàåò, ïîëó÷èì f(x1) <
< f(x2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ). Çíà÷èò, f � îáðà-
òèìàÿ ôóíêöèÿ.

2. Ïîêàæåì, ÷òî îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå f−1(y) åñòü ôóíêöèÿ. Áåð¼ì
∀y ∈ E(f) = D(f−1) è ïîêàæåì, ÷òî åìó ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå
x ∈ D(f) òàêîå, ÷òî áóäåò ñïðàâåäëèâûì ðàâåíñòâî y = f(x). Äîïóñòèì
îáðàòíîå: ∃y0 ∈ E(f) è ∃x1, x2 ∈ D(f), x1 < x2, ÷òî f(x1) = f(x2) =
= y0. Íî ôóíêöèÿ f � âîçðàñòàåò, ïîýòîìó f(x1) < f(x2) � ïîëó÷è-
ëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
x = f−1(y) ê ôóíêöèè y = f(x) è D(f) = E(f−1), E(f) = D(f−1).

3. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî x = f−1(y) � âîçðàñòàåò íà D(f−1) = E(f).
Áåð¼ì ∀y1, y2 ∈ D(f−1) = E(f), y1 < y2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðåä-
ïîëîæåíèÿ:

à) x1 = f−1(y1) = x2 = f−1(y2), à çíà÷èò: y1 = f(x1) = y2 = f(x2) �
ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó x1 6= x2;

á) x1 = f−1(y1) > x2 = f−1(y2), à òîãäà y1 = f(x1) > y2 = f(x2) �
òàêæå ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü îñòàëîñü òîëüêî, ÷òî x1 = f−1(y1) < x2 = f−1(y2). Çíà÷èò,
x = f−1(y) � âîçðàñòàåò íà D(f−1) = E(f) (àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî f−1 � óáûâàåò íà D(f−1) = E(f), åñëè f � óáûâàåò íà D(f)).I
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Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ÷åòíîé è íå÷åòíîé ôóíêöèé. Ïðèâåäèòå ïðèìå-
ðû.

2. Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèÿ îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä
÷åòíûìè è íå÷åòíûìè ôóíêöèÿìè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

3.Ñôîðìóëèðóéòå óòâåðæäåíèÿ î ÷åòíîñòè è íå÷åòíîñòè ñëîæíîé ôóíê-
öèè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

4. Êàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ãðàôèêè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé?
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

6. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû
íåïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

7. Ñôîðìóëèðóéòå ïðåäëîæåíèÿ îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä
ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

8. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé:
1) î çíà÷åíèÿõ, ïðèíèìàåìûõ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé;
2) îá îãðàíè÷åííîñòè äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

9. Ñôîðìóëèðóéòå ñëåäñòâèÿ èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè
ôóíêöèè (î êóñî÷íî ñòðîãî ìîíîòîííûõ ôóíêöèÿõ; î ðåøåíèÿõ óðàâíå-
íèÿ f(x) = a; îá îãðàíè÷åííîñòè (íåîãðàíè÷åííîñòè) ìíîæåñòâà çíà÷å-
íèé ôóíêöèè). Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
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10. Îïèøèòå îñíîâíûå ñïîñîáû ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé.
11. Äàéòå ïîíÿòèÿ îáðàòíîé è îáðàòèìîé ôóíêöèé. Ïðèâåäèòå ïðè-

ìåðû.
12. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ìîíîòîííîñòè îáðàòíûõ ôóíêöèé. Ïðè-

âåäèòå ïðèìåðû.
13. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ñèììåòðè÷íîñòè ãðàôèêîâ âçàèìíî îá-

ðàòíûõ ôóíêöèé. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðàõ ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû ïðè ïî-
ñòðîåíèè ãðàôèêîâ îáðàòíûõ ôóíêöèé.

14. Îòâåòüòå íà âîïðîñû òåñòà.
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 5
Ñïåöèàëüíûå êëàññû ôóíêöèé

Çàäàíèå 1. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ f(x) = ln 1+x
1−x íà ÷åòíîñòü-íå÷åò-

íîñòü.
JÍàéäåì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: 1+x

1−x > 0; D(f) = (−1, 1).
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-

îðäèíàò.
Áåðåì ∀x ∈ D(f). Òîãäà

f(−x) = ln
1− x
1 + x

= ln

(
1 + x

1− x

)−1

= − ln
1 + x

1− x
= −f(x).

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(x) íå÷åòíàÿ.I

Çàäàíèå 2. Èññëåäîâàòü íà ÷åòíîñòü-íå÷åòíîñòü ôóíêöèþ

f(x) =


x3 + 1, åñëè x < 0,
0, åñëè x = 0,
−x3 + 1, åñëè x > 0.

JÎáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f åñòü R. Îíà ñèììåòðè÷íà îòíîñè-
òåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Âîçüìåì ∀x ∈ R+ (x > 0), òîãäà (−x) ∈ R−
(−x < 0) è f(−x) = (−x)3 + 1 = −x3 + 1 = f(x). À ∀x ∈ R− áó-
äåò (−x) ∈ R+ è f(−x) = −(−x)3 + 1 = x3 + 1 = f(x). Êðîìå òîãî,
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f(−0) = f(0) = 0. Çíà÷èò, ∀x ∈ D(f) áóäåò f(−x) = f(x), òî åñòü
ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ.I

Çàäàíèå 3. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ f(x) = x−1
x2+1 íà ÷åòíîñòü-íå÷åò-

íîñòü .
J D(f) = R � ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Íî

∃x0 = 1 ∈ D(f), òàêîå, ÷òî f(x0) = f(1) = 0, f(−x0) = f(−1) = −1, ò.å.
f(−x0) 6= f(x0) è f(−x0) 6= −f(x0). Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ
÷åòíîé è íå ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé.I

Çàäàíèå 4. Ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ f(x) = x3 + x2 − 3 sinx, x ≥ 0,
íå÷åòíûì îáðàçîì íà âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü.

JÏóñòü x < 0. Òîãäà −x > 0, è ïîòîìó ïî óñëîâèþ

f(−x) = (−x)3 + (−x)2 − 3 sin(−x) = −x3 + x2 + 3 sinx.

Òàê êàê ìû õîòèì ïîëó÷èòü íå÷åòíóþ ôóíêöèþ, íàäî ïîòðåáîâàòü, ÷òî-
áû ïðè x < 0 èìåëî ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) = −f(−x) = −(−x3 + x2 + 3 sinx) = x3 − x2 − 3 sinx.

Èòàê, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

f(x) =

{
x3 + x2 − 3 sinx, x ≥ 0,
x3 − x2 − 3 sinx, x < 0.

I
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Çàäàíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y = sinx2 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêîé.

JÏðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî T > 0, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

sinx2 = sin(x+ T )2. (4.1)

Ïîëàãàÿ, ÷òî x = 0, ïîëó÷èì 0 = sinT 2. Íî òîãäà T 2 = πn, ãäå
n = 0, 1, 2, . . .. Ñëåäîâàòåëüíî, T =

√
πn. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå T â

ðàâåíñòâî (4.1), ïîëó÷àåì:

sinx2 = sin(x+
√
πn)2 = sin(x2 + 2x

√
πn+ πn). (4.2)

Âûáåðåì x òàê, ÷òîáû îíî áûëî îòëè÷íî îò âñåõ ÷èñåë âèäà 2πm−πn
2
√
πn

, ãäå

m � öåëîå (î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå çíà÷åíèÿ x ñóùåñòâóþò). Òîãäà 2x
√
πn+

+πn 6= 2πm, è ïîòîìó

sinx2 6= sin(x2 + 2x
√
πn+ πn)

âîïðåêè ðàâåíñòâó (4.2). Ýòî ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ
f(x) = sinx2 íåïåðèîäè÷åñêàÿ.I

Çàäàíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Äèðèõëå

D(x) =

{
1, åñëè x ðàöèîíàëüíî,
0, åñëè x èððàöèîíàëüíî,
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ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî T ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì.
JÎ÷åâèäíî, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Äèðèõëå åñòü âñÿ ÷èñ-

ëîâàÿ ïðÿìàÿ R. Çíà÷èò, ∀x ∈ R è ∀T ∈ Q x ± T ∈ R. Äàëåå, òàê êàê
ñóììà äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë åñòü ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå, à ñóììà ðà-
öèîíàëüíîãî è èððàöèîíàëüíîãî ÷èñåë åñòü ÷èñëî èððàöèîíàëüíîå, òî

D(x+T ) =

{
1, åñëè x ðàöèîíàëüíî (x+T − ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî),
0, åñëè x èððàöèîíàëüíî (x+T − èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî).

Çíà÷èò, D(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.I

Çàäàíèå 7. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = cosx + cos ax ïåðèî-
äè÷åñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì.

JÏðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ïåðèîäè÷åñêàÿ è åå ïåðèîä T 6= 0.
Òîãäà ∀x ∈ D(f) = R ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

cos(x+ T ) + cos a(x+ T ) = cos x+ cos ax. (4.3)

Ðàâåíñòâî (4.3) ñïðàâåäëèâî è äëÿ x = 0:

cosT + cos aT = 2. (4.4)

Óðàâíåíèå (4.4) îòíîñèòåëüíî T ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{
cosT = 1,
cos aT = 1.

⇔
{
T = 2πk, k = ±1,±2, . . .
aT = 2πn, n ∈ Z.
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Òîãäà a2πk = 2πn ⇔ a = n
k ∈ Q. Çíà÷èò, ÷èñëî a � ðàöèîíàëüíîå.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå äîêàçàíî.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî a � ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå. Ñ÷èòàåì, ÷òî a=m
n ,

m ∈ Z, n ∈ N . Åñëè a = 0, òî ôóíêöèÿ f(x) = cosx + 1 ïåðèî-
äè÷åñêàÿ. Åñëè a < 0, òî (−a) > 0, è c ó÷åòîì òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ
cos ax � ÷åòíàÿ, f(x) = cos x + cos(−ax). Òîãäà: T1 = 2π � ïåðèîä
ôóíêöèè cosx; T2 = 2π

a = 2πn
m � ïåðèîä ôóíêöèè cos ax. Î÷åâèäíî, ÷òî

T1 · n = T2 ·m = 2πn = T � ïåðèîä ôóíêöèè f (òåîðåìà 4.11).I
Åñëè äàíà ôóíêöèÿ y = f(x) íà èíòåðâàëå (0, b), b > 0, òî ôóíêöèþ

f ìîæíî ïðîäëèòü íà âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ R (äîîïðåäåëèòü íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé), òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ áûëà ïåðèîäè÷åñêîé
ñ ïåðèîäîì T = b. Óêàçàííîå ïðîäîëæåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (kb, b + kb), k ∈ Z, ïîëîæèì g(x) =
= f(x− bk), à ∀x ∈M = {kb} ìîæíî âçÿòü ∀c ∈ R è ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòèõ
òî÷êàõ g(x) = c.

Çàäàíèå 8. Ôóíêöèþ f(x) =

{
logsinx 0, 5, x 6= π

2 ,

0, x = π
2 ;

, çàäàííóþ íà èí-

òåðâàëå (0, π) ïðîäîëæèòü ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ñ ïåðèî-
äîì T = π.

JÍà èíòåðâàëàõ
(
πk, π2 + πk

)
è
(
π
2 + πk; π + πk

)
, k ∈ Z, ïðîäîëæåíèå

g íà R ôóíêöèè f áóäåò èìåòü âèä: g(x) = f(x−πk) = = logsin(x−πk) 0, 5,
òî åñòü g(x) = log(−1)k sinx 0, 5 èëè g(x) = 1

log0,5(−1)k sinx
.
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Â òî÷êàõ ìíîæåñòâà M =
{
π
2k
}
, k ∈ Z, ïîëîæèì g(x) = 0. Òîãäà

èñêîìîå ïðîäîëæåíèå áóäåò èìåòü âèä:

g(x) =

{
log(−1)k sinx 0, 5; åñëè x ∈ R\M,

0, åñëè x ∈M =
{
πk
2

}
, k ∈ Z. I

Çàäàíèå 9. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x[x] ([x] � öåëàÿ ÷àñòü
÷èñëà x) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(f) = [1; +∞) îáðàòèìà. Íàéäèòå
àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè, å¼ îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ è ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.

JÏîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé. Âîçüìåì ëþáûå x1,
x2 ∈ D(f), x1 < x2. Òîãäà

f(x1)− f(x2) = x1[x1]− x2[x2] ≤ x1[x1]− x2[x1] = [x1](x1 − x2) < 0,

à çíà÷èò (òåîðåìà 4.15), ôóíêöèÿ f � îáðàòèìà.

Ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå y = kx, ãäå k ≤ x <

< k + 1, k ∈ N , à k2 ≤ y < k(k + 1). Íàéäåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå
äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè. Èìååì: x = y

k èëè (â îáû÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ)
y = x

k . D(f−1): k2 ≤ x < k(k + 1); E(f−1): k ≤ y < k + 1, k ∈ N. I

Çàäàíèå 10. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =

{
21−x, ïðè x ≤ 1,
2− x, ïðè x ≥ 1;

îáðàòèìà. Íàéäèòå åå îáðàòíóþ ôóíêöèþ.
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JÔóíêöèÿ f1(x) = 21−x óáûâàåò íà ëó÷å (−∞; 1], òàê êàê ôóíêöèÿ
f1 åñòü êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé ϕ(x) = 1− x, óáûâàþùåé íà ëó÷å (−∞; 1],
è y = 2u, âîçðàñòàþùåé â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèÿ f2(x) =
= 2 − x òàêæå óáûâàåò íà ëó÷å [1; +∞) (óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé
ðàâåí (−1)) è f2(1) = 1 = f1(1).

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f óáûâàåò íà D(f) = R, ïîýòîìó îíà îáðàòèìà.
Íàéäåì àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè f−1. Âíà-
÷àëå ðåøàåì îòíîñèòåëüíî x óðàâíåíèå y = 21−x ⇔ log2 y = 1 − x;
x = 1− log2 y; y = 1− log2 x, ãäå x ≥ 1 ([1,+∞) = E(f1) = D(f−1

1 )).

Ïðÿìàÿ y = 2− x ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé y = x, ïîýòîìó f−1
2 (x) =

= 2− x ñ D(f−1
2 ) = (−∞, 1].

Òàêèì îáðàçîì,

f−1(x) =

{
2− x, åñëè x ≤ 1,
1 + log 1

2
x, åñëè x ≥ 1.

I

Çàäàíèå 11. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 3x−2
2x+1 .

JÏðåäñòàâèì ôóíêöèþ â âèäå

y =
3
2(2x+ 1)− 7

2

2x+ 1
=

3

2
+
−7

4

x+ 1
2

.
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x

x’

yy’

O

Ðèñóíîê 4.3

Ïóñòü f(x) = 1
x . Òîãäà y = −7

4f
(
x+ 1

2

)
+ 3

2 . Ñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûå
îñè: àáñöèññ � y = 3

2 , è îðäèíàò � x = −1
2 (âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò x′O′y′).
Â ñèñòåìå êîîðäèíàò x′O′y′ ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y′1 = 1

x′ (ðèñó-
íîê 4.3); óâåëè÷èâàÿ âñå îðäèíàòû â 7

4 ðàç, ïîëó÷àåì ãðàôèê ôóíêöèè
y′2 = 7

4
1
x′ ; ïîñòðîåííûé ãðàôèê îòîáðàæàåì ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî

îñè O′x′ � ïîëó÷àåì ãðàôèê ôóíêöèè y′3 = −7
4

1
x′ . Â èñõîäíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò ïîñòðîåííûé ãðàôèê åñòü ãðàôèê ôóíêöèè y = 3x−2
2x+1 I.
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Çàäàíèå 12. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = arccos(−2x).
JÎáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: −1

2 ≤ x ≤ 1
2 . Èñïîëüçóÿ ãðàôèê

ôóíêöèè y = arccosx ñòðîèì ñíà÷àëà ãðàôèê ôóíêöèè y = arccos 2x
(ñ ïîìîùüþ ñæàòèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = arccos x ê îñè Oy â 2 ðàçà),
çàòåì, çåðêàëüíî îòðàçèâ åãî îòíîñèòåëüíî îñè Oy, ïîëó÷èì ãðàôèê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ôóíêöèè (ðèñóíîê 4.4).I

1-1

p

2

1

2

1
-

0

2

p

x

y

xy arccos=

)2arccos( xy -=

xy arccos=

Ðèñóíîê 4.4
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Çàäàíèå 13. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = sin 2x−
√

3 cos 2x.
JÏðåîáðàçîâàâ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì:

y = 2

(
1

2
sin 2x−

√
3

2
cos 2x

)
=

= 2 sin
(

2x− π

3

)
= 2 sin

(
2
(
x− π

6

))
.

1

2

0
6

p

x

y’y

3

2p

3

p

-

6

7p

6

5p

-

y = x’ sin ’ y = x’ sin 2 ’

xxy 2cos32sin -=

Ðèñóíîê 4.5

Ñòðîèì âñïîìîãàòåëüíûå îñè: àáñöèññ � y = 0, è îðäèíàò � x = π
6

(âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò x′O′y′).
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Â ñèñòåìå êîîðäèíàò x′O′y′ ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y′ = sinx′, çàòåì
ãðàôèê ôóíêöèè y′ = sin 2x′, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ñèíóñîèäû ñæàòèåì
åå âäîëü îñè O′x′ â äâà ðàçà. Íàêîíåö, ðàñòÿãèâàÿ ïîñëåäíèé ãðàôèê â
äâà ðàçà âäîëü îñè O′y′, ïîëó÷èì ãðàôèê ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè â
ñèñòåìå êîîðäèíàò xOy (ñìîòðè ðèñóíîê 4.5).I

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç äàííûõ íèæå ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè,
íå÷åòíûìè è êàêèå íå ÿâëÿþòñÿ íè ÷åòíûìè, íè íå÷åòíûìè:

1.1 f(x) = x2+1
x2−1 ;

1.2 f(x) = x2+x+−1
x3−5 ;

1.3 f(x) = sin2 x− cos3 x;

1.4 f(x) = x3+sinx
1+x2 ;

1.5 f(x) =

{
x2 + 4, x ≥ 0
−x2 − 4, x < 0;

;

1.6 f(x) =

{
x3 + sinx, x > 0,
−x3 − sinx, x < 0.

2. Ïðîäîëæèòå ÷åòíûì îáðàçîì ôóíêöèè:

2.1 y = sinx+ x tg x, 0 ≤ x < π
2 ;

2.2 y = lg3 x, 0 < x <∞;

2.3 y =

{
x4 + 3x2 + 2x, 0 ≤ x < 1,
x3 − x2 + lg x, 1 ≤ x < 2.



140

3. Ïðîäîëæèòå íå÷åòíûì îáðàçîì ôóíêöèè:

3.1 y = sin4 x+ cos4 x, 0 ≤ x <∞;

3.2 y = lg(x+
√
x2 + 1), 0 ≤ x <∞;

3.3 y =

{
x4 + 1, 0 ≤ x < 2,
x3 + 6, 2 ≤ x < 3.

4. Èññëåäóéòå íà ïåðèîäè÷íîñòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè (îïðåäåëèòå, êà-
êèå èç íèõ áóäóò ïåðèîäè÷åñêèìè è óêàæèòå èõ ïåðèîä):

4.1 y = cos x
2 ;

4.2 y = sin 3x;
4.3 y = tg 5x;
4.4 y = sin 2x=1

2 ;
4.5 y = cosπx;

4.6 y = sin3 x+cos3 x;
4.7 y = 2 sin

(
x
2 + 3

)
;

4.8 y = 2sinx;
4.9 y = sin 1

x ;

4.10 y = cosx2;
4.11 y = {2x};
4.12 y = 2| sinx|.

5. Ïðîäîëæèòå ïåðèîäè÷åñêè ôóíêöèþ f(x) =

{
0, −π ≤ x < 0,
sinx, 0 ≤ x < π;

íà âñþ îñü (ñ ïåðèîäîì 2π).

6. Ïðîäîëæèòå ïåðèîäè÷åñêè ôóíêöèþ f(x) = x2 + x + 1, 0 ≤ x < 4,
íà âñþ îñü (ñ ïåðèîäîì 4).
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7. Ôóíêöèþ f(x) =

{
cosx, 0 ≤ x < π

2 ,

0, π
2 ≤ x < π;

ïðîäîëæèòå íå÷åòíûì îáðà-

çîì íà −π < x ≤ 0, à çàòåì ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæèòå åå ñ ïåðèî-
äîì 2π.

8. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé:

8.1 f(x) =
√
x− 2 + 1;

8.2 y = log 1
2
(x− 1)− 2;

8.3 y = arcsin
(
1− x

2

)
;

8.4 y = 2 cos(2− x);

8.5 y = sin
(
x+ 1

2

)
+ 3

2 ;

8.6 y = − arctg(2x− 4);

8.7 y = tg x+ x;

8.8 y = arctg 4x+ 4;

8.9 y = cosx− | cosx|;

8.10 y = |x− 1|+ |x+ 1|;

8.11 y = | sinx|+ | cosx|;

8.12 y = x sinx;

8.13 y = e−x cosx;

8.14 y = x tg x;

8.15 y = log2

∣∣2x+1
x−1

∣∣.
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ËÅÊÖÈß 5

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 5.1. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ f , îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå
N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ÷èòàåòñÿ ÷èñëîâîé, åñëè ∀n ∈ N ñîîòâåòñòâóåò
÷èñëî f(n) ∈ R. ×èñëî f(n) íàçûâàþò n-ûì ÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è, îáû÷íî, f(n) îáîçíà÷àþò ÷åðåç an. Ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:
àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèè � ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà-
÷àþòñÿ òàê íàçûâàåìûìè ðåêóððåíòíûìè ôîðìóëàìè:

an = an−1 + d, bn = bn−1q, n = 2, 3, 4, . . .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ îáùèì ÷ëåíîì an = (−1)n

n . Ïîêàæåì
çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé:

x

ee

0-1

2

1

4

1

3

1
-

1
a

2
a

3
a

4
a

Âèäíî, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì àðãóìåíòà n ÷èñëà an (çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) âñ¼ âðåìÿ ïðèáëèæàþòñÿ ê íóëþ. È êàêîå áû ìàëîå
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ðàññòîÿíèå ε > 0 ìû íå îòëîæèëè îò íóëÿ â ïðàâóþ èëè â ëåâóþ ñòîðîíó,
âñ¼ ðàâíî íàéä¼òñÿ òàêîå n0 ∈ N (íîìåð ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), ÷òî
âñå ÷ëåíû an ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè, ÷åì n0, áóäóò íàõîäèòüñÿ îò íóëÿ
íà ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì ε. Â ýòîì ñëó÷àå íîëü áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, åñëè ∀ε > 0 íàéä¼òñÿ n0 ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ
âñåõ íàòóðàëüíûõ n > n0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî |an−a| < ε.

Ïèøóò ýòî òàê:

lim
n→+∞

an = a : ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n > n0 ⇒ |an − a| < ε.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåé-
ñÿ, à åñëè íåò � ðàñõîäÿùåéñÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿ-
ùåéñÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a ∈ R íàéä¼òñÿ ÷èñëî
ε > 0, ÷òî ∀n0 ∈ N áóäåò ñóùåñòâîâàòü n′ ∈ N , n′ > n0, òàêîå, ÷òî
|an − a| ≥ ε.

Ïðèìåð 5.1. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 5.2, ÷òî lim
n→+∞

n
n+1=1.
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JÂîçüì¼ì ëþáîå (ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì) ÷èñëî ε > 0. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ íîìåðà n0 ∈ N (î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â îïðåäåëåíèè) îöåíèì
ñâåðõó |an − a|. Èìååì:∣∣∣∣ n

n+ 1
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ −3

n+ 1

∣∣∣∣ =
3

n+ 1
<

3

n
.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû 3
n < ε⇔ n > 3

ε . Â êà÷åñòâå èñêîìîãî n0 ∈ N âîçüì¼ì
n0 = max

{
1,
[

3
ε

]}
, (ãäå

[
3
ε

]
öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà 3

ε). Ïðè òàêîì âûáîðå n0

âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå 5.2, åñëè a = 1 è an = n
n+3 . I

Ïðèìåð 5.2. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 5.3, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü an = (−1)nn+1

n+2 ïðåäåëà íå èìååò.

JÂîçüì¼ì ∀a ∈ R. Îöåíèì ñíèçó |an−a| = α. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
ñëó÷àè:

1. a ≤ 1
3 , n = 2k, k ∈ N :

α =

∣∣∣∣n+ 1

n+ 2
− a
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1− 1

n+ 2
− a
∣∣∣∣ ≥ 1

3
= ε.

2. a > 1
3 , n = 2k − 1, k ∈ N :

α =

∣∣∣∣−n+ 1

n+ 2
− a
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−1 +
3

n+ 2
− a
∣∣∣∣ ≥ 1

3
= ε.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèå 5.3 âûïîëíÿåòñÿ.I
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Îïðåäåëåíèå 5.4. Ãîâîðÿò, ÷òî lim
n→+∞

an = +∞, åñëè ∀ε > 0 (ε ìî-

æåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì) ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n > n0 ⇒ an > ε.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ãîâîðÿò, ÷òî lim
n→+∞

an = −∞, åñëè ∀ε > 0 (ε ìî-

æåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì) ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n > n0 ⇒ an < −ε.

Îïðåäåëåíèå 5.6. Ãîâîðÿò, ÷òî lim
n→+∞

an =∞, åñëè ∀ε > 0 (ε ìîæåò

áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì) ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n > n0 ⇒ |an| > ε.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ îäíîìó èç îïðåäåëåíèé 5.4-
5.6, òàêæå íàçûâàþò ðàñõîäÿùåéñÿ.

Òåîðåìà 5.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî îí åäèí-
ñòâåííûé.

JÏðåäïîëîæèì, ÷òî ∃ lim
n→+∞

an = a ∈ R, ∃ lim
n→+∞

an = b ∈ R è a 6= b.

Ïî îïðåäåëåíèþ 5.2:

lim
n→+∞

an = a : ∀ε > 0 ∃n1 ∈ N ∀n ∈ N n > n1 ⇒ |an − a| <
ε

2
;

lim
n→+∞

an = b : ∀ε > 0 ∃n2 ∈ N ∀n ∈ N n > n2 ⇒ |an − b| <
ε

2
;

Âîçüìåì n0 = max{n1, n2} è ∀ε > 0 îöåíèì

0 ≤ |a− b| = |a− an + an − b| ≤ |an − a|+ |an − b| <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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Òàêèì îáðàçîì, ∀ε > 0 0 ≤ |a − b| < ε, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà,
êîãäà a = b, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.I

5.1. Ïðåäåë ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 5.7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþ-
ùåé (óáûâàþùåé, íåâîçðàñòàþùåé, íåóáûâàþùåé), åñëè ∀n ∈ N âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî an < an+1 (an > an+1, an ≥ an+1, an ≤ an+1).

Óêàçàííûå â îïðåäåëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ìîíîòîí-
íûìè.

Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = 1
n � óáûâàþùàÿ, ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü an = n + 1
n � âîçðàñòàþùàÿ, ò.å., óêàçàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = (−1)n

n íå ÿâëÿåòñÿ ìî-
íîòîííîé.

Îïðåäåëåíèå 5.8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-
íîé ñâåðõó (ñíèçó), åñëè ∃M ∈ R (∃m ∈ R), ÷òî ∀n ∈ N an ≤ M
(an ≥ m).

Óêàçàííûå â îïðåäåëåíèè ÷èñëà M è m íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an.

Îïðåäåëåíèå 5.9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-
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íîé, åñëè îíà îãðàíè÷åíà êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó, ò.å., åñëè ∃C > 0, ÷òî
∀n ∈ N |an| ≤ C.

Îïðåäåëåíèå 5.10. Íàèìåíüøàÿ èç âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé îãðàíè÷åí-
íîé ñâåðõó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an íàçûâàåòñÿ åå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ
è îáîçíà÷àåòñÿ sup

∀n∈N
{an}.

Íàèáîëüøàÿ èç âñåõ íèæíèõ ãðàíåé îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè an íàçûâàåòñÿ åå òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ è îáîçíà÷àåòñÿ
inf
∀n∈N
{an}.

Îïðåäåëåíèÿ òî÷íûõ ãðàíåé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü (êàê è äëÿ òî÷-
íûõ ãðàíåé îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé) ñ ïîìîùüþ äâóõ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ.

Îïðåäåëåíèå 5.11. ×èñëî x (x) íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé (íèæ-
íåé) ãðàíüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an), åñëè:

1. ∀n ∈ N an ≤ x (an ≥ x);

2. ∀ε > 0 ∃n′ ∈ N , ÷òî an′ > x− ε (an′ < x+ ε).

Òåîðåìà 5.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíè-
çó) è íå óáûâàåò (íå âîçðàñòàåò), òî îíà èìååò ïðåäåë, êîòîðûé ñîâ-
ïàäàåò ñ òî÷íîé âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ.
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JÏóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íåóáûâàþùàÿ è sup
∀n∈N
{an} = a. Çà-

ïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè:
1. ∀n ∈ N an ≤ a < a+ ε, ãäå ε � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
2. ∀ε > 0 ∃n′ ∈ N òàêîå, ÷òî an′ > a− ε.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íåóáûâàþùàÿ, çíà÷èò ∀n ∈ N , n > n′, áóäåò

an ≥ an′ > a− ε. Òîãäà
∀ε > 0 ∃n0 = max{1, n′} ∀n ∈ N n > n0 ⇒ a− ε < an − a < a+ ε.

Çíà÷èò, ∃ lim
n→+∞

an = a. Äëÿ óêàçàííîãî ñëó÷àÿ òåîðåìà äîêàçàíà (àíà-

ëîãè÷íî ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà è äëÿ äðóãèõ ñëó÷àåâ).I

Ïðèìåð 5.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
n→+∞

xn, ãäå xn =
n∑
k=1

1
k2+1 .

J xn+1 = xn + 1
(n+1)2+1 . Çíà÷èò íàøà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàþ-

ùàÿ. Äîêàæåì, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó.

xn =
n∑
k=1

1

k2 + 1
<

n∑
k=1

1

k2
< 1 +

n∑
k=2

1

k(k − 1)
=

= 1+
n∑
k=2

(
1

k − 1
− 1

k

)
= 1+1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

n− 1
− 1

n
= 2− 1

n
< 2.

Çíà÷èò, (xn) � âîçðàñòàþùàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ïîýòîìó ∃ lim

n→+∞
xn. I
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5.2. ×èñëî e

Òåîðåìà 5.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =
(
1 + 1

n

)n
ñõîäèòñÿ.

JÐàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn =
(
1 + 1

n

)n+1
. Îíà, î÷åâèäíî,

îãðàíè÷åíà ñíèçó (â êà÷åñòâå íèæíåé ãðàíèöû ìîæíî âçÿòü ëþáîå íåïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî yn � óáûâàþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Áåðíóëëè ((1 + h)n ≥
≥ 1 + nh ïðè n ∈ N è h ≥ −1).

Ïóñòü n ≥ 2. Èìååì:

yn−1

yn
=

(
1 + 1

n−1

)n(
1 + 1

n

)n+1 =
n2n

(n2 − 1)n
n

n+ 1
=

(
1 +

1

n2 − 1

)n
n

n+ 1
≥

≥
(

1 +
n

n2 − 1

)
n

n+ 1
>

(
1 +

1

n

)
n

n+ 1
= 1,

òî åñòü, yn−1 > yn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàþùàÿ.

Ïî òåîðåìå 5.2 çàêëþ÷àåì, ÷òî ∃ lim
n→+∞

(
1 + 1

n

)n+1
.

Äàëüøå ïîêàæåì, ÷òî lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn.

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n+1(
1 +

1

n

)−1

=
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= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

lim
n→∞

1

1 + 1
n

=

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

· 1 = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

.

(çäåñü èñïîëüçîâàíû òåîðåìû î ïðåäåëå ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíî-
ãî � äîêàçàíû áóäóò ïîçæå). Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =

(
1 + 1

n

)n
ñõîäèòñÿ.I

Ïî îïðåäåëåíèþ lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e.

Çàìå÷àíèå 5.1. Âïåðâûå ÷èñëî e (íå èñïîëüçóÿ ýòîãî ñèìâîëà) êàê
lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
ââåë Ä. Áåðíóëëè â îäíîì èç ïèñåì ê Õ. Ãîëüäáàõó (XVIII

âåê). Ñàìî îáîçíà÷åíèå e ââåë Ýéëåð, îáîáùèâ ðàññóæäåíèÿ Áåðíóëëè è
âû÷èñëèâ çíà÷åíèå e ñ 24 âåðíûìè çíàêàìè ( ≈ 2, 718281828459045 . . .).
×èñëî e � èððàöèîíàëüíîå è òðàíñöåíäåíòíîå (äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî íà-
çûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî ìíîãî-
÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ
òðàíñöåíäåíòíûì). ×èñëî e ñëóæèò îñíîâàíèåì íàòóðàëüíîãî ëîãàðèô-
ìà (loge x = lnx).
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Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Óêàæèòå ñïîñî-
áû çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ïðèâåäåíèåì ïðèìåðîâ.

2. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (êîíå÷-
íîãî è áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà).

3. Êàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ à) ñõîäÿùåéñÿ, á) ðàñõîäÿ-
ùåéñÿ. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

4. Äàéòå îïðåäåëåíèå âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé, íå óáûâàþùåé, íå
âîçðàñòàþùåé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîé ñâåðõó (îãðàíè÷åííîé ñíèçó, îãðà-
íè÷åííîé, íåîãðàíè÷åííîé ñâåðõó, íåîãðàíè÷åííîé ñíèçó, íåîãðàíè÷åí-
íîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

6. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ïðîìîäåëèðóéòå óêàçàííóþ òåîðåìó íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.

7. Óêàæèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê èððàöèîíàëüíîìó ÷èñ-
ëó e. Óêàæèòå ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå ÷èñëà e ñ òî÷íîñòüþ äî 10−9.
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ËÅÊÖÈß 6

Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà. Êðèòåðèé Êîøè
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

6.1. Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îòðåçêîâ ([an, bn]) íàçûâà-
åòñÿ ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòîðîì êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ∈ N

ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé îòðåçîê [an, bn].

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ ([an, bn]) íàçûâà-
åòñÿ âëîæåííîé, åñëè ∀n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå [an+1, bn+1] ⊂
⊂ [an, bn].

Îïðåäåëåíèå 6.3. Âëîæåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ ([an, bn]),
an < bn ∀n ∈ N , íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàþùåéñÿ, åñëè lim

n→∞
(bn − an) = 0.

Òåîðåìà 6.1. Ëþáàÿ ñòÿãèâàþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ
([an, bn]) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó c ∈ R, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò
âñåì îòðåçêàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

JÏîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ëåâûõ êîíöîâ îòðåçêîâ [an, bn], n ∈ N , ÿâ-
ëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, òàê êàê [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] ∀n ∈ N , à ïîýòî-
ìó è an ≤ an+1. Êðîìå òîãî, óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà
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ñâåðõó. Â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû ìîæíî âçÿòü ïðàâûé êîíåö ëþáî-
ãî îòðåçêà [an, bn], n ∈ N , íàïðèìåð, b1 (∀n ∈ N ⇒ an < b1). Òîãäà
(òåîðåìà 5.2) ∃ lim

n→∞
an = sup

n∈N
{an} = α ≤ bn ∀n ∈ N . Àíàëîãè÷íî �

∃ lim
n→∞

bn = inf
n∈N
{bn} = β ≥ an ∀n ∈ N . Áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 ≤ β − α ≤ bn − an ∀n ∈ N . Íî lim
n→∞

(bn − an) = 0, òî åñòü, ∀ε > 0

∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n > n0 ⇒ bn − an < ε. Ïîýòîìó 0 ≤ β − α < ε .
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ∀ε > 0 âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà β − α = 0,
β = α.

Ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííîãî â òåîðåìå ÷èñëà c äîêàçàíî (c = β = α).
Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ÷èñëà. Ïóñòü åñòü åùå è âòîðîå òàêîå
÷èñëî c′ 6= c. Íî òîãäà 0 ≤ |c − c′| ≤ bn − an < ε äëÿ n > n0. Ïîýòîìó
(ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå) |c− c′| = 0⇔ c = c′. I

6.2. Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà

Îïðåäåëåíèå 6.4. Åñëè (an) � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à (nk)
� ëþáàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (ank) íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (an).

Íàïðèìåð, (n) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (n ∈ N); (2k) è (2k − 1) � å¼
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 3, 2, 5, 4, 7, 6, 9, . . . íå
áóäåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (n).



154

Òåîðåìà 6.2. Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî
âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

J1. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
÷ëåíîâ êîòîðîé åñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð: 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2,
1, 2, 1, 2, . . .). Òîãäà îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî òàêîå çíà÷åíèå
(íàïðèìåð c), êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ÷ëåíîâ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Çàïèøåì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ ýòè ÷ëåíû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü-êîíñòàíòó ank = c,
êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ (∀ε > 0 ∃k0 ∈ N ∀k ∈ N k > k0 ⇒ |an−c|=|c−c|=0<ε,
òî åñòü lim

k→∞
ank = c). Òåîðåìà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äîêàçàíà.

2. Ïóñòü ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) ñ ðàçëè÷íûìè
çíà÷åíèÿìè, âçÿòûìè ïî îäíîìó, åñòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà-
÷èì åãî ÷åðåç A. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îãðàíè÷åíà, òî è ìíî-
æåñòâî A � îãðàíè÷åíî, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îòðåçîê [a, b] ⊂ R, a < b,
÷òî A ⊂ [a, b]. Ðàçäåëèì îòðåçîê [a, b] ïîïîëàì òî÷êîé x = a+b

2 � ñåðåäè-
íîé îòðåçêà. Òîãäà îáÿçàòåëüíî õîòÿ áû â îäèí èç îòðåçêîâ

[
a; a+b

2

]
èëè[

a+b
2 ; b

]
, âêëþ÷åíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ èç A. Îáîçíà÷èì

ýòîò îòðåçîê ÷åðåç [a1, b1], à áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ A, âõîäÿ-
ùåå â [a1, b1], � ÷åðåç A1. Äàëüøå ñíîâà äåëèì îòðåçîê [a1, b1] ïîïîëàì è
îáîçíà÷èì ÷åðåç [a2, b2] òîò ÷àñòè÷íûé îòðåçîê ïîñëå óêàçàííîãî äåëå-
íèÿ, êîòîðûé ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàA1.
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Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ è äàëüøå. Ïîëó÷èì âëîæåííóþ ñòÿãèâàþùó-
þñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ ([an, bn]). Ïî òåîðåìå 6.1 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c ∈ R, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ([an, bn]).

Äàëüøå áåðåì ëþáóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè c ðàäèóñà δ > 0: U(c, δ) =
= (c − δ; c + δ). Â ýòó îêðåñòíîñòü âõîäèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ
èç A (∀δ > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n > n0 ⇒ [an, bn] ⊂ U(c, δ)). Âîçü-
ìåì δ = 1 è âûáèðàåì èç U(c, 1) ëþáîé ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé A.
Îáîçíà÷èì ýòîò ýëåìåíò ÷åðåç an1

. Èç îêðåñòíîñòè U
(
c, 1

2

)
âûáèðàåì

ëþáîé ýëåìåíò an2
∈ A, íî òàêîé, ÷òî n2 > n1. È òàê ïðîâîäèì âûáîð

ýëåìåíòîâ A èç îêðåñòíîñòåé U
(
c, 1

k

)
(k = 3, 4, . . .). Ïîëó÷èì ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü (ank) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an). Äîêàæåì, ÷òî ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (ank) ñõîäèòñÿ è lim

k→∞
ank = c. Çàäàäèìñÿ ëþáûì ε > 0.

Îöåíèì ñâåðõó |ank − c| < 1
k . Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

1
k < ε ⇔ k > 1

ε . Áåðåì
k0 = max

{
1,
[

1
ε

]}
. Èìååì: ∀ε > 0 ∃k0 ∈ N ∀k ∈ N k > k0 ⇒ |ank−c| < ε,

òî åñòü lim
k→∞

ank = c. I

6.3. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 6.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè), åñëè ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n,m ∈ N
n > n0 è m > n0 ⇒ |an − am| < ε.
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Òåîðåìà 6.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà ôóíäàìåíòàëüíà.

JÍåîáõîäèìîå óñëîâèå. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) � ñõîäèòñÿ
ê a ∈ R. Äîêàæåì, ÷òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà. Èìååì: ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N

∀n,m ∈ N n > n0 è m > n0 ⇒
{
|an − a| < ε

2 ,

|am − a| < ε
2 .

Íî òîãäà

|an − am| = |an − a+ a− am| ≤ |an − a|+ |a− am| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Ïîëó÷èëè: ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n,m ∈ N n è m > n0 ⇒ |an − am| < ε,
òî åñòü, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé.
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ôóíäàìåí-

òàëüíà. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà. Â îïðå-
äåëåíèè 6.5 ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîçüìåì ε = 1. Òî-
ãäà |an − am| < 1 ⇔ am − 1 < an < am + 1. Çàôèêñèðóåì m ïðè
m > n0. Ïðè ýòîì âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an çà èñêëþ÷åíèåì, ìî-
æåò áûòü, n0-ïåðâûõ ÷ëåíîâ, áóäóò ïðèíàäëåæàòü îòðåçêó [am−1; am+1].
Åñëè è âñå ÷ëåíû a1, . . . , an0

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæàò óêàçàí-
íîìó îòðåçêó, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) áóäåò îãðàíè÷åííîé. Åñëè âñå
÷ëåíû èëè ÷àñòü ýòèõ ÷ëåíîâ íå ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [am−1; am+1], òî
îáÿçàòåëüíî ñðåäè íå ïðèíàäëåæàùèõ óêàçàííîìó îòðåçêó ÷ëåíîâ íàé-
äåòñÿ ÷ëåí, íàèáîëåå óäàëåííûé îò òî÷êè am (íàïðèìåð, íà ðàññòîÿíèå
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d > 0). Òîãäà âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (an) ïðèíàäëåæàò îòðåçêó
[am − d, am + d]. Îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîêàçàíà.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, òî èç íåå (òåîðåìà 6.2) ìîæíî
âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ank). Ïóñòü lim

k→∞
ank=a∈R.

Ïîêàæåì, ÷òî ∃ lim
n→∞

an = a. Çàäàäèìñÿ ëþáûì ε > 0. Òîãäà

|an − a| = |an − a+ ank − ank| ≤ |an − ank|+ |ank − a|.

Ïåðâûé ìîäóëü, òî åñòü |an − ank|, áóäåò ìåíüøå ε
2 äëÿ âñåõ n è nk,

áîëüøèõ íåêîòîðîãî n′0 ∈ N , çà ñ÷åò ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (an). Âòîðîé æå ìîäóëü, òî åñòü |ank − a| áóäåò ìåíüøå ε

2 äëÿ âñåõ
k ∈ N , áîëüøèõ íåêîòîðîãî n′′0 ∈ N . Âçÿâ çà n0 = max{n′0, n′′0}, ïîëó÷èì:
∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n > n0 ⇒ |an − a| < ε, òî åñòü, lim

n→∞
an = a. I

Ïðèìåð 6.1. Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Êîøè, äîêàæèòå ñõîäèìîñòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè an =
n∑
k=1

1
k2 .

JÏîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Âîçü-
ìåì ∀ε > 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè 6.5 íîìåðà
n0 ∈ N îöåíèì ñâåðõó |am − an|, ñ÷èòàÿ m ≥ n

|am − an| =
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ . . .+

1

m2
<
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<
1

n(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ ...+

1

(m− 1)m
=

=

(
1

n
− 1

n+ 1

)
+

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
+ . . .+

(
1

m− 1
− 1

m

)
=

1

n
− 1

m
<

1

n
.

Äàëüøå ïîòðåáóåì, ÷òîáû 1
n < ε. Òîãäà n > 1

ε , è â êà÷åñòâå n0 âîçü-
ìåì max

{[
1
ε

]
; 1
}
. Ïðè òàêîì âûáîðå n0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îïðåäåëåíèå

ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)
áóäåò ôóíäàìåíòàëüíîé, à òîãäà (ïî êðèòåðèþ Êîøè) îíà ñõîäèòñÿ.I

Çàìå÷àíèå 6.1. Ñ ó÷åòîì êðèòåðèÿ Êîøè ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíîñèëüíîå ïåðâè÷íîìó
îïðåäåëåíèþ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à òàêæå åãî îòðèöàíèå.

Îïðåäåëåíèå 6.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ,
åñëè ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N , ÷òî ∀n,m ∈ N n > n0 èm > n0, áóäåò |am−an| < ε.

Îïðåäåëåíèå 6.7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùåé-
ñÿ, åñëè ∃ε > 0 òàêîå, ÷òî ∀n0 ∈ N íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è m,
áîëüøèå n0, è òàêèå, ÷òî |an − am| ≥ ε.

Ïðèìåð 6.2. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 6.7, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü an =
n∑
k=1

1
k ðàñõîäèòñÿ.
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JÄëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè 6.7 ÷èñëà ε > 0 îöåíèì
ñíèçó |am − an|, ñ÷èòàÿ m ≥ n è n,m > n0. Ïîëó÷èì:

|am − an| =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

m
>

m− n
n+m− n

. (6.1)

Â (6.1) âîçüìåì m−n = n. Òîãäà |am− an| > 1
2 . Áóäåì èìåòü: ∃ε = 1

2 ,
÷òî ∀n0 ∈ N ∃n,m = 2n, áîëüøèå çà n0, è òàêèå, ÷òî

|am − an| =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+m− n
=

=
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
>

1

2n
n =

1

2
,

òî åñòü, |am − an| > 1
2 . Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ðàñõîäèòñÿ.I

Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå:
à) âëîæåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðåçêîâ;
á) ñòÿãèâàþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòðåçêîâ.
2. Äàéòå ïîíÿòèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.
3. Ñôîðìóëèðóéòå ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ.
4. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà.
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5. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñôîð-
ìóëèðóéòå êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

6. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñõîäÿùåéñÿ è ðàñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ñ ó÷¼òîì êðèòåðèÿ Êîøè.

7. Îòâåòüòå íà âîïðîñû òåñòà.

ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 6
×èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåë ÷èñëîâîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Çàäàíèå 1. Íàéäèòå ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1

2
;−1 · 5

24
;
1 · 5 · 9

720
;−1 · 5 · 9 · 13

30320
; . . .

J×åðåäîâàíèå çíàêà ïåðåä ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåò-
ñÿ ìíîæèòåëåì (−1)n+1. ×èñëèòåëü äðîáåé (÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)
åñòü ïðîèçâåäåíèå, ñîìíîæèòåëè êîòîðîãî îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ ïðîãðåññèè d = 4 è a1 = 1. Çíà÷èò, îáùèé
÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè an = 1 + (n− 1) · 4 = 4n− 3. Îáùèé ÷ëåí ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè çíàìåíàòåëåé åñòü bn = (2n)!. Òîãäà ôîðìóëà îáùåãî ÷ëåíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷è èìååò âèä

an = (−1)n+1 1 · 5 · 9 · . . . · (4n− 3)

(2n)!
. I



161

Çàäàíèå 2. Íàéäèòå ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1, 1, 1, −1, −1, −1, 1, 1, 1, −1, −1, −1, . . .

J an = (−1)[
n−1

3 ], ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà . I

Çàäàíèå 3. Íàéäèòå ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

1;
1

2
; 3;

1

4
; 5;

1

6
; 7;

1

8
, . . .

JÐàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
à) 1

2 ; 1
4 ; 1

6 ; 1
8 ; . . . � äëÿ ÷¼òíûõ íîìåðîâ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;

á) 1, 3, 5, 7, . . . � äëÿ íå÷¼òíûõ íîìåðîâ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Òîãäà

an =

{
1
n , åñëè n = 2k, k ∈ N,
n, åñëè n = 2k − 1, k ∈ N =

1

2n
(1 + (−1)n) +

n

2
(1− (−1)n). I

Çàäàíèå 4. Íàéäèòå ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çà-
äàííîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

x1 =
1

2
, xn+1 =

2

3− xn
(n ∈ N).

JÏîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿ çíà÷åíèÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïî-
ëó÷èì:

1

2
;
4

5
;
10

11
;
22

23
;
46

47
;
94

95
; . . . (6.2)
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëèòåëåé ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (6.2):
k = 1: a1 = 1 = 1;
k = 2: a2 = 4 = 1 + 3;
k = 3: a3 = 10 = 1 + 3 + 6;
k = 4: a4 = 22 = 1 + 3 + 6 + 12;
k = 5: a5 = 46 = 1 + 3 + 6 + 12 + 24;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
k = n: an = 1 + 3 + 6 + 12 + 24 . . . = 1 + 3(1−2n−1)

1−2 = 3 · 2n−1 − 2.
Àíàëîãè÷íî äëÿ çíàìåíàòåëÿ:
k = 1: b1 = 2;
k = 2: b2 = 5 = 2 + 3;
k = 3: b3 = 11 = 2 + 3 + 6;
k = 4: b4 = 23 = 2 + 3 + 6 + 12;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
k = n: bn = 2 + 3(1−2n−1)

1−2 = 3 · 2n−1 − 1.

Òîãäà Cn = 1− 1
3·2n−1−1 . I
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Çàäàíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ak è bk
(k = 1, n) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ)

n∑
k=1

akbk =
n−1∑
k=1

(ak − ak+1)Sk + anSn, Sk =
k∑
i=1

bi. (6.3)

J
n∑
k=1

akbk =
n∑
k=1

ak (Sk − Sk−1) =
n∑
k=1

akSk −
n∑
k=1

akSk−1 =

=

[
äëÿ âòîðîé ñóììû âûïîëíÿåì
çàìåíó k − 1 = l, ïîëàãàÿ S0 = 0

]
= anSn+

n−1∑
k=1

akSk−
n−1∑
l=0

al+1Sl =

= anSn +
n−1∑
k=1

akSk − a1S0 −
n−1∑
k=1

ak+1Sk =
n−1∑
k=1

(ak − ak+1)Sk + anSn. I

Çàäàíèå 6. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ
n∑
k=1

k2.

JÂîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Àáåëÿ:

n∑
k=1

k2 =
n∑
k=1

k2 · 1 =
n−1∑
k=1

(
k2 − (k + 1)2

) k∑
i=1

1 + n2
n∑
k=1

1 =

=
n−1∑
k=1

(−2k − 1) k + n3 = −2
n−1∑
k=1

k2 −
n−1∑
k=1

k + n3 =
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= −2
n∑
k=1

k2 + 2n2 −
n∑
k=1

k + n+ n3 ⇒

n∑
k=1

k2 =
1

3

(
n3 + 2n2 + n− 1 + n

2
n

)
=

=
n

6

(
2n2 + 3n+ 1

)
=
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
. I

Çàäàíèå 7. Èññëåäîâàòü íà ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn =
1 + 4 + 9 + . . .+ n2

2n3 + 3n2 + n+ 1
.

JÈñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ, ïîëó÷èì:

1 + 4 + 9 + . . .+ n2 =
1

6

(
n2 + n

)
(2n+ 1) =

1

6

(
2n3 + 3n2 + n

)
.

Òîãäà

xn =
1

6

(
1− 1

2n3 + 3n2 + n

)
,

è

xn+1 =
1

6

(
1− 1

2 (n+ 1)3 + 3 (n+ 1)2 + (n+ 1)

)
.
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À òîãäà, î÷åâèäíî, xn+1 > xn äëÿ ëþáûõ n ∈ N , ò.å., ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü xn � âîçðàñòàåò.I

Çàäàíèå 8. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ÷òî lim

n→∞
3−2n
5n+1 = −2

5 .

JÂîçüì¼ì ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå (ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì)
÷èñëî ε > 0. Äëÿ óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè íîìåðà n0 ∈ N îöåíèì ñâåðõó |an − a| =

∣∣3−2n
5n+1 + 2

5

∣∣ = 17
5(5n+1) <

17
n .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû 17
n < ε. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì n > 17

ε .
Â êà÷åñòâå n0 âîçüì¼ì n0 = max

{
1,
[

17
ε

]}
. Ïðè òàêîì âûáîðå n0 âûïîë-

íÿòñÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N
(
n0 = max

{
1,

[
17

ε

]})
∀n ∈ Nn > n0 ⇒

∣∣∣∣3− 2n

5n+ 1
+

2

5

∣∣∣∣ < ε. I

Çàäàíèå 9. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ÷òî lim

n→∞
1

n3+n+5 = 0.

JÏîêàæåì, ÷òî ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n > n0 ⇒ |xn − 0| < ε, ãäå
xn = 1

n3+n+5 .
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|xn| = 1
n3+n+5 < 1

n3 < ε (ïîòðåáóåì). Òîãäà äëÿ êàæäîãî n ∈ N ,
óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó 1

n3 < ε, ò.å. äëÿ n > 1
3
√
ε
, áóäåò ñïðàâåä-

ëèâî è íåðàâåíñòâî |xn| < ε. Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå n0 ìîæíî âçÿòü

max
{

1;
[

1
3
√
ε

]}
. I

Çàäàíèå 10. Ïóñòü q � ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ |q| > 1.
Äîêàæèòå, ÷òî lim

n→∞
qn =∞.

JÒàê êàê |q| > 1, òî, ïîëîæèâ |q| = 1+h (h > 0), ïî áèíîìó Íüþòîíà
ïîëó÷èì:

|qn| = |q|n = (1 + h)n = 1 + nh+
n(n− 1)

2!
h2 +

n(n− 1)(n− 2)

3!
h3 + . . .

Òàê êàê âñå ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåé ñóììå íåîòðèöàòåëüíû, òî |qn| >
> nh > E > 0 (ïîòðåáóåì). Ðåøàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:
n > E

h . Çíà÷èò, åñëè âçÿòü n0 = max
{

1;
[
E
h

]}
, òî ∀E > 0 ∃n0 ∈ N

∀n ∈ N n > n0 ⇒ |qn| > E ⇒ lim
n→∞

qn =∞. I
Çàäàíèå 11. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = (−1)n íå èìååò

ïðåäåëà.
JÏðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn èìååò ïðåäåë, ðàâíûé

a ∈ R. Çíà÷èò, ∀ε > 0 è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ε = 1
2 íàéäåòñÿ n0 ∈ N ,

òàêîå, ÷òî ∀n ∈ N n > n0 ⇒ |xn − a| < 1
2 . Òàê êàê xn = ±1, òî äîëæíû

âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà |1− a| < 1
2 è | − 1− a| < 1

2 , èç êîòîðûõ áóäåò
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ñëåäîâàòü:

2 = |(1− a) + (a+ 1)| ≤ |1− a|+ |a+ 1||1
2

+
1

2
= 1,

ò.å., 2 < 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü xn = (−1)n íå èìååò ïðåäåëà.I

Çàäàíèå 12. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñ îáùèì ÷ëåíîì

an = 1 +
2

4
+

3

42
+

4

43
+ . . .+

n

4n−1
.

JÎ÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

an+1 = an +
n+ 1

4n+1
> an.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Äàëåå, äëÿ n ∈ N èìå-
åò ìåñòî íåðàâåíñòâî n ≤ 2n (íåðàâåíñòâî ëåãêî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè), à ïîýòîìó

an = 1 +
2 · 2
22 · 2

+
3 · 2

23 · 22
+

4 · 2
24 · 23

+ . . .+
2n

2n · 2n−1
≤

≤ 1 + 1 +
1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2n−2
= 1 +

1− 1
2n−1

1− 1
2

≤ 3.
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Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà
ñâåðõó. Ïîýòîìó (ïî òåîðåìå î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè)
ñóùåñòâóåò lim

n→∞
an. I

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Íàéäèòå ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

−1

2
,
5

3
,−13

7
,
29

14
,−61

24
,
125

37
, . . .

2. Èññëåäóéòå íà ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = n!
nn .

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an =
n∑
k=1

1
(3k−2)(3k+1) ñõîäèòñÿ è

lim
n→∞

an = 1
3 .

4. Âû÷èñëèòå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ
n∑
k=1

k3.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = (−1)
n
2n

3·2n+1 íå èìååò ïðåäåëà.
6. Äîêàæèòå, ÷òî lim

n→∞
(−1)n 1

n = 0.

7. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

2n−3
4n+5 = 1

2 .

8. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

1
2
√
n = 0.

9. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

5n+6
n+1 = 5. Íà÷èíàÿ ñ êàêîãî n,

∣∣5n+6
n+1 − 5

∣∣ íå
ïðåâîñõîäèò 0, 01?
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10. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

n2

2n = 0. Íàéäèòå òàêîå n0 ∈ N , ÷òîáû áûëî

n2

2n < 0, 0001 ïðè n ∈ N n > n0.
11. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:
11.1 xn = 2n2+1

n2 ;
11.2 xn = 1 + 1

22 + 1
32 + . . .+ 1

n2 ;
11.3 xn = 1 + 1

2 + 1
22 + . . .+ 1

2n ;
11.4 xn = 1 + 1 + 1

2! + 1
3! + . . .+ 1

n! ;
11.5 xn = 1 + 1

2·2 + 1
3·22 + 1

4·23 + . . .+ 1
n·2n−1 ;

11.6 xn = 1
n+1 + 1

n+2 + . . .+ 1
2n ;

11.7 xn = 1√
n2+1

+ 1√
n2+2

+ . . .+ 1√
n2+n

.
12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ îáùèì ÷ëåíîì

xn = 1 =
1√
2

+
1√
3

+ . . .
1√
n

áóäåò lim
n→∞

xn = +∞.

13. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ îáùèì ÷ëåíîì

xn = 1 = lg
2

1
+ lg

3

2
+ . . .+ lg

n+ 1

n
áóäåò lim

n→∞
xn = +∞.

14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî â íåé
åñòü èëè íàèáîëüøèé ÷ëåí, èëè íàèìåíüøèé ÷ëåí, èëè è òîò è äðóãîé.
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû âñåõ òðåõ ñëó÷àåâ.
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15. Èññëåäóéòå íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an =

(
1 +

1

12 + 1

)(
1 +

1

22 + 1

)
. . .

(
1 +

1

n2 + 1

)
.
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ËÅÊÖÈß 7

Ïðåäåë ôóíêöèè

7.1. Ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 7.1. Òî÷êà A ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x)
â ïðåäåëüíîé òî÷êå a ∈ R å¼ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, åñëè äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè A ðàäèóñà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
a ðàäèóñà δ > 0, ÷òî ∀x ∈ D(f) ∩ Ů(a, δ) áóäåò f(x) ∈ U(A, ε) (îáîçíà-
÷àåòñÿ lim

x→a
f(x) = A).

Îïðåäåëåíèå 7.1 íàçûâàþò îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè íà ÿçûêå
îêðåñòíîñòåé. Ýòî îïðåäåëåíèå çàïèñûâàåòñÿ îäèíàêîâî âíå çàâèñèìî-
ñòè îò òîãî, êîíå÷íûìè èëè áåñêîíå÷íûìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè a è A (íî

÷àùå âñåãî, çàïèñûâàÿ îïðåäåëåíèå äëÿ A =


+∞,
−∞,
∞

âìåñòî ñèìâîëà ε

çàïèñûâàþò ñèìâîë E, èìåÿ ââèäó òî, ÷òî E ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî

áîëüøèì; çàïèñûâàÿ îïðåäåëåíèå äëÿ a =


+∞,
−∞,
∞

âìåñòî ñèìâîëà δ

çàïèñûâàþò ñèìâîë ∆, èìåÿ ââèäó òî, ÷òî ∆ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî
áîëüøèì).
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Ïåðåâåä¼ì îïðåäåëåíèå 7.1 íà ¾ÿçûê ε− δ¿ (ïî Êîøè). Ñíà÷àëà ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a ∈ R è A ∈ R, a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà D(f) (ñ
ãåîìåòðè÷åñêîé èëëþñòðàöèåé, ñìîòðè ðèñóíîê 7.1).

x

y

a

f a(  )

0

f x( )

d2

d1

a-d a+dx

A

A+e

A-e

Ðèñóíîê 7.1

Îïðåäåëåíèå 7.2. lim
x→a

f(x) = A:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(f) è 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− A| < ε.

Èç ðèñóíêà 7.1 ñëåäóåò, ÷òî δ = min{δ1; δ2}.
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Äàëüøå ïðèâåäåì âñå îñòàëüíûå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè íà
¾ÿçûêå ε− δ¿ äëÿ êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íûõ a è A (âî âñåõ îïðåäåëåíèÿõ
a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè).

Îïðåäåëåíèå 7.3. lim
x→a

f(x) = +∞ (a ∈ R):

∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(f) è 0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) > E.

Îïðåäåëåíèå 7.4. lim
x→a

f(x) = −∞ (a ∈ R):

∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(f) è 0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) < −E.

Îïðåäåëåíèå 7.5. lim
x→a

f(x) =∞ (a ∈ R):

∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(f) è 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)| > E.

Îïðåäåëåíèå 7.6. lim
x→+∞

f(x) = A (A ∈ R):

∀ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è x > ∆⇒ |f(x)− A| < ε.

Îïðåäåëåíèå 7.7. lim
x→−∞

f(x) = A (A ∈ R):

∀ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è x < −∆⇒ |f(x)− A| < ε.

Îïðåäåëåíèå 7.8. lim
x→∞

f(x) = A (A ∈ R):

∀ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è |x| > ∆⇒ |f(x)− A| < ε.
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Îïðåäåëåíèå 7.9. lim
x→+∞

f(x) = +∞:

∀E > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è x > ∆⇒ f(x) > E.

Îïðåäåëåíèå 7.10. lim
x→+∞

f(x) = −∞:

∀E > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è x > ∆⇒ f(x) < −E.

Îïðåäåëåíèå 7.11. lim
x→+∞

f(x) =∞:

∀E > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è x > ∆⇒ |f(x)| > E.

Îïðåäåëåíèå 7.12. lim
x→−∞

f(x) = +∞:

∀E > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è x < −∆⇒ f(x) > E.

Îïðåäåëåíèå 7.13. lim
x→−∞

f(x) = −∞:

∀E > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è x < −∆⇒ f(x) < −E.

Îïðåäåëåíèå 7.14. lim
x→−∞

f(x) =∞:

∀E > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è x < −∆⇒ |f(x)| > E.

Îïðåäåëåíèå 7.15. lim
x→∞

f(x) = +∞:

∀E > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è |x| > ∆⇒ f(x) > E.
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Îïðåäåëåíèå 7.16. lim
x→∞

f(x) = −∞:

∀E > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è |x| > ∆⇒ f(x) < −E.

Îïðåäåëåíèå 7.17. lim
x→∞

f(x) =∞:

∀E > 0 ∃∆ > 0 ∀x ∈ D(f) è |x| > ∆⇒ |f(x)| > E.

Äëÿ îïðåäåëåíèé 7.3 � 7.17 äàéòå ñàìîñòîÿòåëüíî èõ ãåîìåòðè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ.

Ïðèìåð 7.1. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî
Êîøè (íà ¾ÿçûêå ε− δ¿), ÷òî lim

x→1

3x2−4
2+x = −1

3 .

JÂîçüìåì ∀ε > 0. Îöåíèì ñâåðõó |f(x)− A|:∣∣∣∣3x2 − 4

2 + x
+

1

3

∣∣∣∣ =
1

3
·
∣∣9x2 + x− 10

∣∣
|2 + x|

=
1

3
·

9 |x− 1| ·
∣∣x+ 10

9

∣∣
|2 + x|

.

Ââåäåì îãðàíè÷åíèÿ: ñ÷èòàåì, ÷òî |x− 1| < 1 (â êà÷åñòâå ïðàâîé ÷à-
ñòè íåðàâåíñòâà-îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî áðàòü ÷èñëî, íå áîëüøåå ïîëîâèíû
ðàññòîÿíèÿ îò x = 1 äî áëèæàéøåãî íóëÿ äëÿ ìîäóëåé |2 + x| è

∣∣x+ 10
9

∣∣).
Ñ ó÷åòîì ýòèõ îãðàíè÷åíèé îöåíèì ñíèçó |2 + x| è ñâåðõó

∣∣x+ 10
9

∣∣.
|x− 1| < 1⇔ −1 < x− 1 < 1⇔ 2 < 2 + x < 4⇔ 2 < |2 + x| < 4.
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Ïîëó÷èëè: |2 + x| > 2.

|x− 1| < 1⇔ −1 < x−1 < 1⇔ 10

9
< x+

10

9
<

28

9
⇒ 10

9
<

∣∣∣∣x+
10

9

∣∣∣∣ < 28

9
.

Ïîëó÷èëè:
∣∣x+ 10

9

∣∣ < 28
9 . Òîãäà

|f(x)− A| = 3
|x− 1| ·

∣∣x+ 10
9

∣∣
|x+ 2|

< 3
|x− 1| · 28

9

2
=

14

3
|x− 1| .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû 14
3 |x− 1| < ε ⇔ |x− 1| < 3ε

14 . Âîçüìåì â êà÷åñòâå
δ = min{1, 3ε

14}. Ïðè òàêîì âûáîðå δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îïðåäåëåíèå
ïðåäåëà â íàøåì ñëó÷àå.I

Ïðèìåð 7.2. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè
ïî Êîøè, ÷òî lim

x→3

x
x2−9 =∞.

J lim
x→3

f(x) = ∞: ∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(f) è 0 < |x− 3| < δ ⇒∣∣ x
x2−9

∣∣ > E.
Çàäàäèìñÿ ëþáûì E > 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè

ïðåäåëà ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà δ > 0 îöåíèì ñíèçó
∣∣ x
x2−9

∣∣ =

= |x|
|x+3||x−3| . Ââåäåì îãðàíè÷åíèå: |x− 3| < 1. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îãðàíè÷å-

íèÿ îöåíèì ñíèçó |x| è ñâåðõó |x+ 3|. Èìååì:
à) |x− 3| < 1⇔ −1 < x− 3 < 1⇔ 2 < x < 4⇒ 2 < |x| < 4;
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á) |x− 3| < 1⇔ 2 < x < 4⇔ 5 < x+ 3 < 7⇒ 5 < |x+ 3| < 7.

Òîãäà
∣∣ x
x2−9

∣∣ = |x|
|x+3||x−3| >

2
7|x−3| .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû 2
7|x−3| > E. Ïîëó÷èì: |x− 3| < 2

7E . Âîçüìåì â êà÷å-

ñòâå δ = min{ 2
7E , 1}. Ïðè òàêîì âûáîðå δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îïðåäåëåíèå

ïðåäåëà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.I
Ðàññìîòðèì òàêæå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå íà ¾ÿçûêå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé¿ (ïî Ãåéíå).

Îïðåäåëåíèå 7.18. Òî÷êà A ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè
y = f(x) â òî÷êå a ∈ R, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ⊂ D(f),
xn 6= a ∀n ∈ N , òàêîé, ÷òî lim

n→∞
xn = a, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè (f(xn)) ñõîäèòñÿ ê A.

Çàìå÷àíèå 7.1. Îïðåäåëåíèå 7.18 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ â óêàçàííîé òî÷êå ïðåäåëà íå èìååò. Äëÿ ýòî-
ãî íóæíî íàéòè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x′n) è (x′′n) òàêèå, ÷òî lim

n→∞
x′n =

= lim
n→∞

x′′n = a, íî lim
n→∞

f (x′n) 6= lim
n→∞

f (x′′n).

Ïðèìåð 7.3. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò lim
x→+∞

sinx.

JÂ êà÷åñòâå óêàçàííûõ â çàìå÷àíèè 7.1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âîçüìåì
x′n = πn è x′′n = π

2 + 2πn. lim
n→+∞

x′n = lim
n→+∞

x′′n = +∞, íî

lim
n→+∞

sin πn = 0 6= lim
n→+∞

sin
(π

2
+ 2πn

)
= 1. I
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7.2. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà ôóíêöèè

Òåîðåìà 7.1. Åñëè äëÿ ôóíêöèè f â òî÷êå a (êîíå÷íîé, èëè áåñêî-
íå÷íîé ëþáîãî çíàêà èëè áåç çíàêà) ñóùåñòâóåò ïðåäåë A (êîíå÷íûé,
èëè áåñêîíå÷íûé îïðåäåë¼ííîãî çíàêà), òî ýòîò ïðåäåë åäèíñòâåííûé.

JÐàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a è A � êîíå÷íû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò äâà ïðåäåëà ôóíêöèè f òî÷êå a, A è B, è A 6= B.

lim
x→a

f(x) = A :

∀ε > 0 ∃δ1 > 0 ∀x ∈ D(f) è 0 < |x− a| < δ1 ⇒ |f(x)− A| < ε

2
,

lim
x→a

f(x) = A :

∀ε > 0 ∃δ2 > 0 ∀x ∈ D(f) è 0 < |x− a| < δ2 ⇒ |f(x)− A| < ε

2
.

Â êà÷åñòâå δ áåð¼ì δ = min{δ1; δ2}, òîãäà ∀x ∈ D(f)∩Ů(a, δ) ïîëó÷èì:

0 ≤ |A−B| = |A−f(x)+f(x)−B| ≤ |f(x)−A|+ |f(x)−B| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Çíà÷èò, ∀ε > 0 0 ≤ |A − B| < ε, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà
A = B. I
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Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè íà ¾ÿçûêå îêðåñòíîñòåé¿.
2. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè íà ¾ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé¿ (ïî

Ãåéíå).

3. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè
(

lim
x→a

f(x) = A
)
íà

ÿçûêå ¾ε− δ¿ (ïî Êîøè), åñëè:
� a ∈ R, A ∈ R;
� a ∈ R, A = +∞ (A = −∞, A =∞);
� a = +∞, A ∈ R (A = +∞, A = −∞, A =∞);
� a = −∞, A ∈ R (A = +∞, A = −∞, A =∞);
� a =∞, A ∈ R (A = +∞, A = −∞, A =∞).
Äëÿ êàæäîãî èç óêàçàííûõ ñëó÷àåâ äàéòå ñâîþ ãðàôè÷åñêóþ èëëþ-

ñòðàöèþ.
4. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà

ôóíêöèè.
5. Îòâåòüòå íà âîïðîñû òåñòà.
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ËÅÊÖÈß 8

Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé, èìåþùèõ êîíå÷íûé ïðåäåë.
Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè

8.1. Î ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè, èìåþùåé
êîíå÷íûé ïðåäåë

Òåîðåìà 8.1. Åñëè ôóíêöèÿ f â òî÷êå a ∈ R èìååò ïðåäåë A ∈ R,
òî f îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

J lim
x→a

f(x) = A : ∀ε > 0 ∃Ů(a, δ) ∀x ∈ D(f) ∩ Ů(a, δ)⇒ |f(x)− a|<ε
⇔ A − ε < f(x) < A + ε. Çíà÷èò, ÷èñëî A + ε áóäåò âåðõíåé ãðàíèöåé,
à A − ε � íèæíåé äëÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè f â ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè Ů(a, δ). I

8.2. Ñîõðàíåíèå ôóíêöèåé çíàêà ïðåäåëà

Òåîðåìà 8.2. Åñëè ôóíêöèÿ f â òî÷êå a ∈ R èìååò êîíå÷íûé ïðå-
äåë A > P (A < P ), P ∈ R, òî ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè a, äëÿ âñåõ òî÷åê êîòîðîé f(x) > P (f(x) < P ).

J lim
x→a

f(x) = A : ∀ε > 0 (ε = A − P > 0) ∃Ů(a, δ) ∀x ∈ D(f)∩

∩Ů(a, δ)⇒ |f(x)− A| < ε⇔ P = A− ε < f(x) < A+ ε.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñî çíàêîì ¾<¿.I
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8.3. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ

Òåîðåìà 8.3. Åñëè ôóíêöèè f è g â òî÷êå a ∈ R èìåþò ñîîòâåò-
ñòâåííî êîíå÷íûå ïðåäåëû A è B è ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñò-
íîñòü Ů(a, δ) (δ > 0) èç îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ ôóíêöèé, ãäå
f(x) < g(x) (f(x) > g(x)), òî A ≤ B (A ≥ B).

JÏðåäïîëîæèì, ÷òî A > B. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî α, ÷òî B < α < A. Îäíàêî òîãäà èç òåîðåìû 8.2 ñëåäóåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü Ů(a, δ1) ⊂ Ů(a, δ), ãäå f(x) > α
è g(x) < α, à çíà÷èò, g(x) < f(x). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó
A ≤ B. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ è âòîðîé ñëó÷àé.I

Çàìå÷àíèå 8.1. Òî, ÷òî íåðàâåíñòâî â îáùåì ñëó÷àå íåñòðîãîå, ïî-
êàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Âîçüì¼ì f(x) = 1, g(x) = 1 + 1
x−5 è a = +∞. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíè-

åì ïðåäåëà ôóíêöèè, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x) = 1,

ò.å., A = B. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò Ů(+∞,∆), ãäå ∆ > 5, â êîòîðîé
f(x) < g(x).

8.4. Òåîðåìà î òðåõ ôóíêöèÿõ

Òåîðåìà 8.4. Åñëè ôóíêöèè f , g, h îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé ïðîêî-
ëîòîé îêðåñòíîñòè Ů(a, δ), a ∈ R, è ∀x ∈ Ů(a, δ) f(x) < g(x) < h(x),
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à â òî÷êå a äëÿ ôóíêöèé f è h ñóùåñòâóþò ïðåäåëû, ðàâíûå ìåæäó
ñîáîé, íàïðèìåð A ∈ R), òî è äëÿ ôóíêöèè g â òî÷êå a òàêæå ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë, è îí ðàâåí A.

J ∃ lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = A : ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Ů(a, δ) f(x),

g(x) ∈ U(A, ε). Íî ∀x ∈ Ů(a, δ) f(x) < h(x) < g(x) ⇒ h(x)∈U(A, ε).
Çíà÷èò, ∃ lim

x→a
h(x) = A. I

Ïðèìåð 8.1. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

n
√
n = 1.

JÂîçüìåì ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a > 1. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå a = 1 + λ, ãäå λ = a− 1 > 0. Ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà:

an = (1 + λ)n = 1 + nλ+
n(n− 1)

2
λ2 + . . . >

n(n− 1)

2
λ2.

Ïðè n > 2, n−1 > n
2 è, ñëåäîâàòåëüíî, a

n = (1+λ)n > n2

4 λ
2. Ïîëîæèì

a = n
√
n > 1. Òîãäà λ = n

√
n − 1, è ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ

â âèäå: n > n2

4 λ
2, èëè 4

n > ( n
√
n− 1)2 > 0. Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü,

ïîëó÷èì: 0 < n
√
n − 1 < 2√

n
. Ïîëüçóÿñü òåïåðü òåîðåìîé î òðåõ ôóíê-

öèÿõ
(

lim
n→∞

0 = lim
n→∞

2√
n

= 0
)
, ïîëó÷èì, ÷òî lim

n→∞
( n
√
n − 1) = 0. Çíà÷èò,

lim
n→∞

n
√
n = 1. I
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8.5. Áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ôóíêöèÿ y = α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé
(äàëåå � á/ì) â òî÷êå x = a (ïðè x→ a), åñëè lim

x→a
α(x) = 0.

Òåîðåìà 8.5. ∃ lim
x→a

f(x) = A (A ∈ R, a ∈ R)⇔ f(x) = A+α(x), ãäå

lim
x→a

α(x) = 0.

JÍåîáõîäèìîå óñëîâèå. Äàíî: ∃ lim
x→a

f(x) = A : ∀ε > 0 ∃δ > 0

∀x ∈ D(f)∩ Ů(a, δ)⇒ |f(x)−A| < ε. Ïóñòü α(x) := f(x)−A. Î÷åâèäíî,
÷òî D(f) = D(α). Çíà÷èò, ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(α) ∩ Ů(a, δ) ⇒
⇒ |α(x)| < ε ⇒ lim

x→a
α(x) = 0. Òàêèì îáðàçîì, f(x) = A + α(x), ãäå

lim
x→a

α(x) = 0.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Äàíî: f(x) = A + α(x), ãäå lim
x→a

α(x) = 0.

Çíà÷èò, ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(α) ∩ Ů(a, δ) ⇒ |α(x)| < ε. Òàê êàê
α(x) = f(x)− A è D(α) = D(f) òî ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D() ∩ Ů(a, δ)⇒
⇒ |f(x)− A| < ε⇒ lim

x→a
f(x) = A. I

Òåîðåìà 8.6. Ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ â òî÷êå
a ∈ R åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â ýòîé òî÷êå.

JÄîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ a =∞ (îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðè-
âàþòñÿ àíàëîãè÷íî).
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Ïóñòü α(x) =
n∑
k=1

αk(x), lim
x→a

αk(x) = 0 (k = 1, n, n ∈ N). Òîãäà ∀ε > 0

∃∆k > 0 ∀x ∈ D(αk) ∩ Ů(∞,∆k) ⇒ |αk(x)| < ε
n (k = 1, n). Âûáèðàåì

∆ = max
k=1,n
{∆k}. Ïîëó÷èì:

|α(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|αk(x)| < ε

n
n = ε⇒ lim

x→a
α(x) = 0. I

Òåîðåìà 8.7. Ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ â òî÷-
êå a ∈ R åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â ýòîé òî÷êå.

JÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåìû 8.6.I

Òåîðåìà 8.8. Ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åííîé â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè Ů(a, δ1) (a ∈ R) ôóíêöèè f(x) íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ â
òî÷êå a ôóíêöèþ α(x) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â ýòîé òî÷êå.

JÔóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà â Ů(a, δ1), çíà÷èò, ∃c > 0 ∀x ∈ Ů(a, δ1)
⇒ |f(x)| ≤ c.

lim
x→a

α(x) = 0: ∀ε > 0 ∃δ2 > 0 ∀x ∈ D(f) ∩ Ů(a, δ2)⇒ |α(x)| < ε
c .

Âûáèðàåì δ = min{δ1; δ2}. Òîãäà ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ Ů(a, δ) ⇒
⇒ |f(x)α(x)| = |f(x)| · |α(x)| < c · εc = ε. Çíà÷èò, lim

x→a

(
f(x) ·α(x)

)
= 0. I
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Ñëåäñòâèå 8.1. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé â òî÷êå a ∈ R íà
ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå a.

Ïðèìåð 8.2. Íàéäèòå lim
x→∞

sinx
x .

JÔóíêöèÿ y = sinx îãðàíè÷åíà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a = ∞.
Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ y = 1

x � á/ì â òî÷êå x = ∞, ò.å., ïîêàæåì, ÷òî
lim
x→∞

1
x = 0.

Âîçüìåì ∀ε > 0 è ïîòðåáóåì, ÷òîáû
∣∣ 1
x

∣∣ = 1
|x| < ε⇔ |x| > 1

ε . Ïîýòîìó,

åñëè âçÿòü ∆ = 1
ε , òî áóäåò ∀ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x |x| > ∆ ⇒

∣∣ 1
x

∣∣ < ε ⇒
⇒ lim

x→∞
1
x = 0.

Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 8.8, ôóíêöèÿ α(x) = sinx
x åñòü á/ì â òî÷êå a =∞,

ò.å., lim
x→∞

sinx
x = 0. I

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Oa êëàññ òåõ á/ì ïðè x→ a, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ãäå ýòà á/ì îïðåäåëåíà è
îòëè÷íà îò íóëÿ.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ïóñòü α(x), β(x) ∈ Oa. Ãîâîðÿò, ÷òî a(x) á/ì áî-

ëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì β(x), åñëè lim
x→a

α(x)
β(x) = 0 (îáîçíà÷àþò ýòî òàê:

α(x) = o(β(x)) ïðè x→ a).

Åñëè æå lim
x→a

α(x)
β(x) = A, A ∈ R, A 6= 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî α(x) è β(x)
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á/ì îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà, ïðè÷¼ì, åñëè lim
x→a

α(x)
β(x) = 1, òî α(x) è β(x)

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè á/ì (îáîçíà÷àþò: α(x)
x→a∼ β(x)).

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 8.2 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè äâóõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ â òî÷êå a îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1) α(x)
x→a∼ α(x) (ðåôëåêñèâíîñòü);

2) α(x)
x→a∼ β(x)⇒ β(x)

x→a∼ α(x) (ñèììåòðè÷íîñòü);

3) α(x)
x→a∼ β(x), β(x)

x→a∼ δ(x)⇒ α(x)
x→a∼ δ(x) (òðàíçèòèâíîñòü).

Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè
ôóíêöèè, èìåþùåé êîíå÷íûé ïðåäåë.

2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î ñîõðàíåíèè ôóíêöèåé çíàêà
ïðåäåëà.

3. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î òðåõ ôóíêöèÿõ.

4. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðà-
âåíñòâàõ. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû:

� çíàê ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå;

� çíàê ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà çàìåíÿåòñÿ çíàêîì ðàâåíñòâà ïðè ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå.

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè â òî÷êå. Ïðèâåäèòå
ïðèìåðû.
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6. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé î ñâÿçè ôóíêöèè, èìåþùåé êîíå÷íûé
ïðåäåë ïðè x→ a (a ∈ R) è áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a.

7. Óêàæèòå ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ â òî÷êå, ñâÿçàííûå ñ àðèôìå-
òè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íàä íèìè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 7

Ïðåäåë ôóíêöèè

Çàäàíèå 1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè (íà
ÿçûêå ¾ε− δ¿), äîêàæèòå, ÷òî lim

x→−1

2x+1
x+3 = −1

2 .

JÏîêàæåì, ÷òî ∀ε > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü δ > 0 òàê, ÷òî êàê òîëüêî

|x+1| < δ, òî
∣∣2x+1

3+x + 1
2

∣∣ =
∣∣∣ 5x+5

2(3+x)

∣∣∣ < ε, èëè
∣∣x+1
x+3

∣∣ < 2
5ε. Ââåäåì îãðàíè÷å-

íèå |x+1| < δ. Òîãäà |x+3| = |x+1+2| ≥ 2−|x+1| > 2−1 = 1. Ïîýòîìó
ïðè |x + 1| < 1 èìååì:

∣∣x+1
x+3

∣∣ < |x + 1|. ×òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî∣∣x+1
x+3

∣∣ < 2
5ε, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû |x+ 1| < 2

5ε. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå δ

ìîæíî âûáðàòü ìåíüøåå èç ÷èñåë 1 è 2
5ε, ò.å., δ = min

{
1; 2

5ε
}
. I

Çàäàíèå 2. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè (íà
ÿçûêå ¾ε− δ¿), äîêàæèòå, ÷òî lim

x→5

√
x+ 4 = 3.

JÏîêàæåì, ÷òî ∀ε > 0 ìîæíî ïîäîáðàòü δ > 0 òàê, ÷òî êàê òîëüêî
|x − 5| < δ, òî |

√
x+ 4 − 3| = |x−5|√

x+4+3
< ε. Òàê êàê

√
x+ 4 + 3 ≥ 3 ïðè

âñåõ çíà÷åíèÿõ x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) =
√
x+ 4, òî
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|
√
x+ 4 − 3| < |x−5|

3 . Ïîòðåáóåì, ÷òîáû |x−5|
3 < ε. Òîãäà ïðè çíà÷åíèÿõ

x, äëÿ êîòîðûõ |x− 5| < 3ε, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è íåðàâåíñòâî |
√
x+ 4−

−3| < ε. Çíà÷èò, â êà÷åñòâå èñêîìîãî δ > 0 ìîæíî âçÿòü δ = 3ε. I

Çàäàíèå 3. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè (íà
ÿçûêå ¾ε− δ¿), äîêàæèòå, ÷òî lim

x→∞
x+1
2x+1 = 1

2 .

JÏîêàæåì, ÷òî ∀ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x 6= −1
2 è |x| > ∆ âûïîëíÿåò-

ñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣ x+1

2x+1 −
1
2

∣∣ = 1
|2x+1| < ε. Îòêóäà |2x + 1| > 1

ε . Òàê êàê

|2x + 1| > |2x| − 1, òî äîñòàòî÷íî ðåøèòü íåðàâåíñòâî |2x| − 1 > 1
ε .

Ðåøàÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì |x| > 1
2

(
1 + 1

ε

)
. Âîçüìåì ∆ = ε+1

ε . Èç
íàøèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè |x| > ∆ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣ x+1

2x+1 −
1
2

∣∣ < ε. I

Çàäàíèå 4. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè (íà
ÿçûêå ¾ε− δ¿), äîêàæèòå, ÷òî lim

x→2

1
x−2 =∞.

JÏîêàæåì, ÷òî ∀E > 0 ∃δ > 0 ∀x 0 < |x− 2| < δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî

∣∣ 1
x−2

∣∣ > E. Âçÿâ ∀E > 0, ïîòðåáóåì, ÷òîáû
∣∣ 1
x−2

∣∣ > E, èëè
|x − 2| < 1

E . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèâ δ = 1
E , ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ

çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < |x − 2| < δ, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

∣∣ 1
x−2

∣∣ > E. I
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Çàäàíèå 5. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè (íà
ÿçûêå ¾ε− δ¿), äîêàæèòå, ÷òî lim

x→∞
1
xn = 0 (n ∈ N).

JÏîêàæåì, ÷òî ∀ε > 0 ∃∆ > 0 ∀x |x| > ∆ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣ 1
xn − 0

∣∣ < ε. Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî 1
|x|n < ε, ïîëó÷èì, ÷òî |x| > 1

n
√
ε
. Òàêèì

îáðàçîì, â êà÷åñòâå ∆ ìîæíî âçÿòü ∆ = 1
n
√
ε
. I

Çàäàíèå 6. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè, äî-

êàæèòå, ÷òî lim
x→π

2

((
x− π

2

)
cos 1

x−π2

)
= 0, íî ôóíêöèÿ f (x) = cos 1

x−π2
íå

èìååò ïðåäåëà â òî÷êå x = π
2 (èñïîëüçóÿ îòðèöàíèå ïðåäåëà ôóíêöèè â

òî÷êå ïî Ãåéíå).
JÍåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ∀ε > 0 ∃δ > 0, ÷òî ∀x ∈ D(ϕ) è

0 < |x− a| < δ ⇒ |ϕ(x)− 0| < ε, ãäå ϕ(x) =
(
x− π

2

)
cos 1

x−π2
è a = π

2 .

Çàäàäèìñÿ ∀ε > 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè ïðåäå-
ëà δ > 0 îöåíèì ñâåðõó |ϕ(x)− 0|.

|ϕ(x)− 0| =
∣∣∣x− π

2

∣∣∣ · ∣∣∣∣cos
1

x− π
2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣x− π

2

∣∣∣ .
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû |ϕ(x)| ≤

∣∣x− π
2

∣∣ < ε. Òîãäà â êà÷åñòâå δ > 0 ìîæíî
âçÿòü δ = ε. Ïðè òàêîì âûáîðå δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà
ïî Êîøè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.

Äàëüøå äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íå èìååò ïðåäåëà â òî÷êå x = π
2 .

Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x′n = π
2 + 1

π
2 +πn è x′′n = π

2 + 1
2πn
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(n ∈ N). Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî lim

n→∞
1

π
2 +πn = 0 è lim

n→∞
1

2πn = 0. À òîãäà, ïî òåîðåìå 8.5,

lim
n→∞

x′n = lim
n→∞

x′′n = π
2 . Íî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-

öèé èìåþò ðàçíûå ïðåäåëû, à èìåííî: lim
n→∞

f (x′n) lim
n→∞

cos
(
π
2 + πn

)
=

= lim
n→∞

0 = 0, à lim
n→∞

f (x′′n) = lim
n→∞

cos 2πn = lim
n→∞

1 = 1. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ

f â òî÷êå x = π
2 ïðåäåëà íå èìååò.I

Çàäàíèå 7. Âû÷èñëèòå lim
x→∞

x3+4x2−2x+1
x5(4−3 cos2 x) .

J lim
x→∞

x3 + 4x2 − 2x+ 1

x5(4− 3 cos2 x)
= lim

x→∞

(
1

x2
+

4

x3
− 2

x4
+

1

x5

)
1

4− 3 cos2 x
.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò çàäàíèÿ 5, äåëàåì âûâîä, ÷òî ôóíêöèè 1
x2 ,

1
x3 ,

1
x4

è 1
x5 � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x → ∞; ôóíêöèè 4 1

x3 è 2 1
x4 � áåñêîíå÷íî

ìàëûå (ïðîèçâåäåíèå ïîñòîÿííîé íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ) ïðè x → ∞.
Çíà÷èò, ôóíêöèÿ 1

x2 + 4
x3 − 2

x4 + 1
x5 åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→∞ êàê

ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ.
Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ 1

4−3 cos2 x îãðàíè÷åíà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè ∞.
∀x ∈ R : 0 ≤ cos2 x ≤ 1⇒ −3 ≤ −3 cos2 x ≤ 0⇒ 1 ≤ 4− 3 cos2 x ≤ 4⇒

1

4
≤ 1

4− 3 cos2 x
≤ 1.
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Òîãäà ôóíêöèÿ
(

1
x2 + 4

x3 − 2
x4 + 1

x5

)
1

4−3 cos2 x åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè
x → ∞ êàê ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé íà îãðàíè÷åííóþ. Ïîýòîìó
lim
x→∞

x3+4x2−2x+1
x5(4−3 cos2 x) = 0. I

Çàäàíèå 8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =

{
(x− 1)2, åñëè x ∈ I,
4, åñëè x ∈ Q

èìååò ïðåäåë â òî÷êàõ x = −1 è x = 3, ðàâíûé 4, íî íå èìååò ïðåäåëà â
îñòàëüíûõ òî÷êàõ èç R.

JÂîçüìåì, íàïðèìåð, òî÷êó x = −1. Òî, ÷òî lim
x→−1

f(x) = 4, îçíà÷àåò:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(f) è 0 < |x+ 1| < δ ⇒ |f(x)− 4| < ε.
Âîçüìåì ∀ε > 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà

ôóíêöèè δ > 0 îöåíèì ñâåðõó |f(x)− 4|. Èìååì:

|f(x)−4| =
{
|(x− 1)2 − 4| = |x2 − 2x− 3| = |x+ 1||x− 3|, åñëè x ∈ I,
|4− 4| = 0, åñëè x ∈ Q.

Åñëè x ∈ Q (ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî), òî â êà÷åñòâå δ > 0 ìîæíî âçÿòü
ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òàê êàê 0 < ε. Åñëè æå
x ∈ I (èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî), òî áåðåì îãðàíè÷åíèå |x+ 1| < 1. Òîãäà

|x+ 1| < 1⇔ −1 < x+ 1 < 1⇔ −5 < x− 3 < −3⇔ 3 < |x− 3| < 5.

Çíà÷èò, ïðè x ∈ I |f(x) − 4| = |x + 1||x − 3| < 5|x + 1|. Ïîòðåáóåì,
÷òîáû 5|x + 1| < ε ⇔ |x + 1| < ε

5 . Â êà÷åñòâå δ âîçüìåì δ = min
{
ε
5 , 1
}
.
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Ïðè òàêîì âûáîðå δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∃ lim

x→3
f(x) = 4.

Äàëüøå ïîêàæåì, ÷òî ∀a ∈ R\{−1; 3} íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà ôóíê-
öèè f â òî÷êå a.

Âîçüìåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê a: x′n � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë; x′′n � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë. Òîãäà lim

n→∞
f(x′n) = lim

n→∞
(x′n − 1)2 = (a − 1)2 (äîêàæèòå!), à

lim
n→∞

f(x′′n) = lim
n→∞

4 = 4.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå, äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè f(x) ïðè x→ a íåîáõîäèìî, ÷òîáû

(a− 1)2 = 4⇔
[
a = 3,
a = −1.

Çíà÷èò, åñëè a ∈ R\{−1; 3}, òî lim
x→a

f(x) íå ñóùåñòâóåò.I

Çàäàíèå 9. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

(
2n
√
n2 + 1− n

)
= 1.

J xn =
(
2n
√
n2 + 1− n

)
= 2n√

n2+1+n
. Òàê êàê n+ 2 >

√
n2 + 1 > n, òî

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî n
n+1 < xn < 1. Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî lim

n→∞
n
n+1=1

(äîêàæèòå!) è lim
n→∞

1 = 1, ïî òåîðåìå î òðåõ ôóíêöèÿõ ïîëó÷èì, ÷òî

lim
n→∞

xn = 1. I
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè, äîêàæèòå, ÷òî
lim
x→2

(3x − 5) = 1. Ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì ε1 = 1, ε2 = 1
2 , ε3 = 1

100

ïîäáåðèòå ñîîòâåòñòâóþùèå δ1, δ2, δ3.

2. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè, äîêàæèòå, ÷òî
lim
x→2

(3x2−2) = 10. Êàê ïîäîáðàòü δ > 0, ÷òîáû èç íåðàâåíñòâà |x−2| < δ

ñëåäîâàëî íåðàâåíñòâî |f(x)− 10| < 0, 01?

3. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè, äîêàæèòå, ÷òî
lim
x→∞

x−1
3x+2 = 1

3 .

4. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè, äîêàæèòå, ÷òî
lim

x→+∞

(√
x2 + 1− x

)
= 0. Êàê äîëæíî áûòü âûáðàíî ∆ > 0, ÷òîáû èç

íåðàâåíñòâà x > ∆ ñëåäîâàëî íåðàâåíñòâî |f(x)− 0| < 0, 001?

5. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè, äîêàæèòå, ÷òî
lim

x→+∞
loga x = +∞ (a > 1).

6. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè, äîêàæèòå, ÷òî
lim
x→x0

sinx = x0.

7. f(x) = sinx, g(x) = tg x. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóþò ïðåäåëû
ôóíêöèé f(x) è g(x) ïðè x→∞, x→ −∞, x→ +∞.

8. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè, äîêàæèòå, ÷òî
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lim
x→π

(
(x− π) sin 1

x−π
)

= 0, íî ôóíêöèÿ f (x) = sin 1
x−π íå èìååò ïðåäåëà â

òî÷êå x = π (èñïîëüçóÿ îòðèöàíèå ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå ïî Ãåéíå).

9. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðèõëå D(x) =

{
0, åñëè x ∈ I,
1, åñëè x ∈ Q íå èìå-

åò ïðåäåëà íè â îäíîé òî÷êå èç R.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =

{
x2, åñëè x ∈ I,
1, åñëè x ∈ Q èìååò ïðåäåë

(êàêîé?) â òî÷êàõ x = 1 è x = −1, íî íå èìååò ïðåäåëà â îñòàëüíûõ
òî÷êàõ èç R.

11. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû ôóíêöèé:

a) lim
x→∞

x

3x2 + 1
sin

x− 1

2x+ 1
; b) lim

x→∞

x+ 1

x2
cos

1

x2
; c) lim

x→∞

x4 + 8x2 − 3

x5(8− 5 sin2 x)
.
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ËÅÊÖÈß 9

Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè. Òåîðåìû î ïðåäåëàõ ñóììû,
ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî

9.1. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå è èõ ñâÿçü ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé
(äàëåå � á/á) (á/á ïîëîæèòåëüíîé, á/á îòðèöàòåëüíîé) â òî÷êå x = a ∈ R
(èëè ïðè x→ a), åñëè lim

x→a
f(x) =∞ (lim

x→a
f(x) = +∞, lim

x→a
f(x) = −∞).

Òåîðåìà 9.1. f(x) � á/á ïðè x→ a⇔ 1
f(x) � á/ì ïðè x→ a.

JÍåîáõîäèìîå óñëîâèå Âîçüìåì ∀ε > 0. Òàê êàê f(x) � á/á ïðè
x → a, òî ∀E > 0

(
E = 1

ε

)
∃δ > 0 ∀x ∈ D(f) ∩ Ů(a, δ) ⇒ |f(x)| > 1

ε ⇔
⇔
∣∣∣ 1
f(x)

∣∣∣ < ε⇒ lim
x→a

1
f(x) = 0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.I

9.2. Òåîðåìû î ïðåäåëàõ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî

Òåîðåìà 9.2. Åñëè ∃ lim
x→a

fi(x) = Ai ∈ R (a ∈ R, i = 1, n), f(x) =

=
n∑
i=1

fi(x), A =
n∑
i=1

Ai, òî ∃ lim
x→a

f(x) = A.

J lim
x→a

fi(x) = Ai ∈ R. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 8.5 fi(x) = Ai + αi(x), ãäå
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αi(x) � á/ì ïðè x → a (i = 1, n). Òîãäà f(x) = A +
n∑
i=1

αi, è ïî òåîðåìå

8.5 ∃ lim
x→a

f(x) = A. I

Òåîðåìà 9.3. Åñëè ∃ lim
x→a

fi(x) = Ai ∈ R (a ∈ R, i = 1, n), f(x) =

=
n∏
i=1

fi(x), A =
n∏
i=1

Ai, òî ∃ lim
x→a

f(x) = A.

J lim
x→a

fi(x) = Ai ∈ R. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 8.5 fi(x) = Ai + αi(x),

ãäå αi(x) � á/ì ïðè x → a (i = 1, n). Äàëüøå ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû äëÿ äâóõ ìíîæèòåëåé. f(x) = (A1 + α1)(A2 + α2) = A1A2+
+A1α2 + A2α1 + α1α2. α(x) = A1α2 + A2α1 + α1α2 � á/ì ïðè x → a
(òåîðåìû 8.6, 8.7, ñëåäñòâèå 8.1). À òîãäà f(x) = A1A2 + α(x), è ïî
òåîðåìå 8.5 ∃ lim

x→a
f(x) = A1A2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â ñëó÷àå n ìíîæèòåëåé äîñòàòî÷íî ïðè-
ìåíèòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.I

Ñëåäñòâèå 9.1. ∃ lim
x→a

f(x), c = const⇒ ∃ lim
x→a

cf(x) = c lim
x→a

f(x).

Ñëåäñòâèå 9.2. Ïóñòü Pn(x) =
n∑
k=1

akxk (ak∈R) � ìíîãî÷ëåí ñòåïå-

íè n. Òîãäà ∀a ∈ R ∃ lim
x→a

Pn(x) = Pn(a).
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Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü ∃ lim
x→a

f(x) = A ∈ R, ∃ lim
x→a

g(x) = B ∈ R (B 6= 0,

a ∈ R). Òîãäà ∃ lim
x→a

f(x)
g(x) = A

B .

JÈñïîëüçóÿ òåîðåìó 8.5, ïîëó÷èì:

f(x)

g(x)
=
A+ α

B + β
=
A

B
+
A+ α

B + β
− A

B
=
A

B
+

1

B

1

g(x)
(Bα− Aβ),

ãäå α, β � á/ì ïðè x → a, 1
B (Bα − Aβ) � á/ì ïðè x → a (òåîðåìû 8.6,

8.7, ñëåäñòâèå 8.1). Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ 1
g(x) îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé

ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè Ů(a, δ), à çàòåì èñïîëüçóåì òåîðåìó 8.8.

lim
x→a

g(x) = B 6= 0 : ∀ε > 0

(
ε =
|B|
2

)
∃Ů(a, δ) ∀x ∈ D(g) ∩ Ů(a, δ)⇒

⇒ |g(x)−B| < |B|
2
⇔ |B|

2
> |g(x)−B| ≥ |B| − |g(x)| ⇔

⇔ |g(x)| > |B|
2
⇔
∣∣∣∣ 1

g(x)

∣∣∣∣ < |B|2
.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ 1
g(x) îãðàíè÷åíà â Ů(a, δ). I

Ñëåäñòâèå 9.3. Åñëè Pn(x) è Qm(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n è m
ñîîòâåòñòâåííî, òî ∀a ∈ R, òàêîãî, ÷òî Qm(a) 6= 0, ñóùåñòâóåò

lim
x→a

Pn(x)
Qm(x) = Pn(a)

Qm(a).
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9.3. Îñîáûå ñëó÷àè ïðåäåëîâ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî

Òåîðåìà 9.5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé ïðîêîëî-
òîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ R èëè â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íûé ïðåäåë óêàçàííîé ôóíêöèè, à ïðåäåë ôóíêöèè g(x) ðàâåí áåñêî-

íå÷íîñòè (ëþáîãî çíàêà èëè áåç íåãî), òî lim
x→a

(f(x) + g(x)) =


∞,
+∞,
−∞

ñîîòâåòñòâåííî.

JÁóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè-
÷åíà â Ů(a, δ1) (ò.ê. â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà óêàçàí-
íîé ôóíêöèè èç òåîðåìû 8.1 ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè â íåêîòî-
ðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a):

∃c > 0 ∀x ∈ Ů(a, δ1)⇒ |f(x)| ≤ c.

Ïóñòü lim
x→a

g(x) = ∞: ∀E > 0 ∃δ2 > 0 ∀x ∈ D(g) ∩ Ů(a, δ2) ⇒
⇒ |g(x)| > E + c. Òîãäà |f + g| = |f − (−g)| ≥ |f | − |g| > E + c− c = E,
çíà÷èò, ∀E > 0 ∃δ = min{δ1; δ2} ∀x ∈ D(f) ∩D(g) ∩ Ů(a, δ)⇒ |f + g| >
> E ⇒ lim

x→a
(f + g) =∞. I

Ïðèìåð 9.1. Íàéäèòå lim
x→1

(
1

x−1 + 3x+2
7x−5

)
.
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J lim
x→1

1
x−1 =∞, lim

x→1

3x+2
7x−5 = 5

2 . Çíà÷èò, lim
x→1

(
1

x−1 + 3x+2
7x−5

)
=∞. I

Ñëåäóþùèå òåîðåìû ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëü-
íî ñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè.

Òåîðåìà 9.6. lim
x→a

f(x) = +∞ (−∞), lim
x→a

g(x) = +∞ (−∞) ⇒
lim
x→a

(f(x) + g(x)) = +∞ (−∞) (a ∈ R).

Òåîðåìà 9.7. Åñëè ∃ lim
x→a

f(x) = A ∈ R (A 6= 0) èëè ∃C > 0 è

∃Ů(a, δ), ÷òî ∀x ∈ Ů(a, δ) áóäåò |f(x)| < C, à lim
x→a

g(x) =∞ (a ∈ R), òî

lim
x→a

f(x)g(x) =∞, à sign(lim
x→a

f(x)g(x)) = sign(lim
x→a

f(x)) ·sign(lim
x→a

g(x)),

ãäå signµ =


1, µ > 0,
−1, µ < 0,

0, µ = 0.

Ñëåäñòâèå 9.4. lim
x→∞

xn =∞ (n ∈ N), ïðè÷åì:

lim
x→∞

x2k = +∞ (k ∈ N),

lim
x→+∞

x2k−1 = +∞ (k ∈ N),

lim
x→−∞

x2k−1 = −∞ (k ∈ N).

Ñëåäñòâèå 9.5. lim
x→∞

Pn(x) = ∞, ãäå Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

n ∈ N , ïðè÷åì çíàê ïðåäåëà îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì êîýôôèöèåíòà ïðè
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ñòàðøåì ÷ëåíå ìíîãî÷ëåíà, à òàêæå çíàêîì ïðåäåëüíîé òî÷êè è ñëåä-
ñòâèåì 9.4 äëÿ ñòåïåíè ñòàðøåãî ÷ëåíà.

Íàïðèìåð, lim
x→−∞

(
−2x3 + 10x2 − 5

)
= +∞.

Òåîðåìà 9.8. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé ïðîêîëî-
òîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ R èëè lim

x→a
f(x) = A ∈ R, à lim

x→a
g(x) =∞,

òî lim
x→a

f(x)
g(x) = 0.

Ïðèìåð 9.2. Íàéäèòå lim
x→∞

cosx
x .

JÔóíêöèÿ y = cos x îãðàíè÷åíà â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè ∞. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 9.8, lim

x→∞
cosx
x = 0. I

Òåîðåìà 9.9. Åñëè lim
x→a

f(x) =∞, à ôóíêöèÿ g(x) îãðàíè÷åíà â íåêî-

òîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a ∈ R èëè lim
x→a

g(x)=A∈R, òî

lim
x→a

f(x)
g(x) =∞.

Ïðèìåð 9.3. Íàéäèòå lim
x→2

1
x2−4

cosx .

JÔóíêöèÿ y = cos x îãðàíè÷åíà â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè 2, à lim
x→2

1
x2−4 =∞. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 9.9, lim

x→2

1
x2−4

cosx =∞. I
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Òåîðåìà 9.10. Åñëè lim
x→a

f(x) = A ∈ R, A 6= 0, èëè ñóùåñòâóþò

µ > 0 è Ů(a, δ), ÷òî ∀x ∈ Ů(a, δ)⇒ |f(x)| > µ, à lim
x→a

g(x) = 0 (a ∈ R),

òî lim
x→a

f(x)
g(x) =∞.

Ïðèìåð 9.4. Íàéäèòå lim
x→3

x2+1
x2−9 .

J lim
x→3

(x2 + 1) = 10, à lim
x→3

(x2 − 9) = 0. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 9.10,

lim
x→3

x2+1
x2−9 =∞. I

Ñëåäñòâèå 9.6. lim
x→∞

Pn(x)
Qm(x) =


0, n < m,

∞, n > m,
an
bm
, n = m,

ãäå Pn(x) è Qm(x) �

ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n è m ñîîòâåòñòâåííî (n,m ∈ N), à an è bm �
êîýôôèöèåíòû ñòàðøèõ ÷ëåíîâ óêàçàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè â òî÷êå. Ïðèâå-
äèòå ïðèìåðû.

2. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé ñâÿçè á/ì è á/á â òî÷êå. Ïðîìîäåëèðóéòå
ýòîò êðèòåðèé íà ïðèìåðå.

3. Ñôîðìóëèðóéòå è ïðîìîäåëèðóéòå íà ïðèìåðàõ òåîðåìû î ïðåäåëå
ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî.
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4. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû îá îñîáûõ ñëó÷àÿõ â ïðåäåëàõ ñóììû,
ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî. Ïðèâåäèòå ê êàæäîìó ñëó÷àþ ïðèìåðû.

5. Âû÷èñëèòå óñòíî ïðåäåëû ôóíêöèé:

a) lim
x→∞

x3 − 2x2 + 1

x+ 3
; b) lim

x→∞

x4 − 3x3 + x2 + 5

3x4 − 5x+ 2
; c) lim

x→∞

x2 − 3x+ 7

x3 − 4x2 + 1
.

6. Îòâåòüòå íà âîïðîñû òåñòà.

ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 8
Òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ

Çàäàíèå 1. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

3x4−2x2+1
10x5−x4+3 .

JÑ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ íóëåì çíàìåíàòåëÿ è ñëåä-
ñòâèÿ 9.3, ïîëó÷àåì: lim

x→0

3x4−2x2+1
10x5−x4+3 = 1

3 . I

Çàäàíèå 2. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→2

x3−3x−2
x3−8 .

J lim
x→2

x3 − 3x− 2

x3 − 8
=

(
0

0

)
= lim

x→2

x3 − 4x+ x− 2

(x− 2)(x2 + 2x+ 4)
=

= lim
x→2

x(x2 − 4) + (x− 2)

(x− 2)(x2 + 2x+ 4)
= lim

x→2

x(x− 2)(x+ 2) + (x− 2)

(x− 2)(x2 + 2x+ 4)
=

= lim
x→2

(x− 2)(x2 + 2x+ 1)

(x− 2)(x2 + 2x+ 4)
= lim

x→2

x2 + 2x+ 1

x2 + 2x+ 4
=

3

4
. I
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Çàäàíèå 3. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→3

√
x−2−1
x−3 .

J lim
x→3

√
x− 2− 1

x− 3
=

(
0

0

)
= lim

x→3

(
√
x− 2− 1)(

√
x− 2 + 1)

(x− 3)(
√
x− 2 + 1)

=

= lim
x→3

(x− 3)

(x− 3)(
√
x− 2 + 1)

= lim
x→3

1√
x− 2 + 1

=
1

2
. I

Çàäàíèå 4. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→1

√
5−x−2√
2−x−1

.

J lim
x→1

√
5− x− 2√
2− x− 1

=

(
0

0

)
= lim

x→1

(
√

5− x− 2)(
√

5− x+ 2)(
√

2− x+ 1)

(
√

2− x− 1)(
√

2− x+ 1)(
√

5− x+ 2)
=

= lim
x→1

(1− x)(
√

2− x+ 1)

(1− x)(
√

5− x+ 2)
= lim

x→1

√
2− x+ 1√
5− x+ 2

=
2

4
=

1

2
. I

Çàäàíèå 5. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

3
√

1−x− 3
√

1+x
x .

J lim
x→0

3
√

1− x− 3
√

1 + x

x
=

(
0

0

)
=

= lim
x→0

(
3
√

1− x− 3
√

1 + x
) (

3
√

(1− x)2 + 3
√

1− x 3
√

1 + x+ 3
√

(1 + x)2
)

x
(

3
√

(1− x)2 + 3
√

1− x 3
√

1 + x+ 3
√

(1 + x)2
) =



204

= lim
x→0

−2x

x
(

3
√

(1− x)2 + 3
√

1− x 3
√

1 + x+ 3
√

(1 + x)2
) =

= lim
x→0

−2
3
√

(1− x)2 + 3
√

1− x 3
√

1 + x+ 3
√

(1 + x)2
= −2

3
. I

Çàäàíèå 6. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→2

√
x−2−

√
2+
√
x√

x2−4
.

J lim
x→2

√
x− 2−

√
2 +
√
x√

x2 − 4
=

(
0

0

)
=

= lim
x→2

√
x− 2√

(x− 2)(x+ 2)
+ lim

x→2

√
x−
√

2√
(x− 2)(x+ 2)

=

= lim
x→2

1√
x+ 2

+ lim
x→2

x− 2√
(x− 2)(x+ 2)(

√
x+
√

2)
=

=
1

2
+ lim

x→2

√
x− 2

√
x+ 2(

√
x+
√

2)
=

1

2
+ 0 =

1

2
. I

Çàäàíèå 7. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→−1

1+ 3
√
x

1+ 5
√
x
.

J lim
x→−1

1 + 3
√
x

1 + 5
√
x

=

(
0

0

)
=

[
Ââåäåì çàìåíó x = z15,
z → −1 ïðè x→ −1

]
=
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= lim
z→−1

1 + z5

1 + z3
= lim

z→−1

(z + 1)(z4 − z3 + z2 − z + 1)

(z + 1)(z2 − z + 1)
=

= lim
z→−1

z4 − z3 + z2 − z + 1

z2 − z + 1
=

5

3
. I

Çàäàíèå 8. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→1

x2−3x11+2
x50+2x30−3 .

J lim
x→1

x2 − 3x11 + 2

x50 + 2x30 − 3
=

(
0

0

)
=

[
Ââåäåì çàìåíó x = z + 1,
z → 0 ïðè x→ 1

]
=

= lim
z→0

(z + 1)2 − 3(z + 1)11 + 2

(z + 1)50 + 2(z + 1)30 − 3
=

=

 Èñïîëüçóåì ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà:

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ck
na

n−kbk, Ck
n = n!

k!(n−k)!

 =

= lim
z→0

z2 + 2z + 1− 3
11∑
k=0

Ck
11z

11−k + 2

50∑
k=0

Ck
50z

50−k + 2
30∑
k=0

Ck
30z

30−k − 3

=
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= lim
z→0

z2 + 2z + 3− 3

(
9∑

k=0

Ck
11z

11−k + C10
11z + C11

11

)
48∑
k=0

Ck
50z

50−k + C49
50z + C50

50 + 2

(
28∑
k=0

Ck
30z

30−k + C29
30z + C30

30

)
− 3

=

=
[
∀n ∈ N Cn

n = 1, Cn−1
n = n

]
=

= lim
z→0

z2 + 2z − 3
9∑

k=0

Ck
11z

11−k − 3 · 11z

48∑
k=0

Ck
50z

50−k + 50z + 2
28∑
k=0

Ck
30z

30−k + 2 · 30z

=

= lim
z→0

z

(
z + 2− 3

9∑
k=0

Ck
11z

10−k − 33

)
z

(
48∑
k=0

Ck
50z

49−k + 50 + 2
28∑
k=0

Ck
30z

29−k + 60

) =

= lim
z→0

z + 2− 3
9∑

k=0

Ck
11z

10−k − 33

48∑
k=0

Ck
50z

49−k + 50 + 2
28∑
k=0

Ck
30z

29−k + 60

=
2− 33

50 + 60
= − 31

110
. I
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Çàäàíèå 9. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→π

6

2 sin2 x+sinx−1
2 sin2 x−3 sinx+1

.

JÐàçëîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè:

lim
x→π

6

2 sin2 x+ sinx− 1

2 sin2 x− 3 sinx+ 1
=

(
0

0

)
= lim

x→π
6

2(sinx+ 1)
(
sinx− 1

2

)
2(sinx− 1)

(
sinx− 1

2

) =

= lim
x→π

6

sinx+ 1

sinx− 1
=

sin π
6 + 1

sin π
6 − 1

=
3
2

−1
2

= −3. I

Çàäàíèå 10. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→π

2

cosx−sinx+1
cosx+sinx−1 .

J lim
x→π

2

cosx− sinx+ 1

cosx+ sinx− 1
=

(
0

0

)
=

 cosx+ 1 = 2 cos2 x
2 ,

cosx− 1 = −2 sin2 x
2 ,

sinx = 2 sin x
2 cos x

2

 =

= lim
x→π

2

2 cos2 x
2 − 2 sin x

2 cos x
2

2 sin x
2 cos x

2 − 2 sin x
2

= lim
x→π

2

2 cos x
2

(
cos x

2 − sin x
2

)
2 sin x

2

(
cos x

2 − sin x
2

) =

= lim
x→π

2

ctg
x

2
= ctg

π

4
= 1. I

Çàäàíèå 11. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→+∞

(x−
√
x2−1)

20
−(x+

√
x2+1)

20

x20 .

J lim
x→+∞

(
x−
√
x2 − 1

)20 −
(
x+
√
x2 + 1

)20

x20
=
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= lim
x→+∞

x20

((
1−

√
1− 1

x2

)20

−
(

1 +
√

1 + 1
x2

)20
)

x20
=

= lim
x→+∞

(1−
√

1− 1

x2

)20

−

(
1 +

√
1 +

1

x2

)20
 =

= (1− 1)20 − (1 + 1)20 = −220. I

Çàäàíèå 12. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→+∞

2
√
x+3 3
√
x+5 5
√
x√

3x−2+ 3
√

2x−1
.

JÐàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà
√
x. Ïîëó÷èì:

lim
x→+∞

2
√
x+ 3 3

√
x+ 5 5

√
x√

3x− 2 + 3
√

2x− 1
= lim

x→+∞

2 + 3
6
√
x

+ 5
10
√
x3√

3− 2
x + 6

√
4
x −

12
x2 + 9

x3

=
2√
3
. I

Çàäàíèå 13. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→∞

(
x3

2x2−1 −
x2

2x+1

)
.

JÏðèâîäèì äðîáü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è èñïîëüçóåì ñëåäñòâèå 9.6:

lim
x→∞

(
x3

2x2 − 1
− x2

2x+ 1

)
= lim

x→∞

x3 + x2

4x3 + 2x2 − 2x− 1
=

1

4
. I

Çàäàíèå 14. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→+∞

(√
x2 + 1− x

)
.

J lim
x→+∞

(√
x2 + 1− x

)
= lim

x→+∞

(√
x2 + 1− x

) (√
x2 + 1 + x

)
√
x2 + 1 + x

=
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= lim
x→+∞

1√
x2 + 1 + x

= 0. I

Çàäàíèå 15. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→+∞

ln(x2+x+1)
ln(x5+x3+1) .

J lim
x→+∞

ln(x2 + x+ 1)

ln(x5 + x3 + 1)
=

(
+∞
+∞

)
= lim

x→+∞

ln
(
x2
(
1 + 1

x + 1
x2

))
ln
(
x5
(
1 + 1

x2 + 1
x5

)) =

= lim
x→+∞

2 lnx+ ln
(
1 + 1

x + 1
x2

)
5 lnx+ ln

(
1 + 1

x2 + 1
x5

) = lim
x→+∞

lnx

(
2 +

ln(1+ 1
x+ 1

x2 )
lnx

)
lnx

(
5 +

ln(1+ 1
x2 + 1

x5 )
lnx

) =

=

2 + lim
x→+∞

(
ln(1+ 1

x+ 1
x2 )

lnx

)
5 + lim

x→+∞

(
ln(1+ 1

x2 + 1
x5 )

lnx

) =
2

5
. I

Çàäàíèå 16. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn+1 = 4
3xn − x2

n,
x1 = 7

6 , èìååò ïðåäåë è íàéäèòå åãî.

JÄîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîçðàñòàåò, íà÷èíàÿ ñ n = 2.

xn+1 − xn =
4

3
xn − x2

n − xn = xn

(
1

3
− xn

)
. (9.1)
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Ïîêàæåì, ÷òî 0 < xn <
1
3 äëÿ n ≥ 2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè. Ïðè n = 2 x2 = 7

36 < 1
3 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xn <

1
3 äëÿ ëþ-

áîãî n ≥ 2. Äîêàæåì, ÷òî è xn+1 <
1
3 . Äëÿ ýòîãî ðåøàåì íåðàâåíñòâî

xn+1 <
1
3 ⇔

4
3xn − x

2
n <

1
3 ⇔ xn ∈

(
−∞; 1

3

)
∪ (1; +∞). Òàêèì îáðàçîì,

åñëè xn <
1
3 òî è xn+1 < 1/3. Çíà÷èò, xn < 1/3 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

n ≥ 2.

Ïîêàæåì, ÷òî xn > 0 ∀n ∈ N . Âèäíî, ÷òî x1 è x2 � ÷èñëà ïîëîæè-
òåëüíûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xn > 0, n ≥ 2. Äîêàæåì, ÷òî è xn+1 > 0.
Äëÿ ýòîãî ðåøàåì íåðàâåíñòâî xn+1 > 0 ⇔ 4

3xn − x
2
n > 0 ⇔ xn ∈

(
0; 4

3

)
.

Íî xn ∈
(
0, 1

3

)
⊂
(
0, 4

3

)
. Çíà÷èò, xn > 0 ∀n ∈ N .

Ñ ó÷¼òîì äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà 0 < xn < 1
3 ∀n ∈ N , n ≥ 2 è

ðàâåíñòâà (9.1) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) âîçðàñòàåò ïðè
n ≥ 2. Òàêæå âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïðè
n ≥ 2. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ è åå ïðåäåë ðàâåí òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíè.

Ïóñòü lim
n→∞

xn = a. Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè

xn+1 = 4
3xn − x

2
n, ïîëó÷èì: a = 4

3a− a
2 ⇔ a = 0 èëè a = 1

3 . Ò.ê. ÷èñëî 0
î÷åâèäíî íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn),
òî lim

n→∞
xn = 1

3 . I
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû ôóíêöèé:

1.1 lim
x→1

x3−1
x4+3x2−1 ;

1.2 lim
x→−1

x2+3x−1
x3+1 ;

1.3 lim
x→0

x2−5x

e
1
x2

;

1.4 lim
x→0

4x2−3x
2x2−9x ;

1.5 lim
x→∞

x5−3x4+7x−1
3x5+2x3−3 ;

1.6 lim
x→∞

3x3−2x+10
5x2+3x−1 ;

1.7 lim
x→∞

2x3−3x2+5
3x4−7x+1 ;

1.8 lim
x→+∞

2
√
x+x 3

√
x+5 5
√
x√

3x−2+ 3
√

2x−3
;

1.9 lim
x→∞

√
4x2+3x−2√
9x2−x+3

;

1.10 lim
x→+∞

(√
x2 + x−

√
x2 − x

)
;

1.11 lim
x→+∞

(√
x
√
x+
√
x−
√
x

)
;

1.12 lim
x→+∞

(
3
√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x

)
;

1.13 lim
x→2

x2−5x+6
x3−2x2−x+2 ;

1.14 lim
x→π

2

sinx+2 ctg x
(π−x) sin x

2
;

1.15 lim
x→1

x2−
√
x

1−
√
x
;

1.16 lim
x→0

√
x2+1−1√
x2+16−4

;

1.17 lim
x→π

√
1−tg x−

√
1+tg x

sin 2x ;

1.18 lim
x→7

2−
√
x−3

x2−49 ;

1.19 lim
x→0

(x2+1)5−(1−3x2)6

3x2−x3 ;

1.20 lim
x→a

(xn−an)−nan−1(x−a)
(x−a)2 , n∈N ;

1.21 lim
x→1

(
m

1−xm −
n

1−xn
)
, m, n∈N ;

1.22 lim
x→∞

(
3

2x + 7
3− 3
√
x

+ 1
)
;

1.23 lim
x→+∞

(
3√
x−3

+ 2x−1
4x2−1

)
;

1.24 lim
x→+∞

ln(2+e3x)
ln(3+e2x) .
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2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

xn =
5 + x2

n−1

2xn−1
,

ïðè÷åì x1 > 5. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
âû÷èñëèòå åãî.

ËÅÊÖÈß 10

Íåîïðåäåë¼ííîñòè

Ðàñêðûòèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé � ýòî ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ôóíê-
öèé, çàäàííûõ ôîðìóëàìè, êîòîðûå âñëåäñòâèå ôîðìàëüíîé ïîäñòàíîâ-
êè â íèõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ òåðÿþò ñìûñë, ò.å., ïåðåõîäÿò
â âûðàæåíèÿ òèïà

(
0
0

)
,
(∞
∞
)
, (0·∞), (∞−∞),

(
00
)
,
(
∞0
)
, (1∞), è äðóãèå.

10.1. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

Òåîðåìà 10.1. lim
x→0

sinx
x = 1.

JÈìååì äåëî ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ âèäà
(

0
0

)
.
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x

y

O K

B

D

P0

x

m

Ðèñóíîê 10.1

Äîêàæåì, ÷òî ∀x ∈ Ů
(
0; π2
)

cosx < sinx
x < 1

Èñïîëüçóåì ðèñóíîê 10.1. Äëÿ x ∈
(
0; π2
)
:

S∆OBP0
< Sñåêò.OBmP0

< S∆ODP0
⇔

⇔ 1

2
sinx <

1

2
· x < 1

2
tg x,

1 <
x

sinx
<

1

cosx
⇔ cosx <

sinx

x
< 1.

Åñëè æå x ∈
(
−π

2 ; 0
)
, òî (−x) ∈

(
0; π2
)
è

cos(−x) <
sin(−x)

−x
< 1⇔ cosx <

sinx

x
< 1.

Çíà÷èò, ∀x ∈ Ů
(
0; π2
)

cosx < sinx
x < 1.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, ïîêàæåì, ÷òî lim
x→0

cosx = 1.

Âîçüìåì ëþáîå ε > 0 è äëÿ x ∈ Ů
(
0; π2
)
îöåíèì ñâåðõó | cosx− cos 0| =

=
∣∣−2 sin x−0

2 sin x+0
2

∣∣ < 2 |x|2 = |x| < ε � ïîòðåáóåì. Âçÿâ δ = min
{
π
2 ; ε
}
,

ïîëó÷èì: ∀ε > 0 ∃δ = min
{
π
2 ; ε
}
∀x ∈ Ů(a, δ)⇒ | cosx− 1| < ε.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 8.4, ïîëó÷àåì, ÷òî lim
x→0

sinx
x = 1. I

Ïðèìåð 10.1. Íàéäèòå lim
x→0

tg 3x
2x .

J lim
x→0

tg 3x
2x = lim

x→0

sin 3x
3x

3x
2x·cos 3x = lim

x→0

sin 3x
3x ·

3
2 cos 3x = 3

2 . I
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10.2. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî lim
n→+∞

(
1 + 1

n

)n
= e. Òåïåðü ïîêàæåì ñïðà-

âåäëèâîñòü ðàâåíñòâà lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x
= e, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ âòîðîé çà-

ìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x
= e. (10.1)

Ïóñòü x > 1, òîãäà äëÿ n = [x], n ≤ x < n+ 1 ïîëó÷èì:

1

n+ 1
<

1

x
≤ 1

n
⇒
(

1 +
1

n+ 1

)n
<

(
1 +

1

x

)x
<

(
1 +

1

n

)n+1

⇔

⇔
(
1 + 1

n+1

)n+1

1 + 1
n+1

<

(
1 +

1

x

)x
<

(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)
.

Ïóñòü x → +∞, òîãäà n = [x] → +∞. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 8.4, äîêà-
çûâàåì ñïðàâåäëèâîñòü (10.1).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
= e. (10.2)
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lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x
=

[
y = −x,
y → +∞ ïðè x→ +∞

]
= lim

x→−∞

1(
1− 1

−x
)−x =

= lim
y→+∞

(
1− 1

y + 1
y

)y
(

1− 1
y

)y = lim
y→+∞

(
1 +

1
y

1− 1
y

)y

=

= lim
y→+∞

(
1 +

1

y − 1

)y−1(
1 +

1

y − 1

)
= e.

Ðàâåíñòâî (10.2) äîêàçàíî. Èç (10.1) è (10.2) ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

10.3. Âàæíûå ïðåäåëû

Ïîçæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1; (10.3)

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a, 0 < a 6= 1; (10.4)

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α. (10.5)
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10.4. Ïðèíöèï çàìåíû áåñêîíå÷íî ìàëûõ

Òåîðåìà 10.2. Åñëè α(x), β(x), γ(x), δ(x) ∈ Oa (a ∈ R), ïðè÷¼ì

α(x)
x→a∼ γ(x), β(x)

x→a∼ δ(x), è ∃ lim
x→a

γ(x)
δ(x) = A ∈ R, òî

∃ lim
x→a

α(x)

β(x)
= lim

x→a

γ(x)

δ(x)
= A.

J lim
x→a

α(x)

β(x)
= lim

x→a

(
α(x)

β(x)

γ(x)

δ(x)
· δ(x)

γ(x)

)
=

= lim
x→a

α(x)

γ(x)
· lim
x→a

γ(x)

δ(x)
· lim
x→a

δ(x)

β(x)
= 1 · A · 1. I

10.5. Ïðèíöèï îòáðàñûâàíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ

Òåîðåìà 10.3. Åñëè αi(x) ∈ Oa (i = 0, n, n ∈ N), α(x) =
n∑
i=0

αi(x),

αi(x) = o(α0(x)) (i = 1, n), òî α(x) ∈ Oa è α(x)
x→a∼ α0(x).

J α(x) � á/ì â òî÷êå x = a, êàê ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà á/ì â òî÷êå
x = a.
αi(x) ∈ Oa ⇒ ∃Ů(a, δ), ãäå âñå αi(x) (i = 0, n) îïðåäåëåíû è αi(x) 6= 0.

Êðîìå òîãî, αi(x) = o(α0(x)) (i = 1, n), à çíà÷èò, ∀ε > 0 (íàïðèìåð,

ε = 1
n) ∃δ > 0 ∀x ∈ Ů(a, δ)⇒

∣∣∣αi(x)
α0(x)

∣∣∣ < 1
n ⇔ |αi(x)| < 1

n |α0(x)| (i = 1, n).
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Òàêèì îáðàçîì, ∀x ∈ Ů(a, δ)

|α(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

αi(x)

∣∣∣∣∣ ≥ |α0(x)| −

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

αi(x)

∣∣∣∣∣ ≥
≥ |α0(x)| −

n∑
i=1

|αi(x)| > |α0(x)| − n · 1

n
|α0(x)| = 0.

Òàêèì îáðàçîì, α(x) 6= 0 â Ů(a, δ). Çíà÷èò, α(x) ∈ Oa.
Äàëåå:

lim
x→a

α(x)

α0(x)
= lim

x→a

(
1 +

α1(x)

α0(x)
+ . . .+

αn(x)

α0(x)

)
= 1⇒ α(x)

x→a∼ α0(x). I

Çàìå÷àíèå 10.1. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ïîëåçíûìè áóäóò ñëå-
äóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè (ñëåäóþò èç ðàññìîòðåííûõ âûøå çàìå÷àòåëü-
íîãî è âàæíûõ ïðåäåëîâ):

1) sin(α(x))
x→a∼ α(x), ãäå α(x) � á/ì ïðè x→ a;

2) arcsin(α(x))
x→a∼ α(x), ãäå α(x) � á/ì ïðè x→ a;

3) tg(α(x))
x→a∼ α(x), ãäå α(x) � á/ì ïðè x→ a;

4) arctg(α(x))
x→a∼ α(x), ãäå α(x) � á/ì ïðè x→ a;

5) 1− cos(α(x))
x→a∼ α2(x)

2 , ãäå α(x) � á/ì ïðè x→ a;

6) ln(1 + α(x))
x→a∼ α(x), ãäå α(x) � á/ì ïðè x→ a;
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7) ln(u(x))
x→a∼ u(x)− 1, ãäå u(x)→ 1 ïðè x→ a;

8) aα(x) − 1
x→a∼ α(x) ln a, ãäå 0 < a 6= 1, α(x) � á/ì ïðè x→ a;

9) (1 + α(x))β − 1
x→a∼ βα(x), ãäå α(x) � á/ì ïðè x→ a;

10) eα(x) − 1
x→a∼ α(x), ãäå α(x) � á/ì ïðè x→ a.

Ïðèìåð 10.2. Íàéäèòå lim
x→∞

(
3

1
x − 1

)
x.

J lim
x→∞

(
3

1
x − 1

)
x = lim

x→∞

3
1
x − 1

1
x

=

[
3

1
x − 1

x→∞∼ 1
x ln 3

1
x

x→∞∼ 1
x

]
=

= lim
x→∞

1
x ln 3

1
x

= ln 3. I

Ïðèìåð 10.3. Íàéäèòå lim
x→0

1−cosx
√

cos 2x√
1+sinx2−1

.

J lim
x→0

1− cosx
√

cos 2x√
1 + sin x2 − 1

= lim
x→0

1− cosx+ cosx− cosx
√

cos 2x√
1 + sin x2 − 1

=

= lim
x→0

2 sin2 x
2√

1 + sin x2 − 1
+ lim

x→0
cosx · lim

x→0

1− cos 2x(√
1 + sin x2 − 1

) (
1 +
√

cos 2x
) =
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= lim
x→0

2x
2

4
1
2 sinx2

+ 1 · lim
x→0

2 sin2 x√
1 + sin x2 − 1

· lim
x→0

1

1 +
√

cos 2x
=

= 1 + lim
x→0

2 sin2 x
1
2 sinx2

· 1
2

= 3. I

10.6. Ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ è å¼ ïðåäåë

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ïóñòü ôóíêöèè u = u(x) è v = v(x) îïðåäåëå-
íû íà X, ïðè÷¼ì u(x) > 0 íà X. Òîãäà ôóíêöèÿ u(x)v(x) íàçûâàåòñÿ
ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà X.

Òåîðåìà 10.4. Åñëè äëÿ ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé ôóíêöèè u(x)v(x)

íà X ñóùåñòâóþò lim
x→a

u(x) = b > 0, lim
x→a

v(x) = c ∈ R (a ∈ R), òî

∃ lim
x→a

u(x)v(x) = bc.

Ïðèìåð 10.4. Íàéäèòå lim
x→0

(
3x+ 2

) tg 3x
ln(1+x) .

J lim
x→0

(3x+ 2) = 2; lim
x→0

tg 3x

ln(1 + x)
=

[
tg 3x

x→0∼ 3x

ln(1 + x)
x→0∼ x

]
= lim

x→0

3x

x
= 3.

Çíà÷èò, lim
x→0

(
3x+ 2

) tg 3x
ln(1+x) = 23 = 8. I
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Îñîáûå ñëó÷àè â ïðåäåëàõ ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé ôóíêöèè

1)
u→ +∞
v → +∞

}
⇒ uv → +∞;

2)
u→ +∞
v → −∞

}
⇒ uv → 0;

3)
u→ 0 + 0
v → +∞

}
⇒ uv → 0.

Çàìå÷àíèå 10.2. u → 0 + 0 � ýòî îäíîñòîðîííèé (ïðàâîñòîðîííèé)
ïðåäåë (ïîäðîáíî òàêèå ïðåäåëû áóäóò ðàññìîòðåíû ïîçæå): lim

x→a+0
f(x) =

= lim
x→a
x>a

f(x).

Íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé ôóíêöèè

1)
(
1∞
)

:
u→ 1
v → +∞

}
;

2)
(
∞0
)

:
u→ +∞
v → 0

}
;

3)
(
00
)

:
u→ +0
v → 0

}
.

Çàìå÷àíèå 10.3. Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè ïîëåçíî èñïîëü-
çîâàòü ðàâåíñòâî lim

x→a
uv = lim

x→a
elnuv = e

lim
x→a

v lnu
, êîòîðîå áóäåò îáîñíîâàíî

ïîçæå.
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Êðîìå ýòîãî äëÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè
(
1∞
)
äîïîëíèòåëüíî ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà:

lim
x→a

uv = lim
x→a

elnuv = e
lim
x→a

lnu
1
v = e

lim
x→a

u−1
1
v = e

lim
x→a

v(u−1)
. (10.6)

Ïðèìåð 10.5. Íàéäèòå lim
x→0

(ln(e+ x))ctg x.

J lim
x→0

(ln(e+ x))ctg x =
(
1∞
)

= e
lim
x→0

ln(ln(e+x))
tg x = e

lim
x→0

ln(e+x)−1
tg x =

= e
lim
x→0

ln(e+x)−ln e
tgx = e

lim
x→0

ln(1+x
e )

tg x = e
lim
x→0

x
e
x = e

1
e . I

Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Çàïèøèòå äâà çàìå÷àòåëüíûõ è òðè âàæíûõ ïðåäåëà ôóíêöèè â
òî÷êå.

2. Óêàæèòå îñíîâíûå íåîïðåäåëåííîñòè, âñòðå÷àþùèåñÿ ïðè íàõîæ-
äåíèè ïðåäåëîâ ôóíêöèè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ê êàæäîìó ñëó÷àþ.

3. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó � ïðèíöèï çàìåíû á/ì. Ïðîìîäåëèðóéòå
åå íà ïðèìåðàõ.

4. Óêàæèòå îñíîâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, èñïîëüçóåìûå ïðè íàõîæäå-
íèè ïðåäåëîâ ôóíêöèé.

5. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó � ïðèíöèï îòáðàñûâàíèÿ á/ì. Ïðîìîäå-
ëèðóéòå åå íà ïðèìåðàõ.
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6. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïðåäåëå ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé ôóíê-
öèè. Ïðîìîäåëèðóéòå ýòó òåîðåìó íà ïðèìåðå.

7. Îòâåòüòå íà âîïðîñû òåñòà.

ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 9
Òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ

Çàäàíèå 1. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

sin 3x
tg 2x .

J lim
x→0

sin 3x

tg 2x
=

(
0

0

)
=

[
sin 3x

x→0∼ 3x,

tg 2x
x→0∼ 2x

]
= lim

x→0

3x

2x
=

3

2
. I

Çàäàíèå 2. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

tg x−sinx
sin3 x

.

J lim
x→0

tg x− sinx

sin3 x
=

(
0

0

)
= lim

x→0

sinx
(

1
cosx − 1

)
sin3 x

= lim
x→0

1− cosx

cosx sin2 x
=

= lim
x→0

1

cosx
· lim
x→0

1− cosx

sin2 x
= 1 · lim

x→0

1− cosx

sin2 x
=

[
1− cosx

x→0∼ x2

2 ,

sin2 x
x→0∼ x2

]
=

= lim
x→0

x2

2

x2
=

1

2
. I
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Çàäàíèå 3. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→π

2

1−sinx

(π2−x)
2 .

J lim
x→π

2

1− sinx(
π
2 − x

)2 =

(
0

0

)
= lim

x→π
2

1− cos
(
π
2 − x

)(
π
2 − x

)2 =

=

[
1− cos

(π
2
− x
)
x→π

2∼
(
π
2 − x

)2

2

]
= lim

x→π
2

(
π
2 − x

)2

2
(
π
2 − x

)2 =
1

2
. I

Çàäàíèå 4. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

1−cos3 x
x−sin 2x .

J lim
x→0

1− cos3 x

x− sin 2x
=

(
0

0

)
= lim

x→0

(1− cosx)(1 + cos x+ cos2 x)

x− sin 2x
=

= lim
x→0

(1 + cos x+ cos2 x) · lim
x→0

1− cosx

x− sin 2x
= 3 · lim

x→0

1− cosx

x− sin 2x
=

=

[
1− cosx

x→0∼ x2

2

]
=

3

2
lim
x→0

x2

x− sin 2x
=

3

2
lim
x→0

x

1− sin 2x
x

=

=

[
lim
x→0

sin 2x

x
= 2 lim

x→0

sin 2x

2x
= 2

]
=

3

2
· 0

1− 2
= 0. I

Çàäàíèå 5. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→π

4

3
√

tg x−1

2 sin2 x−1
.

J lim
x→π

4

3
√

tg x− 1

2 sin2 x− 1
=

(
0

0

)
= lim

x→π
4

(tg x)
1
3 − 1

− cos 2x
= lim

x→π
4

(1 + (tg x− 1))
1
3 − 1

− cos 2x
=
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=

[
(1 + (tg x− 1))

1
3 − 1

x→π
4∼ 1

3(tg x− 1),

− cos 2x = tg2 x−1
tg2 x+1

]
= lim

x→π
4

1
3 (tg x− 1)

(tg x−1)(tg x+1)
1+tg2 x

=

1

3
lim
x→π

4

1 + tg2 x

1 + tg x
=

1

3
· 1 =

1

3
. I

Çàäàíèå 6. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

√
cosx− 3

√
cosx

sin2 x
.

J lim
x→+0

√
cosx− 3

√
cosx

sin2 x
=

(
0

0

)
= lim

x→+0

√
cosx− 1− ( 3

√
cosx− 1)

sin2 x
=

= lim
x→+0

√
cosx− 1

sin2 x
− lim

x→+0

3
√

cosx− 1

sin2 x
=

= lim
x→+0

((cosx− 1) + 1)
1
2 − 1

sin2 x
− lim

x→+0

((cosx− 1) + 1)
1
3 − 1

sin2 x
=

=

 ((cosx− 1) + 1)
1
2 − 1

x→+0∼ 1
2(cosx− 1),

((cosx− 1) + 1)
1
3 − 1

x→0∼ 1
3(cosx− 1),

sin2 x
x→0∼ x2

 =

=
1

2
lim
x→+0

cosx− 1

x2
− 1

3
lim
x→+0

cosx− 1

x2
= −1

6
lim
x→+0

1− cosx

x2
=

=

[
1− cosx

x→0∼ x2

2

]
= −1

6
lim
x→+0

x2

2

x2
= − 1

12
. I
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Çàäàíèå 7. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

3
√

1+x
3− 4
√

1+x
4

1−
√

1−x2
.

J lim
x→0

3
√

1 + x
3 − 4

√
1 + x

4

1−
√

1− x
2

=

(
0

0

)
=

= − lim
x→0

(
1 + x

3

) 1
3 − 1−

((
1 + x

4

) 1
4 − 1

)
(
1− x

2

) 1
2 − 1

=

= − lim
x→0

(
1 + x

3

) 1
3 − 1(

1− x
2

) 1
2 − 1

+lim
x→0

(
1 + x

4

) 1
4 − 1(

1− x
2

) 1
2 − 1

=


(
1 + x

3

) 1
3 − 1

x→0∼ 1
3 ·

x
3 ,(

1 + x
4

) 1
4 − 1

x→0∼ 1
4 ·

x
4 ,(

1− x
2

) 1
2 − 1

x→0∼ −1
2 ·

x
2

 =

= lim
x→0

x
9
x
4

− lim
x→0

x
16
x
4

=
4

9
− 1

4
=

7

36
. I

Çàäàíèå 8. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→+∞

(
3
√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x

)
.

J lim
x→+∞

(
3
√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x

)
=

= lim
x→+∞

(
x

(
1 +

3

x

) 1
3

− x
(

1− 2

x

) 1
2

)
=
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= lim
x→+∞

(
1 + 3

x

) 1
3 −

(
1− 2

x

) 1
2

1
x

= lim
x→+∞

(
1 + 3

x

) 1
3 − 1−

((
1− 2

x

) 1
2 − 1

)
1
x

=

= lim
x→+∞

(
1 + 3

x

) 1
3 − 1

1
x

− lim
x→+∞

(
1− 2

x

) 1
2 − 1

1
x

=

=

[ (
1 + 3

x

) 1
3 − 1

x→0∼ 1
3 ·

3
x ,(

1− 2
x

) 1
2 − 1

x→0∼ −1
2 ·

2
x

]
= 1 + 1 = 2. I

Çàäàíèå 9. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

ln(1−sinx)
3tg x−1 .

J lim
x→0

ln(1− sinx)

3tg x − 1
=

(
0

0

)
=

[
ln(1− sinx)

x→0∼ − sinx
x→0∼ −x,

3tg x − 1
x→0∼ tg x · ln 3

x→0∼ x ln 3

]
=

= lim
x→0

−x
x ln 3

= − 1

ln 3
. I

Çàäàíèå 10. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→e

lnx3−3
x−e .

J lim
x→e

lnx3 − 3

x− e
=

(
0

0

)
= 3 lim

x→e

lnx− ln e

x− e
= 3 lim

x→e

ln x
e

x− e
=

=

[
ln
x

e

x→0∼ x

e
− 1 =

x− e
e

]
= 3 lim

x→e

x− e
e(x− e)

=
3

e
. I
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Çàäàíèå 11. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→2

2x−x2

x−2 .

J lim
x→2

2x − x2

x− 2
=

(
0

0

)
=

[
Ââåäåì çàìåíó x = z + 2,
z → 0 ïðè x→ 2

]
=

= lim
z→0

2z+2 − (z + 2)2

z
= lim

z→0

4 · 2z − z2 − 4z − 4

z
=

= 4 lim
z→0

2z − 1

z
− lim

z→0

z2 + 4z

z
= 4 ln 2− lim

z→0
(z + 4) =

= 4 ln 2− 4 = 4(ln 2− 1). I

Çàäàíèå 12. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→−1+0

√
π−
√

arccosx√
x+1

.

J lim
x→−1+0

√
π −
√

arccosx√
x+ 1

=

(
0

0

)
= lim

x→−1+0

π − arccosx√
x+ 1 (

√
π +
√

arccosx)
=

= lim
x→−1+0

1√
π +
√

arccosx
· lim
x→−1+0

π − arccosx√
x+ 1

=

=
[
π − arccosx

x→−1+0∼ sin(π − arccosx) = sin(arccos x) =
√

1− x2
]

=

=
1

2
√
π
· lim
x→−1+0

√
1− x2

√
1 + x

=
1

2
√
π
· lim
x→−1+0

√
1− x =

√
2

2
√
π

=
1√
2π
. I
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Çàäàíèå 13. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

1−cosx cos 2x cos 3x√
1+sin2 x− 3

√
1− 1

3 tg2 x
.

J lim
x→0

1− cosx cos 2x cos 3x√
1 + sin2 x− 3

√
1− 1

3 tg2 x
=

(
0

0

)
=

= lim
x→0

1− cosx+ cosx(1− cos 2x cos 3x)√
1 + sin2 x− 3

√
1− 1

3 tg2 x
=

= lim
x→0

1− cosx√
1 + sin2 x− 3

√
1− 1

3 tg2 x
+ lim

x→0
cosx·

· lim
x→0

1− cos 2x+ cos 2x(1− cos 3x)√
1 + sin2 x− 3

√
1− 1

3 tg2 x
=

= lim
x→0

1− cosx√
1 + sin2 x− 3

√
1− 1

3 tg2 x
+ lim

x→0

1− cos 2x√
1 + sin2 x− 3

√
1− 1

3 tg2 x
+

+ lim
x→0

cos 2x · lim
x→0

1− cos 3x√
1 + sin2 x− 3

√
1− 1

3 tg2 x
=

=

 1− cosx
x→0∼ x2

2 ,

1− cos 2x
x→0∼ 2x2,

1− cos 3x
x→0∼ 9x2

2

 =
1

2
lim
x→0

x2√
1 + sin2 x− 3

√
1− 1

3 tg2 x
+
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+2 lim
x→0

x2√
1 + sin2 x− 3

√
1− 1

3 tg2 x
+

9

2
lim
x→0

x2√
1 + sin2 x− 3

√
1− 1

3 tg2 x
=

= 7 lim
x→0

x2√
1 + sin2 x− 1−

(
3

√
1− 1

3 tg2 x− 1
) =

= 7 lim
x→0

1√
1+sin2 x−1

x2 −
3
√

1− 1
3 tg2 x−1

x2

=
7

lim
x→0

√
1+sin2 x−1

x2 − lim
x→0

3
√

1− 1
3 tg2 x−1

x2

=

=

[ √
1 + sin2 x− 1

x→0∼ 1
2 sin2 x

x→0∼ 1
2x

2,
3

√
1− 1

3 tg2 x− 1
x→0∼ −1

9 tg2 x
x→0∼ −1

9x
2

]
=

7
1
2 + 1

9

=
126

11
. I

Çàäàíèå 14. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

x3+(2x
2−1)2+(cosx−1)2

3 arcsin3 x+x3 ln(1+x)
.

J (2x
2 − 1)2 x→0∼ x4 ln2 2, (cosx − 1)2 x→0∼ x4

4 ⇒ (2x
2 − 1)2 = o(x3) è

(cosx− 1)2 = o(x3).

3 arcsin3 x
x→0∼ 3x3, x3 ln(1 + x)

x→0∼ x4 ⇒ x3 ln(1 + x) = o
(
3 arcsin3 x

)
.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 10.3 (ïðèíöèï îòáðàñûâàíèÿ áåñêîíå÷íî ìà-
ëûõ), ïîëó÷èì:

lim
x→0

x3 + (2x
2 − 1)2 + (cosx− 1)2

3 arcsin3 x+ x3 ln(1 + x)
= lim

x→0

x3

3 arcsin3 x
= lim

x→0

x3

3x3
=

1

3
. I
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Çàäàíèå 15. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→1

x2−3x11+2
x50+2x30−3 .

JÄàííûé ïðåäåë óæå ðàññìàòðèâàëñÿ íà ïðàêòè÷åñêîì çàíÿòèè 8 (çà-
äàíèå 8). Òåïåðü âû÷èñëèì ïðåäåë ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà îòáðàñû-
âàíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ.

Ââîäÿ çàìåíó x = z + 1, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà è òåî-
ðåìó 10.3, ïîëó÷èì:

lim
x→1

x2 − 3x11 + 2

x50 + 2x30 − 3
= lim

z→0

2z + 1− 3(11z + 1) + 2

(50z + 1) + 2(30z + 1)− 3
=

= lim
z→0

−31z

110z
= − 31

110
. I

Çàäàíèå 16. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→∞

(
2x+3
2x+1

)x
.

J Èìååì äåëî ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ (1∞), à ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ôîðìóëîé (10.6):

lim
x→∞

(
2x+ 3

2x+ 1

)x
= e

lim
x→∞

x( 2x+3
2x+1−1)

= e
lim
x→∞

2x
2x+1 = e1 = e. I

Çàäàíèå 17. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

(
tg
(
π
4 + x

))ctg 2x
.

J lim
x→0

(
tg
(π

4
+ x
))ctg 2x

= (1∞) = e
lim
x→0

ctg 2x(tg(π4 +x)−1)
=
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=

[
tg
(π

4
+ x
)
− 1 = tg

(π
4

+ x
)
− tg

π

4
=

sinx

cos
(
π
4 + x

)
cos π

4

]
=

= e
lim
x→0

sin x√
2

2 cos(π4 +x) tg 2x = e

√
2

2 lim
x→0

1

cos(π4 +x)
lim
x→0

sin x
tg 2x = e

√
2·
√

2· lim
x→0

sin x
tg 2x =

=

[
sinx

x→0∼ x,

tg 2x
x→0∼ 2x

]
= e2· 12 = e. I

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Âû÷èñëèòå ïðåäåëû ôóíêöèé:

1) lim
x→0

sin 2x
x ;

2) lim
x→0

sin 3x
sin 2x ;

3) lim
x→0

sin 7x−sin 2x
sinx ;

4) lim
x→0

arcsin 2x
sinx ;

5) lim
x→1

tg(x−1)
x2−1 ;

6) lim
x→0

1−cos 3x
x tg 2x ;

7) lim
x→0

1−
√

cosx
1−cos

√
x
;

8) lim
x→0

sin2 x
2

2x2 ;

9) lim
x→0

cos 2x−1
x sinx ;

10) lim
x→0

sin 4x√
x+1−1

;

11) lim
x→0

x sinx
tg2 x+1−cos 2x

;

12) lim
x→π

4

√
2 cosx−1
1−tg2 x

;

13) lim
x→0

tg x
arcsin 3x ;

14) lim
x→2

[
sin(x−2)
x2−4 + 2

− 1
(x−2)2

]
;

15) lim
x→0

arctg(x2+3x)
arcsin 2x ;

16) lim
x→π

4

sinx−cosx
1−tg3 x

;
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17) lim
x→0

1−cosx
√

cos 2x 3
√

cos 3x
x2 ;

18) lim
x→∞

(x(ln(x+ a)− lnx));

19) lim
x→0

e3x−1
tg x

2
;

20) lim
x→∞

x
(
e

1
x − 1

)
;

21) lim
x→π

2

4
√

sinx− 3
√

sinx
cos2 x ;

22) lim
x→0

(1 + tg x)ctg x;

23) lim
x→∞

(
x2−1
x2

)x
;

24) lim
x→π

2

(sinx)
1

ctg x ;

25) lim
x→∞

(
sin 1

x + cos 1
x

)x
;

26) lim
x→∞

(
x
x+1

)x
;

27) lim
x→0

(
1+tg x
1+sinx

) 1
x2 .
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ËÅÊÖÈß 11

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

11.1. Ïîíÿòèå î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ôóíêöèÿ f ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(f) íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ∈ D(f), åñëè lim

x→a
f(x) = f(a).

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ôóíêöèÿ f ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(f) íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ∈ D(f), åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(f)
è |x − a| < δ ⇒ |f(x) − f(a)| < ε (îïðåäåëåíèå ïî Êîøè � íà ÿçûêå
¾ε− δ¿).
Îïðåäåëåíèå 11.3. Ôóíêöèÿ f ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(f) íà-

çûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ∈ D(f), åñëè ∀(xn) ∈ D(f) èìåþ-
ùåé òî÷êó a ñâîèì ïðåäåëîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çíà÷åíèé ôóíêöèè (f(xn)) ñõîäèòñÿ ê f(a) (îïðåäåëåíèå ïî Ãåéíå � íà
ÿçûêå ¾ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé¿).

Îïðåäåëåíèå 11.4. Ôóíêöèÿ f ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(f) íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ∈ D(f), åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(f)∩
∩U(a, δ)⇒ f(x) ∈ U(f(a), ε) (îïðåäåëåíèå íà ÿçûêå ¾îêðåñòíîñòåé¿).

Îïðåäåëåíèå 11.5. Ôóíêöèÿ f ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(f) íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ∈ D(f), åñëè lim

∆x→0
∆f(a) = 0, ãäå ∆x 6= 0
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� ïðîèçâîëüíîå ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà, íî òàêîå, ÷òîáû a+∆x ∈ D(f);
∆f(a) = f(a + ∆x) − f(a) � ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè
(áåñêîíå÷íî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x ñîîòâåòñòâóåò áåñ-
êîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â òî÷êå a) (îïðåäåëåíèå íà ÿçûêå
¾ïðèðàùåíèé¿).

Çàìå÷àíèå 11.1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ 11.1�11.5 ðàâ-
íîñèëüíû.

Îïðåäåëåíèå 11.6. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå ìíî-
æåñòâà E ⊂ D(f), òî îíà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå E.

Çàìå÷àíèå 11.2. Èç óòâåðæäåíèé, äîêàçàííûõ âûøå (ñëåäñòâèÿ 9.2,
9.3), ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà R, à
äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 11.1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
√
x íåïðåðûâíà íà

R+ = (0; +∞).

JÏóñòü x0 � ëþáàÿ òî÷êà R+. Âîçüì¼ì ∀ε > 0. Îöåíèì ñâåðõó ìîäóëü
ðàçíîñòè |f(x)− f(x0)|.

|f(x)− f(x0)| = |
√
x−
√
x0| =

|x− x0|√
x+
√
x0

<
|x− x0|√

x0
.
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Òåïåðü ïîòðåáóåì, ÷òîáû |x−x0|√
x0

< ε ⇔ |x − x0| < ε
√
x0. Â êà÷åñòâå

δ âîçüì¼ì ëþáîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà (0; ε
√
x0). Ïðè òàêîì âûáîðå δ

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îïðåäåëåíèå 11.2 íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå.
À òàê êàê x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà R+, òî ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíîé
íà R+. I

Çàìå÷àíèå 11.3. Åñëè a � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà D(f), òî íàéä¼òñÿ
òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(a, δ), â êîòîðîé íåò äðóãèõ òî÷åê îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè f , êðîìå a, ïîýòîìó f(U(a, δ)) = f(a) ∈ U(a, δ), äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè U(a, δ). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå a. Ýòî
âûðîæäåííûé ñëó÷àé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå a.

11.2. Òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è
÷àñòíîãî ôóíêöèé

Òåîðåìà 11.1. Åñëè ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû â òî÷êå a, òî ôóíê-
öèè f ± g, f · g è f

g (ïðè g(a) 6= 0) òàêæå íåïðåðûâíû â òî÷êå a.

JÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåìàì î
ïðåäåëàõ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî.I
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11.3. Êîìïîçèöèÿ ôóíêöèè. Ïðåäåë êîìïîçèöèè ôóíêöèè.
Î íåïðåðûâíîñòè êîìïîçèöèè ôóíêöèè. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

ïîä çíàêîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f(ϕ(x)),
ãäå ôóíêöèÿ y = f(u) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå U , à ôóíêöèÿ u = ϕ(x)
îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X è E(ϕ) ⊂ U .

Òåîðåìà 11.2. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíà ñëîæíàÿ ôóíê-
öèÿ y = f(ϕ(x)), äëÿ êîòîðîé ∃ lim

u→b
f(u) = B ∈ R è ∃ lim

x→a
ϕ(x) = b ∈

∈ R (a ∈ R), ïðè÷¼ì ñóùåñòâóåò òàêàÿ Ů(a, δ1), ãäå ϕ(x) 6= b, òîãäà
∃ lim
x→a

f(ϕ(x)) = B.

J Ïî óñëîâèþ lim
u→b

f(u) =B: ∀ε > 0 ∃σ > 0 ∀u∈U 0< |u− b|<σ ⇒
⇒ |f(u)−B| < ε.

lim
x→a

ϕ(x) = b : ∀σ > 0 (íàïðèìåð, äëÿ σ > 0 óêàçàííîãî âûøå) ∃δ2 > 0

∀x ∈ X 0 < |x− a| < δ2 ⇒ |ϕ(x)− b| < σ. Íî åñëè âçÿòü δ = min{δ1; δ2},
òî ∀x ∈ X 0 < |x− a| < δ ⇒ 0 < |ϕ(x)− b| < σ.

Ïîä÷åðêíóòûå âûðàæåíèÿ ãîâîðÿò î ñïðàâåäëèâîñòè çàêëþ÷åíèÿ òåî-
ðåìû. I

Çàìå÷àíèå 11.4. Òåîðåìà áóäåò ñïðàâåäëèâà è ïðè B =∞, à òàêæå
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ïðè x→∞ è b =∞, ïðè÷¼ì (â äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ) áåç òðåáîâàíèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ Ů(a, δ1), ãäå ϕ(x) 6= b.

Òåîðåìà 11.3. Åñëè ôóíêöèÿ u = ϕ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x =
= a ∈ X, à ôóíêöèÿ y = f(u) � â òî÷êå u = b ∈ U , ãäå b = ϕ(a), òî
ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f(ϕ(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x = a.

J Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 11.2.I

Òåîðåìà 11.4. (òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè) Åñëè ∃ lim

x→a
ϕ(x) = b ∈ R, à ôóíêöèÿ y = f(u) íåïðå-

ðûâíà â òî÷êå u = b ∈ U , òîãäà ∃ lim
x→a

f(ϕ(x)) = f
(

lim
x→a

ϕ(x)
)

(a ∈ R)

JÑïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 11.2.I

Ïðèìåð 11.2. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 1√
x−2

íåïðåðûâíà â
ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

J D(f) = (2; +∞). Íà D(f) ôóíêöèÿ ϕ(x) = x − 2 íåïðåðûâíà êàê
ìíîãî÷ëåí u = x − 2, à ôóíêöèÿ t =

√
u íåïðåðûâíà íà E = (0; +∞)

(ñìîòðè ïðèìåð 11.1), çíà÷èò ôóíêöèÿ g(x) =
√
x− 2 íåïðåðûâíà íà

D(f) (òåîðåìà 11.3), ïðè÷¼ì ∀x ∈ D(f) g(x) 6= 0. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x)
áóäåò íåïðåðûâíà íà D(f) (ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîãî).I



238

11.4. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû. Îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü

Îïðåäåëåíèå 11.7. Ñóæåíèåì ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî E ∈ D(f)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ (îáîçíà÷àåòñÿ f |E), îïðåäåë¼ííàÿ ñëåäóþùèìè óñëî-
âèÿìè:

1) D(f |E) = E;
2) ∀x ∈ E f |E(x) = f(x).

Îïðåäåëåíèå 11.8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(x) ñòðåìèòñÿ ê b ∈ R
ïðè x → a (a ∈ R ïî ìíîæåñòâó E è ïèñàòü lim

x→a
x∈E

f(x), åñëè E ∈ D(f) è

ñóæåíèå F |E ñòðåìèòñÿ ê b ïðè x→ a.

Îïðåäåëåíèå 11.9. Ïðàâîñòîðîííèì ïðåäåëîì (ëåâîñòîðîííèì ïðå-
äåëîì) ôóíêöèè f â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ ïðåäåë b ∈ R ïî ìíîæåñòâó
E = D(f) ∩ {x ∈ R

∣∣ x > a} (E = D(f) ∩ {x ∈ R
∣∣ x < a}).

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ:
lim

x→a+0
f(x) = lim

x→a
x>a

f(x) = f(x+ a) � ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåë,

lim
x→a−0

f(x) = lim
x→a
x<a

f(x) = f(x− a) � ëåâîñòîðîííèé ïðåäåë.

Ïðèâåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ¾ε− δ¿ (ïî Êîøè):

lim
x→a+0

f(x) = b ∈ R : ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(f) è
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a < x < a+ δ ⇒ |f(x)− b| < ε;

lim
x→a−0

f(x) = b ∈ R : ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(f) è

a− δ < x < a⇒ |f(x)− b| < ε.

Ïðèìåðû: lim
x→5+0

2
1

x−5 = +∞; lim
x→5−0

2
1

x−5 = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè è ðàñ-
ñìîòðåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè ñëåäóåò ñïðàâåäëè-
âîñòü ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 11.5. Ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå a ∈ R ïðåäåë b ∈ R òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃f(b− 0) = f(b+ 0) = b.

Ñëåäñòâèå 11.1. Åñëè ∃f(b − 0) = f(b + 0) = f(a), òî f áóäåò
íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ∈ D(f).

Îïðåäåëåíèå 11.10. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñïðàâà
(ñëåâà) â òî÷êå a ∈ D(f), åñëè ∃f(a+ 0) = f(a) (∃f(a− 0) = f(a)).

Ñëåäñòâèå 11.2. Ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíîé â òî÷êå a ∈ D(f)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå êàê ñëåâà,
òàê è ñïðàâà.
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11.5. Òî÷êè ðàçðûâà è èõ êëàññèôèêàöèÿ

Îïðåäåëåíèå 11.11. Òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ
òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(f), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè, ëèáî òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà, íî â
ëþáîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé êàê ñ ïðàâîé, òàê è ñ ëåâîé ñòîðîíû, åñòü
áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 11.12. Òî÷êà x = a ∈ R ðàçðûâà ôóíêöèè f íàçû-
âàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, åñëè ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû îäíî-
ñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè (åñëè x = a ñàìàÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ (ëåâî-
ñòîðîííÿÿ) òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî
îäèí îäíîñòîðîííèé ïðåäåë), ïðè÷¼ì:
x = a � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, åñëè f(a− 0) = f(a+ 0) 6= f(a)

(èëè f â òî÷êå x = a íå îïðåäåëåíà);
x = a � òî÷êà ðàçðûâà ñî ñêà÷êîì, åñëè f(a − 0) 6= f(a + 0) (÷èñëî

ω = |f(x = a)− f(x− a)| íàçûâàåòñÿ ñêà÷êîì).

Îïðåäåëåíèå 11.13. Òî÷êà x = a ∈ R ðàçðûâà ôóíêöèè f íàçû-
âàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, åñëè â ýòîé òî÷êå õîòÿ áû îäèí
îäíîñòîðîííèé ïðåäåë ôóíêöèè èëè íå ñóùåñòâóåò, èëè ÿâëÿåòñÿ áåñêî-
íå÷íûì.

Ïðèìåð 11.3. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x)
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íåïðåðûâíà, íàéäèòå å¼ òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå
ãðàôèê ôóíêöèè.

f(x) =


x−2, x < 0,
{2x}, 0 ≤ x ≤ 1,
x2 − 2x+ 2, x > 1.

JÎ÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ y1 = 1
x2 íåïðåðûâíà íà A1 = (−∞; 0) êàê

äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ â èíòåðâàëå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Ôóíêöèÿ y2 = {2x} èìååò ðàçðûâû â òî÷êàõ x = k

2 , ãäå k ∈ Z (â
íàøåì ñëó÷àå ýòî x1 = 0, x2 = 0, 5, x3 = 1), ïîýòîìó îíà íåïðåðûâíà íà
ìíîæåñòâå A2 = (0; 0, 5) ∪ (0, 5; 1).

Ôóíêöèÿ y3 = x2−2x+2 íåïðåðûâíà íà A3 = (1; +∞) êàê ìíîãî÷ëåí.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) áóäåò íåïðåðûâíîé

íà ìíîæåñòâå A = (−∞; 0) ∪ (0; 0, 5) ∪ (0, 5; 1) ∪ (1; +∞).
Ïîäîçðèòåëüíûìè íà ðàçðûâ áóäóò òî÷êè x1 = 0, x2 = 0, 5, x3 = 1.

Èññëåäóåì èõ.
x1 = 0 :

f(−0) = lim
x→0
x<0

f(x) = lim
x→0
x<0

1

x2
= +∞

f(+0) = lim
x→0
x>0

f(x) = lim
x→0
x>0

{2x} = 0;

f(0) = {2 · 0} = {0} = 0.
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Çíà÷èò, x = 0 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà (f(−0) = +∞), íî â ýòîé
òî÷êå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà.

x2 = 0, 5 :

f(0, 5− 0) = lim
x→0,5
x<0,5

f(x) = lim
x→0,5
x<0,5

{2x} = 1;

f(0, 5 + 0) = lim
x→0,5
x>0,5

f(x) = lim
x→0,5
x>0,5

{2x} = 0;

f(0, 5) = {2 · 0, 5} = {0} = 0.

Çíà÷èò, x = 0, 5 òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ñî ñêà÷êîì (f(0, 5−0) 6=
6= f(0, 5 + 0), ñêà÷îê ω = |1− 0| = 1), íî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà â
òî÷êå x = 0, 5.

x3 = 1 :

f(1− 0) = lim
x→1
x<1

f(x) = lim
x→1
x<1

{2x} = 1;

f(1 + 0) = lim
x→1
x>1

f(x) = lim
x→1
x>1

(x2 − 2x+ 2) = 1;

f(1) = {2 · 1} = {2} = 0.

Çíà÷èò, x = 1 � òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà (óñòðàíèìûé ðàçðûâ),
òàê êàê f(1 − 0) = f(1 + 0) 6= f(1). Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) ïîêàçàí íà
ðèñóíêå 11.1.
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x

y

O 1-1

1

Ðèñóíîê 11.1

Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå (îïðå-
äåëåíèå íà ¾ÿçûêå ε − δ¿, íà ¾ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé¿, íà ¾ÿçûêå
ïðèðàùåíèé¿).

2. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ íåïðåðûâíûìè íà îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

3. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä íåïðå-
ðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Ïðîìîäåëèðóéòå óêàçàííûå òåîðåìû ïðèìåðàìè.

4. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè è ïðå-
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äåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ïðîìîäåëèðóéòå
óêàçàííûå òåîðåìû ïðèìåðàìè.

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè.

6. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà (òî÷êè óñòðàíè-
ìîãî ðàçðûâà, òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ñî ñêà÷êîì) è âòîðîãî ðîäà.
Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 10

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Çàäàíèå 1. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷-
êå íà ÿçûêå ¾ε − δ¿ (ïî Êîøè), äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = sinx
íåïðåðûâíà íà D(sinx) = R.

JÏóñòü x0 � ëþáàÿ òî÷êà èç R. Âîçüì¼ì ∀ε > 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè δ > 0 äëÿ x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
|x− x0| < δ îöåíèì ñâåðõó f(x)− f(x0).

|sinx− sinx0| =
∣∣∣∣2 sin

x− x0

2
cos

x− x0

2

∣∣∣∣ ≤ 2 · |x− x0|
2

· 1 = |x− x0| .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû |x − x0| < ε. Òîãäà â êà÷åñòâå δ ìîæíî âçÿòü
δ = min

{
π
2 ; δ
}
.

Ïðè òàêîì âûáîðå δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îïðåäåëåíèå (ïî Êîøè) íåïðå-
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ðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) = sinx â òî÷êå x0. Íî ðàç òî÷êà x0 ëþáàÿ èç R,
òî ôóíêöèÿ f(x) = sinx íåïðåðûâíà íà R. I

Çàäàíèå 2. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷-
êå íà ÿçûêå ¾ïðèðàùåíèé¿, äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x

1+x2 íåïðå-
ðûâíà íà D(f) = R.

JÂîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x ∈ R. Äàäèì åé ïðèðàùåíèå ∆x è ðàññìîò-
ðèì çíà÷åíèå àðãóìåíòà x + ∆x. Òîãäà ôóíêöèÿ ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå
∆y:

∆y = f(x+ ∆x)− f(x) =
x+ ∆x

1 + (x+ ∆x)2
− x

1 + x2
=

=
x+ x3 + ∆x+ x2∆x− x− x3 − 2x2∆x− x∆x2

(1 + (x+ ∆x)2)(1 + x2)
=

=
∆x− x2∆x− x∆x2

(1 + (x+ ∆x)2)(1 + x2)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x lim
∆x→0

∆y = 0. Çíà÷èò,

ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.I

Çàäàíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Äèðèõëå

D(x) =

{
0, åñëè x ∈ I,
1, åñëèx ∈ Q
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èìååò ðàçðûâ íà êàæäîé òî÷êå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
JÂîçüì¼ì ëþáóþ òî÷êó x0 ∈ R. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâó-

åò îêðåñòíîñòü U(f(x0), ε) (ε > 0) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè
U(x0, δ) (δ > 0) ∃ ∈ U(x0, δ), äëÿ êîòîðûõ f(x) /∈ U(f(x0), ε).

Âîçüì¼ì ëþáóþ îêðåñòíîñòü U(x0, δ), â êà÷åñòâå x ∈ U(x0, δ) âîçüì¼ì
ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó èç óêàçàííîé îêðåñòíîñòè, åñëè x0 èððàöèîíàëüíîå
÷èñëî, è � èððàöèîíàëüíóþ òî÷êó, åñëè x0 ∈ Q. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî
|f(x)− f(x0)| = 1. Çíà÷èò, â êà÷åñòâå ε > 0 ìîæíî âçÿòü ëþáîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà (0, 1]. Òîãäà |f(x) − f(x0)| ≥ ε, òî
åñòü, f(x) /∈ U(f(x0), ε). I

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé óñòàíàâëèâàåòñÿ íà
îñíîâàíèè òåîðåì î íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ (òåîðåì î ñóììå, ðàçíî-
ñòè, ïðîèçâåäåíèè è ÷àñòíîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, à òàêæå òåîðåìû
î íåïðåðûâíîñòè ñóïåðïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé).

Çàäàíèå 4. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ

f(x) =
(x2 − 3)2x + arctg x cosx

(x3 + 1) sin3 x
.

JÊàæäîå ñëàãàåìîå â ÷èñëèòåëå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x åñòü íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ êàê ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
Ñóììà äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé åñòü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ. Çíàìå-
íàòåëü òîæå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x êàê ïðîèçâå-
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äåíèå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè x = −1
è x = πn (n ∈ Z). Çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâ-
íîé ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x, êðîìå x = −1 è x = πn (n ∈ Z), ãäå îíà íå
îïðåäåëåíà.I

Çàäàíèå 5. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ

f(x) = cos loga x, 0 < a 6= 1, 0 < x < +∞.
JÈìååì äåëî ñ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé. Ïîëàãàÿ z = loga x, ïîëó÷èì

y = cos z. Òàê êàê ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ z = loga x íåïðåðûâíà íà
(0; +∞), à ôóíêöèÿ y = cos z íåïðåðûâíà íà R, òî íà îñíîâàíèè òåîðå-
ìû î íåïðåðûâíîñòè ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé äàííàÿ ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà íà (0; +∞). I

Çàäàíèå 6. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x)
íåïðåðûâíà, íàéäèòå å¼ òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå
ãðàôèê ôóíêöèè.

f(x) =


(x− 1)−2, åñëè x < 1,
x2 − 4x+ 4, åñëè 1 ≤ x < 3,
5− x, åñëè 3 ≤ x < 6,
−1, åñëè x ≥ 6.

JÎ÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ y1 = 1
(x−1)2 íåïðåðûâíà íà A1 = (−∞; 1)

êàê äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ â èíòåðâàëå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
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Ôóíêöèÿ y2 = x2 − 4x + 4 íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå A2 = (1; 3) êàê
ìíîãî÷ëåí.

Ôóíêöèÿ y3 = 5− x íåïðåðûâíà íà A3 = (3; 6) êàê ìíîãî÷ëåí.

Ôóíêöèÿ y4 = −1 íåïðåðûâíà íà A4 = (6; +∞) êàê ìíîãî÷ëåí.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) áóäåò íåïðåðûâíîé
íà ìíîæåñòâå A = (−∞; 1) ∪ (1; 3) ∪ (3; 6) ∪ (6; +∞).

Ïîäîçðèòåëüíûìè íà ðàçðûâ áóäóò òî÷êè x1 = 1, x2 = 3, x3 = 6.
Èññëåäóåì èõ.

x1 = 1 :

f(1− 0) = lim
x→1
x<1

f(x) = lim
x→1
x<1

1

(x− 1)2
= +∞;

f(1 + 0) = lim
x→1
x>1

f(x) = lim
x→1
x>1

x2 − 4x+ 4 = 1;

f(1) = 12 − 4 · 1 + 4 = 1.

Çíà÷èò, x = 1 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà (f(1 − 0) = +∞), íî â
ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà (f(1 + 0) = f(1)).

x2 = 3 :

f(3− 0) = lim
x→3
x<3

f(x) = lim
x→3
x<3

x2 − 4x+ 4 = 1;

f(3 + 0) = lim
x→3
x>3

f(x) = lim
x→3
x>3

(5− x) = 2;
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f(3) = 5− 3 = 2.

Çíà÷èò, x = 3 òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ñî ñêà÷êîì (f(3 − 0) 6=
6= f(3 + 0), ñêà÷îê ω = |2 − 1| = 1), íî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà â
òî÷êå x = 3 (f(3 + 0) = f(3)).

x3 = 6 :

f(6− 0) = lim
x→6
x<6

f(x) = lim
x→6
x<6

(5− x) = −1;

f(6 + 0) = lim
x→6
x>6

f(x) = lim
x→6
x>6

(−1) = −1;

f(6) = −1.

x

y

0

1-1

1

2

2 3 4 5 6 7 8

-1

Ðèñóíîê 11.2
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Òàê êàê f(6 − 0) = f(6 + 0) = f(6), òî â òî÷êå x = 6 ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà.

Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) ïîêàçàí íà ðèñóíêå 11.2.I

Çàäàíèå 7. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x)
íåïðåðûâíà, íàéäèòå å¼ òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå
ãðàôèê ôóíêöèè.

f(x) =


x, åñëè x < 0,
tg 2x, åñëè 0 ≤ x < π

2 ,
[x] , åñëè π

2 ≤ x < 3,
x− 3, åñëè x ≥ 3.

JÎ÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ y1 = x íåïðåðûâíà íà A1 = (−∞; 0) êàê
ìíîãî÷ëåí.

Ôóíêöèÿ y2 = tg 2x íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå A2 =
(
0; π4
)
∪
(
π
4 ; π2
)

(ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ôóíêöèè y2 = tg 2x).
Ôóíêöèÿ y3 = [x] íåïðåðûâíà íà A3 =

(
π
2 ; 2
)
∪ (2; 3) (ñëåäóåò èç

ñâîéñòâ ôóíêöèè y3 = [x]).
Ôóíêöèÿ y4 = x− 3 íåïðåðûâíà íà A4 = (3; +∞) êàê ìíîãî÷ëåí.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) áóäåò íåïðåðûâíîé

íà ìíîæåñòâå A = (−∞; 0) ∪
(
0; π4
)
∪
(
π
4 ; π2
)
∪
(
π
2 ; 2
)
∪ (2; 3) ∪ (3; +∞).

Ïîäîçðèòåëüíûìè íà ðàçðûâ áóäóò òî÷êè x1 = 0, x2 = π
4 , x3 = π

2 ,
x4 = 2, x5 = 3. Èññëåäóåì èõ.
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x1 = 1 :
f(−0) = lim

x→0
x<0

f(x) = lim
x→0
x<0

x = 0.

f(+0) = lim
x→0
x>0

f(x) = lim
x→0
x>0

tg 2x = 0;

f(0) = tg 0 = 0.

Òàê êàê f(−0) = f(+0) = f(0), òî â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ íåïðåðûâ-
íà.
x2 = π

4 :
Èç ñâîéñòâ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè y2 = tg 2x ñðàçó ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî x2 = π
4 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, ò.ê.

f
(π

4
− 0
)

= lim
x→π

4
x<π4

f(x) = lim
x→π

4
x<π4

tg 2x = +∞,

f
(π

4
+ 0
)

= lim
x→π

4
x>π4

f(x) = lim
x→π

4
x>π4

tg 2x = −∞.

x3 = π
2 :

f
(π

2
− 0
)

= lim
x→π

2
x<π2

f(x) = lim
x→π

2
x<π2

tg 2x = 0;

f
(π

2
+ 0
)

= lim
x→π

2
x>π2

f(x) = lim
x→π

2
x>π2

[π
2

]
= 1;
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f
(π

2

)
=
[π

2

]
= 1.

Çíà÷èò, x = π
2 òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ñî ñêà÷êîì (f

(
π
2 − 0

)
6=

6= f
(
π
2 + 0

)
, ñêà÷îê ω = |1 − 0| = 1), íî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà â

òî÷êå x = π
2 .

x4 = 2 :

f(2− 0) = lim
x→2
x<2

f(x) = lim
x→2
x<2

[x] = 1;

f(2 + 0) = lim
x→2
x>2

f(x) = lim
x→3
x>3

[x] = 2;

f(2) = [2] = 2.

Çíà÷èò, x = 2 òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ñî ñêà÷êîì (f(2 − 0) 6=
6= f(2 + 0), ñêà÷îê ω = |2 − 1| = 1), íî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà â
òî÷êå x = 2.

x5 = 3 :

f(3− 0) = lim
x→3
x<3

f(x) = lim
x→3
x<3

[x] = 2;

f(3 + 0) = lim
x→3
x>3

f(x) = lim
x→3
x>3

(x− 3) = 0;

f(3) = 3− 3 = 0.
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Çíà÷èò, x = 3 òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ñî ñêà÷êîì (f(3 − 0) 6=
6= f(3 + 0), ñêà÷îê ω = |0 − 2| = 2), íî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ñïðàâà â
òî÷êå x = 3.

Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) ïîêàçàí íà ðèñóíêå 11.3.I

x

y

0

1

1

2

2

-1

3
2

p

4

p

Ðèñóíîê 11.3

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå íà ÿçûêå
¾ε− δ¿ (ïî Êîøè), äîêàæèòå, íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé:
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1.1 f(x) = x+3
2−3x â òî÷êå x = 1

2 ;

1.2 f(x) = arctg x ∀x ∈ R;
1.3 f(x) = x3 ∀x ∈ R;
1.4 f(x) = 3

√
x ∀x ∈ R.

2. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå íà ÿçûêå
¾ïðèðàùåíèé¿, äîêàæèòå íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé:

2.1 f(x) = x2 − 3x+ 1 ∀x ∈ R;
2.2 f(x) = arcsin x ∀x∈(−1; 1);

2.3 f(x) = 2x ∀x ∈ R;
2.4 f(x) = 3

√
x ∀x ∈ R.

3. Ïîëüçóÿñü òåîðåìàìè î íåïðåðûâíîñòè ñóììû, ðàçíîñòè, ïðîèçâå-
äåíèÿ, ÷àñòíîãî è ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé, äîêàæèòå íåïðåðûâíîñòü
ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

3.1 f(x) = sin 3x ∀x ∈ R;

3.2 f(x) = 2
1

1+x2 ∀x ∈ R;
3.3 f(x) = arcctg

(
cos x

2

)
∀x∈R;

3.4 f(x) = sin3 2x+ e3x(x2 − x− 1) ∀x ∈ R;

3.5 f(x) = ln(4+x2)·3− cos2 x

arccos 2x
1+x2

∀x ∈ R\{1}.

4. Äëÿ ôóíêöèé, ïðèâåäåííûõ íèæå, óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êî-
òîðûõ îíè íåïðåðûâíû, íàéäèòå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä,
ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé:
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4.1. f(x) = x3−1
x−1 ;

4.2. f(x) =

{
x3−1
x−1 , ïðè x 6= 1,

4, ïðè x = 1;

4.3. f(x) =

{
x arctg 1

x , ïðè x 6= 0,
a, ïðè x = 0;

4.4. f(x) = |x−1|
x−1 ;

4.5. f(x) =


x, ïðè x ≤ 0,
1− x, ïðè 0 < x ≤ 1,

1
1−x , ïðè x > 1;

4.6. f(x) =


x2, ïðè x ≤ 0,
1, ïðè x = 0,
tg x+ 1, ïðè x > 0;

4.7. f(x) =


−3
√

1− 2x+ 2, åñëè |x+ 2| < 2,
−(x+ 2)2 − 3, åñëè x ≤ −4,
[1 + 2x] , åñëè 0 ≤ x ≤ 1

2 ,

log 1
2

(
x− 1

2

)
, åñëè x > 1

2 .

4.8. f(x) =


|x|, åñëè |x| > 2,
0, 5({−x}+ 4), åñëè 1 ≤ |x| ≤ 2,
(x+ 1)−2 + 2, åñëè − 1 < x < 1.
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5. Ôóíêöèÿ f(x) íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x = 0. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå
f(0) òàê, ÷òîáû f(x) ñòàëà íåïðåðûâíîé ïðè x = 0, åñëè:

5.1 f(x) =
√

1+x−1
3
√

1+x−1
;

5.2 f(x) = ln(1−3x)
x ;

5.3 f(x) = (1 + x)
1
x ;

5.4 f(x) =
5
√

1+2x−1
sinx ;

5.5 f(x) = 23x−1
3x ;

5.6 f(x) = arcsinx
2 tg x .

6. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ

f(x) =

{
x2, åñëè x ∈ Q,
−x2, åñëè x ∈ I.
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ËÅÊÖÈß 12

Íåïðåðûâíîñòü ìîíîòîííîé ôóíêöèè. Òåîðåìû
Áîëüöàíî-Êîøè

12.1. Ïðåäåë ìîíîòîííîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 12.1. Òî÷êà a (a ∈ R èëè a = +∞) íàçûâàåòñÿ ëå-
âîñòîðîííåé ïðåäåëüíîé òî÷êîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f , åñëè
∀δ > 0 íà ìíîæåñòâå U−(a, δ) = (a − δ; a) åñòü áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê
D(f).

Îïðåäåëåíèå 12.2. Òî÷êà a (a ∈ R èëè a = −∞) íàçûâàåòñÿ ïðà-
âîñòîðîííåé ïðåäåëüíîé òî÷êîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f , åñëè
∀δ > 0 íà ìíîæåñòâå U+(a, δ) = (a; a + δ) åñòü áåñêîíå÷íî ìíîãî òî-
÷åê D(f).

Çàìå÷àíèå 12.1. Ìíîæåñòâà U−(a, δ) è U+(a, δ) ñîîòâåòñòâåííî íà-
çûâàþòñÿ ëåâîñòîðîííèìè è ïðàâîñòîðîííèìè îêðåñòíîñòÿìè òî÷êè a
ðàäèóñà δ > 0.

Òåîðåìà 12.1. Åñëè a ëåâîñòîðîííÿÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f è f � íåóáûâàþùàÿ (íåâîçðàñòàþùàÿ) ôóíê-
öèÿ íà ìíîæåñòâå A = D(f) ∩ (−∞; a), òîãäà

∃ lim
x→a−0

f(x) = sup
A
{f(x)} (12.1)
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(
∃ lim
x→a−0

f(x) = inf
A
{f(x)}

)
. (12.2)

JÐàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ f � íåóáûâàþùàÿ è îãðàíè÷åíà
ñâåðõó íà ìíîæåñòâå A, a ∈ R. Èç ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ìíîæåñòâà
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî ∃ sup

A
{f(x)} = α ∈ R. À òîãäà (2-å

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè) ∀ε > 0 ∃x′ ∈ A,
÷òî f(x′) > α − ε. Â êà÷åñòâå δ âîçüì¼ì δ = a − x′. Ðàç ôóíêöèÿ
íåóáûâàþùàÿ íà A, òî îíà áóäåò íåóáûâàþùåé è íà D(f) ∩ [a− δ; a) =
= D(f)∩[x′; a) ⊂ A, çíà÷èò, ∀x ∈ (a−δ; a)∩D(f)⇒ f(x) ≥ f(x′) > α−ε.
Òîãäà ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D(f) ∩ U−(a, δ) ⇒ f(x) > α − ε ⇔
⇔ f(x) − α > −ε, à ñ ó÷åòîì ïåðâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà
òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, ∀x ∈ A f(x) ≤ α < α + ε ⇔ f(x) − α < ε, ò.å.,
|f(x)− α| < ε.

Ðàâåíñòâî (12.1) äîêàçàíî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ è (12.2).I

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, ðàâíîçíà÷íóþ òåî-
ðåìå 12.1.

Òåîðåìà 12.2. Åñëè a ïðàâîñòîðîííÿÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f è f � íåóáûâàþùàÿ (íåâîçðàñòàþùàÿ) ôóíêöèÿ
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íà ìíîæåñòâå B = D(f) ∩ (a; +∞), òîãäà

∃ lim
x→a+0

f(x) = inf
B
{f(x)}(

∃ lim
x→a+0

f(x) = sup
B
{f(x)}

)
.

12.2. Òî÷êè ðàçðûâà ìîíîòîííîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 12.3. Åñëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ D(f), òî îíà ìîæåò èìåòü òîëüêî òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.

JÏðåäïîëîæèì, ÷òî íà D(f) ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé. È
ïóñòü x = a � òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè f (îíà ìîæåò áûòü òîëüêî ïðå-
äåëüíîé òî÷êîé D(f), ïîòîìó ÷òî ëþáàÿ èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ åñòü òî÷êà íåïðåðûâíîñòè). Îáîçíà÷èì E = D(f).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà x = a ÿâëÿåòñÿ êàê ïðàâîñòîðîí-
íåé, òàê è ëåâîñòîðîííåé ïðåäåëüíîé òî÷êîé D(f). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:
E−a =

{
x ∈ E

∣∣ x < a
}
è E+

a =
{
x ∈ E

∣∣ x > a
}
. Î÷åâèäíî, ÷òî íà E− äëÿ

ôóíêöèè f âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 12.1, à íà E+ � òåîðåìû 12.2.
Çíà÷èò, ∃f(a−0) è ∃f(a+0), ïîòîìó ÷òî f(a−0) = sup

E+

{f(x)} ≤ ≤ f(x′),

ãäå x′ � ëþáàÿ òî÷êà èç E+ (òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà íå áîëüøå ëþáîé
âåðõíåé ãðàíèöû), àíàëîãè÷íî è äëÿ f(a + 0) = inf

E+
{f(x)} ≥ f(x′′), ãäå

x′′ � ëþáàÿ òî÷êà èç E−.
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Çíà÷èò, x = a � òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. Åñëè æå x = a � îä-
íîñòîðîííÿÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, òî îáÿçàòåëüíî a ∈ D(f), òàê êàê ïðè
a /∈ D(f) x = a � íå òî÷êà ðàçðûâà.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî x = a � ëåâîñòîðîííÿÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà,
òîãäà íà E− äëÿ ôóíêöèè f âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 12.1, çíà÷èò,
∃f(a − 0) ≤ f(a) (ãäå f(a − 0) � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé f íà E−, à f(a) � âåðõíÿÿ ãðàíèöà � ôóíêöèÿ íà E− ∪ {a}
ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé), òàêèì îáðàçîì f(a− 0) ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, x = a � òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà (òî÷êà óñòðàíè-
ìîãî ðàçðûâà).I

Ñëåäñòâèå 12.1. Åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé (íåâîçðàñ-
òàþùåé) íà D(f), òî äëÿ ëþáîé å¼ ïðåäåëüíîé ñ äâóõ ñòîðîí òî÷êè
a ∈ D(f) áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(a− 0) ≤ f(a) ≤ f(a+ 0).

12.3. Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 12.3. Òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà E íàçûâàþò
ïðåäåëüíóþ èëè èçîëèðîâàííóþ òî÷êó ìíîæåñòâà E.

Îïðåäåëåíèå 12.4. Äûðêîé â ÷èñëîâîì ìíîæåñòâå E íàçûâàåòñÿ
âñÿêèé èíòåðâàë (a; b), òî÷êè êîòîðîãî íå ïðèíàäëåæàò E, à êîíöû x = a
è x = b � òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ E.
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Òåîðåìà 12.4. Åñëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ D(f), à ìíîæåñòâî å¼ çíà÷åíèé E(f) åñòü ïðîìåæóòîê, òî f
� íåïðåðûâíà íà D(f).

JÏðåäïîëîæèì, ÷òî f � íåóáûâàåò íà D(f). Âîçüì¼ì ëþáóþ òî÷êó
x = a � òî÷êó ïðèêîñíîâåíèÿ D(f) è a ∈ D(f). Åñëè a � èçîëèðîâàííàÿ
òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî x = a � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x = a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà (ñ äâóõ ñòîðîí) D(f).
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 12.1, åñëè a ∈ D(f), òî f(a− 0) ≤ f(a) ≤ f(a+ 0).

Åñëè x = a � òî÷êà ðàçðûâà, òî îáÿçàòåëüíî áóäåò f(a − 0) < f(a)
èëè f(a) < f(a + 0). À òîãäà (f(x0 − 0); f(x0)) èëè (f(x0); f(x0 + 0))
áóäåò äûðêîé äëÿ E(f) � ïðîòèâîðå÷èå, ò.ê. E(f) � ïðîìåæóòîê.

Åñëè x = a � îäíîñòîðîííÿÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, íàïðèìåð ëåâîñòî-
ðîííÿÿ, òî x = a òîæå áóäåò òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f , òàê êàê
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áûëî áû f(a − 0) < f(a). Òîãäà ñíîâà èíòåðâàë
(f(a− 0); f(a)) áûë áû äûðêîé äëÿ E(f).

Àíàëîãè÷íî âûãëÿäèò äîêàçàòåëüñòâî è äëÿ ñëó÷àÿ ïðàâîñòîðîííåé
ïðåäåëüíîé òî÷êè.I

12.4. Íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 12.5. Åñëè ôóíêöèÿ f � îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà, âîçðàñòà-
åò (óáûâàåò) íà ïðîìåæóòêå I = D(f), òî:
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1. íà E(f) ∃f−1;
2. f−1 � âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà E(f);
3. f−1 � íåïðåðûâíà íà E(f).

JÏåðâûõ äâà óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â òåîðåìå 4.15. Äîêàæåì ïîñëåä-
íåå óòâåðæäåíèå. Ôóíêöèÿ f−1 ìîíîòîííà íà ïðîìåæóòêåE(f) = D(f−1);
E(f−1) = D(f) = I, òîãäà (òåîðåìà 12.4) ôóíêöèÿ f−1 � íåïðåðûâíà íà
E(f) = D(f−1). I

12.5. Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè îá îáðàùåíèè íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè â íîëü

Òåîðåìà 12.6. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è íà
êîíöàõ îòðåçêà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ (f(a)f(b) < 0), òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî f(c) = 0.

JÏóñòü f(a) < 0, òîãäà f(b) > 0. Ðàçäåëèì îòðåçîê [a; b] òî÷êîé a+b
2

ïîïîëàì. Åñëè f
(
a+b

2

)
= 0, òî c = a+b

2 . Åñëè æå f
(
a+b

2

)
6= 0, òî äëÿ

îäíîãî èç äâóõ ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ òåîðå-
ìû, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç [a1; b1]. Ðàçäåëèì [a1; b1] òàêæå ïîïîëàì òî÷êîé
a1+b1

2 . Åñëè f
(
a1+b1

2

)
= 0, òî c = a1+b1

2 , åñëè íåò, òî ñóùåñòâóåò òàêîé
÷àñòè÷íûé îòðåçîê (ïîëó÷åííûé ïîñëå ïîñëåäíåãî äåëåíèÿ), äëÿ êîòî-
ðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïðîäîëæèì óêàçàííîå äåëåíèå è
äàëüøå. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
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1) ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N , ÷òî f
(
an+bn

2

)
= 0, òîãäà c = an+bn

2 ;

2) ∀n ∈ N áóäåò f
(
an+bn

2

)
6= 0, òîãäà ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îò-

ðåçêîâ ([an; bn]), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âëîæåííîé è ñòÿãèâàþùåéñÿ, çíà÷èò
(ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c, êîòî-
ðàÿ ïðèíàäëåæèò âñåì îòðåçêàì óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàê êàê
lim

n→+∞
an = c = lim

n→+∞
bn è f íåïðåðûâíà â òî÷êå c, òî, ñäåëàâ ïðåäåëüíûé

ïåðåõîä â íåðàâåíñòâàõ f(an) < 0 è f(bn) > 0, ïîëó÷èì, ÷òî f(c) ≤ 0 è
f(c) ≥ 0. Ïîýòîìó f(c) = 0. I

12.6. Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ôóíêöèè

Òåîðåìà 12.7. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è (f(a) 6=
6= f(b)), òî ∀µ ∈ (f(a); f(b)) (èëè ∀µ ∈ (f(b); f(a)) åñëè f(b) < f(a)),
ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a; b), ÷òî f(c) = µ.

JÏóñòü f(a) < f(b), òîãäà f(a) < µ < f(b). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
ϕ(x) = f(x)−µ. Äëÿ ϕ(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 12.6 (ïîêàæèòå
ñàìîñòîÿòåëüíî). Çíà÷èò ∃c ∈ (a; b), ÷òî ϕ(c) = 0 èëè f(c) − µ = 0,
f(c) = µ. I

Òåîðåìà 12.8. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà R è îãðàíè÷åíà, òî
óðàâíåíèå x = f(x) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå íà R.
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JÈç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè íà R ñëåäóåò, ÷òî ∃A,B ∈ R, ÷òî
∀x ∈ R B ≤ f(x) ≤ A. Âîçüì¼ì òàêîé îòðåçîê [a; b], ÷òîáû a− B < 0 è
b− A > 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(x) = x− f(x).
Äëÿ ϕ : ϕ(x) = a−f(a) ≤ a−B < ϕ(b) = b−f(x) ≥ b−A > 0; ϕ(x) �

íåïðåðûâíà íà [a; b]. Òîãäà (ïî òåîðåìå 12.6) ñóùåñòâóåò c ∈ (a; b), ÷òî
ϕ(c) = 0, c− f(c) = 0, f(c) = c. I

ËÅÊÖÈß 13

Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

13.1. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà îá îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíîé
íà îòðåçêå ôóíêöèè

Òåîðåìà 13.1. Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a; b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå.

JÄîïóñòèì îáðàòíîå: ôóíêöèÿ f íå îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b], íà-
ïðèìåð, ñâåðõó, ò.å, ∀E > 0 ∃x′ ∈ [a; b], ÷òî f(x′) > E. Âûáèðàåì
E = k ∈ N :

1. Äëÿ k = 1 � ∃x1 ∈ [a; b], f(x1) > 1.
2. Äëÿ k = 2 � ∃x2 ∈ [a; b], f(x2) > 1.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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3. Äëÿ k = n � ∃xn ∈ [a; b], f(xn) > 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïîëó÷èì îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ∈ [a; b]. Èç íå¼ (Òåî-
ðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà) âûäåëÿåòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (xnk), ïðè÷¼ì f(xnk) > nk. Ïóñòü lim

k→+∞
nk→+∞

xnk = x0 ∈ [a; b] (îòðåç-

êó ïðèíàäëåæàò âñå åãî ïðåäåëüíûå òî÷êè). Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû
lim
k→+∞
nk→+∞

f(xnk) = f(x0) (ôóíêöèÿ f � íåïðåðûâíà â òî÷êå x0); ñ äðóãîé

ñòîðîíû lim
k→+∞
nk→+∞

f(xnk) ≥ lim
k→+∞

nk = +∞, çíà÷èò: lim
k→+∞
nk→+∞

f(xnk) = +∞. Ïî-

ëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñâåð-
õó. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f � îãðàíè÷åíà è ñíèçó, à çíà÷èò,
îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a; b]. I

13.2. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î äîñòèæåíèè íåïðåðûâíîé íà
îòðåçêå ôóíêöèåé ñâîèõ òî÷íûõ ãðàíèö

Òåîðåìà 13.2. Åñëè ôóíêöèÿ f � îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îò-
ðåçêå [a; b], òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì îòðåçêå ñâîèõ òî÷íûõ ãðà-
íèö (ñóùåñòâóþò òî÷êè x′, x′′ ∈ [a; b], ÷òî f(x′) = sup

x∈[a;b]

{f(x)} è

f(x′′) = inf
x∈[a;b]

{f(x)}).
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JÏî òåîðåìå 13.1 ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà íà [a; b], à òîãäà (ñâîéñòâî
íåïðåðûâíîñòè ìíîæåñòâà R) ∃m = inf

x∈[a;b]
{f(x)} è ∃M = sup

x∈[a;b]

{f(x)},

ïðè÷¼ì m ≤ f(x) ≤ M (ïåðâîå ñâîéñòâî òî÷íûõ ãðàíåé). Äîêàæåì, ÷òî
óêàçàííûå òî÷íûå ãðàíè äîñòèãàþòñÿ. Äîïóñòèì îáðàòíîå, íàïðèìåð,
÷òî ∀x ∈ [a; b] áóäåò f(x) > m ⇔ f(x) −m > 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
ϕ(x) = 1

f(x)−m � íåïðåðûâíà íà [a; b], çíà÷èò (òåîðåìà 13.1), îãðàíè÷åíà

íà [a, b]:

∃µ ∈ R+ ∀x ∈ [a; b]⇒ 0 < ϕ(x) ≤ µ⇒ 1

f(x)−m
⇔ f(x) ≥ m+

1

µ
> m.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî m íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé
íèæíåé ãðàíèöåé. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó ∃x′′ ∈ [a; b], ÷òî
f(x′′) = inf

x∈[a;b]
{f(x)}. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû

äëÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè.I

13.3. Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 13.1. Ôóíêöèÿ f : E → R íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå E ⊂ R, åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x1, x2 ∈ E
|x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε.

Òåîðåìà 13.3. Åñëè ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæå-
ñòâå E, òî îíà íåïðåðûâíà íà E.
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JÁåð¼ì ëþáóþ òî÷êó a ∈ E. Òîãäà äîñòàòî÷íî â îïðåäåëåíèè ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè âçÿòü x1 = x (òåêóùàÿ òî÷êà) è x2 = a.
Ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f â òî÷êå a ∈ E. Íî x = a

� ëþáàÿ òî÷êà E, ïîýòîìó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà E. I

Çàìå÷àíèå 13.1. Â îïðåäåëåíèè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ÿçûêå
¾ε− δ¿ δ = δ(ε, a), ò.å. δ çàâèñèò êàê îò ε, òàê è òî÷êè a. Â îïðåäåëåíèè
æå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè δ = δ(ε) (δ çàâèñèò òîëüêî îò ε).

Ïðèìåð 13.1. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, ÷òî ðàâíîìåðíóþ
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f(x) = x íà R.

JÂîçüì¼ì ∀ε > 0 è ∀x1, x2 ∈ R. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî â îïðå-
äåëåíèè 13.1 δ > 0 îöåíèì ñâåðõó |f(x1)− f(x2)| = |x1−x2|. Ïîòðåáóåì,
÷òîáû |x1 − x2| < ε. Âèäíî, ÷òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî δ ìîæíî âçÿòü
ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà (0, ε]. Ïðè òàêîì âûáî-
ðå δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îïðåäåëåíèå 13.1 ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f(x) = x íà ìíîæåñòâå E = R. I

Çàìå÷àíèå 13.2. Ôóíêöèÿ f(x) íå áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé
íà ìíîæåñòâå E ⊂ R, åñëè ∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃x1, x2 ∈ E äëÿ êîòîðûõ
|x1 − x2| < δ è |f(x1)− f(x2)| ≥ ε.

Ïðèìåð 13.2. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = sin(1/x) íå áóäåò ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (0, 1).
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JÍàéä¼ì òî÷êó x1 ∈ (0; 1), äëÿ êîòîðîé f(x1) = 1, à òàêæå òî÷êó
x2 ∈ (0; 1), äëÿ êîòîðîé f(x2) = −1 (÷òîáû |f(x1)− f(x2)| = 2):

sin
1

x
= 1⇔ 1

x
=
π

2
+ 2πk (k ∈ Z), x1 =

2

(4k + 1)π
(k ∈ Z).

sin
1

x
= −1⇔ 1

x
=

3π

2
+ 2πk (k ∈ Z), x2 =

2

(4k + 3)π
(k ∈ Z).

Â êà÷åñòâå ε > 0 âîçüìåì ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç ïîëóèí-
òåðâàëà (0, 2]. ∀δ > 0 óêàæåì òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ∈ N , ÷òî
|x1 − x2| < δ. Äëÿ ýòîãî îöåíèì ñâåðõó |x1 − x2|:∣∣∣∣ 2

(4k + 1)π
− 2

(4k + 3)π

∣∣∣∣ < 2

(4k + 1)π
<

4

4k
=

1

k
.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû 1
k < δ ⇔ k > 1

δ . Î÷åâèäíî, ÷òî ∀δ > 0 òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî âñåãäà åñòü, à, çíà÷èò, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì
13.2, ôóíêöèÿ f(x) = sin(1/x) íå áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà
èíòåðâàëå (0, 1). I

Îïðåäåëåíèå 13.2. Çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ
êîìïàêòîì.

Òåîðåìà 13.4. (Òåîðåìà Êàíòîðà) Åëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà
êîìïàêòå, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì êîìïàêòå.
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JÂîçüì¼ì êîíêðåòíûé êîìïàêò � îòðåçîê [a; b], a < b. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà óêàçàííîì îò-
ðåçêå. Òîãäà

∃ε > 0 ∀δ > 0 ∃ x1, x2 ∈ [a; b] |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| ≥ ε.

Äëÿ δ = 1
n , n ∈ N , óêàçàííûå òî÷êè x1 è x2 îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåí-

íî ÷åðåç x′n è x
′′
n. Ïîëó÷èì äâå îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x′n) è

(x′′n) ⊂ [a; b]. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ìîæíî âûäåëèòü äâå ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x′nk) è
(x′′nk) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü lim
k→∞

x′nk = C ′, lim
k→∞

x′′nk = C ′′.

Ïîêàæåì, ÷òî C ′ = C ′′ = C ∈ [a; b]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

0 < |C ′ − C ′′| = |C ′ − x′nk + x′nk − x
′′
nk

+ x′′nk − C
′′| ≤

≤ |C ′ − x′nk|+ |C
′′ − x′′nk|+ |x

′′
nk
− x′nk| <

ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

(òàê êàê èç ñõîäèìîñòè óêàçàííûõ ïîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëåäóåò, ÷òî
∀ε > 0 ∃k0 ∈ N ∀k ∈ N k > k0 ⇒ |C ′ − x′nk| <

ε
3 è |C ′′ − x′′nk| <

ε
3 ; èç

ïîñòðîåíèÿ âûøå óêàçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x′n) è (x′′n) ñëåäóåò,
÷òî |x′′nk − x

′
nk
| < 1

nk
≤ 1

k , à òîãäà
1
k <

ε
3 äëÿ k >

3
ε .

Ïîëó÷èëè: 0 < |C ′ − C ′′| < ε � ïðîòèâîðå÷èå (íåò ïîëîæèòåëüíîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, ìåíüøåãî çà ñêîëü óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå,
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ε > 0). Çíà÷èò, C ′ = C ′′ = C.
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Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a; b], èìååì: |f(x′′nk)− f(x′nk)| ≥ ε. Â ïîñëåäíåì
íåðàâåíñòâå ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè k →∞ (x′′nk → C, x′nk → C). Ñ ó÷å-
òîì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå C ∈ [a; b] (C � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà [a; b], à ïîýòîìó åìó è ïðèíàäëåæèò) è íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè y = |x|, ïîëó÷èì: |f(C) − f(C)| ≥ ε > 0 ⇔ 0 > 0
� ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a; b] íåâåðíî. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà è â îáùåì ñëó÷àå.I

Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ñâîéñòâàõ íåïðåðûâíîé
íà îòðåçêå ôóíêöèè.

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå ôóíê-
öèè. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå ôóíê-
öèé.

3. Êàêàÿ ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíûìè è ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíûìè ôóíêöèÿìè?

4. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Êàíòîðà.

5. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ýòîé ïðÿìîé.
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 11

Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

Çàäàíèå 1. Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a, b], a < b, ïðèíèìàåò íà ýòîì îòðåçêå ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ. Äîêà-
æèòå, ÷òî f(x) åñòü êîíñòàíòà íà [a, b].

JÏðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò õîòÿ áû äâå òî÷êè x1, x2 ∈ [a, b],
÷òî f(x1) = m1

n1
6= m2

n2
= f(x2) (m1,m2 ∈ Z, n1, n2 ∈ N). Ìåæäó ëþáûìè

äâóìÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè m1

n1
è m2

n2
åñòü èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, îáî-

çíà÷èì åãî µ. Íî ∀µ ∈
(
m1

n1
, m2

n2

)
ñóùåñòâóåò òî÷êà xµ ∈ (x1, x2) òàêàÿ,

÷òî f(xµ) = µ (òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ôóíêöèè 12.7). Ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå (ôóíêöèÿ â ëþáîé òî÷êå îòðåçêà
ïðèíèìàåò ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ).I

Çàäàíèå 2. Íàéäèòå êîðíè óðàâíåíèÿ x3 + x− 1 = 0 ñ òî÷íîñòüþ äî
10−2.

JÂíà÷àëå îòäåëèì êîðíè óðàâíåíèÿ, òî åñòü íàéä¼ì òàêèå ÷àñòè÷íûå
îòðåçêè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = x3 + x − 1, äëÿ êîòîðûõ
îäíà èç âíóòðåííèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ, à êîíöû ÷àñòè÷-
íûõ îòðåçêîâ íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå âíà÷àëå
âîñïîëüçóåìñÿ ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì. Ñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé y = x3
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è y = 1− x. Èç ðèñóíêà 13.1 âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé
äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü x0 ∈ [0, 5; 1].

x

y

0 1-1

1

0,5

-1

Ðèñóíîê 13.1

Äàëüøå âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Áîëüöàíî-Êîøè îá îáðàùåíèè íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè â íîëü (òåîðåìà 12.6). Â íàøåì ñëó÷àå f(x) = = x3+x−1.
Íàõîäèì f(0, 6) = 0, 216+0, 6−1 = −0, 184 < 0; f(0, 7) = 0, 343+0, 7−1 =
= 0, 043 > 0. Ñ ïîìîùüþ óêàçàííîé òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè çàêëþ÷à-
åì, ÷òî 0, 6 < x0 < 0, 7. Èç ðèñóíêà 13.1 âèäíî, ÷òî f(x) < 0 äëÿ x < x0,
è f(x) > 0 äëÿ x > x0. Äàëåå íàõîäèì: f(0, 67) ≈ 0, 3007 + 0, 67− 1 < 0;
f(0, 68) ≈ 0, 314 + 0, 68− 1 < 0; f(0, 69) ≈ 0, 328 + 0, 69− 1 > 0. Â èòîãå
ïîëó÷èì, ÷òî 0, 68 < x0 < 0, 69. Êàæäîå çíà÷åíèå (0, 68 èëè 0, 69) ìîæíî
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âçÿòü çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå êîðíÿ ñ òî÷íîñòüþ äî 10−2. Áîëåå òî÷-
íîå èç ýòèõ ÷èñåë çíà÷åíèå êîðíÿ ìîæíî íàéòè, åñëè îïðåäåëèòü òðåòèé
äåñÿòè÷íûé çíàê ïðèáëèæåíèÿ ñ íåäîñòàòêîì è ñ èçáûòêîì (òàêèì æå
ìåòîäîì). Â èòîãå ïîëó÷èì 0, 682 < x < 0, 683, x ≈ 0, 68. I

Çàäàíèå 3. Áóäåò ëè ôóíêöèÿ

f(x) = 5x
2

arctg
x

x+ 1
+ (x2 − x+ 2) sin

√
3 + x2

îãðàíè÷åííîé íà îòðåçêå [0; 100]? Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå çíà÷åíèÿ, ïðè-
íàäëåæàùèå óêàçàííîìó îòðåçêó, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàè-
áîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ?

JÄàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0; 100], òàê êàê íà ýòîì
îòðåçêå íåïðåðûâíû ôóíêöèè 5x

2

, arctg x
x+1 , (x2 − x + 2), sin

√
3 + x2.

Òîãäà ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà îá îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíîé íà îò-
ðåçêå ôóíêöèè (òåîðåìà 13.1) ñëåäóåò, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò îãðà-
íè÷åíà íà îòðåçêå [0; 100]. Òàê êàê ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî
ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (òåîðåìà 13.2) ñóùåñòâóþò
çíà÷åíèÿ x1, x2 ∈ [0; 100], ïðè êîòîðûõ îíà ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è
íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ.I
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Çàäàíèå 4. Íà îòðåçêå [−1; 1] çàäàíà ôóíêöèÿ

f(x) =


−x2 + 1, ïðè −1 ≤ x < 0,

0, ïðè x = 0,
x2 − 1, ïðè 0 < x ≤ 1.

Ïðèíèìàåò ëè ôóíêöèÿ íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ íà çà-
äàííîì îòðåçêå?

JÎ÷åâèäíî, sup
−1≤x≤1

f(x) = 1; inf
−1≤x≤1

f(x) = −1. Îäíàêî íå ñóùåñòâó-

x

y

0 1-1

1

-1

Ðèñóíîê 13.2

þò íèêàêèå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàëà áû çíà÷åíèÿ,
ðàâíûå âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿì ôóíêöèè.Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
ôóíêöèÿ ïðè x = 0 èìååò ðàçðûâ (ðèñóíîê 13.2).I
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà îò-
ðåçêå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû ôóíêöèÿ ïðèíèìàëà íàèáîëüøåå è
íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå. Îäíàêî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, ÷òîáû ôóíêöèÿ ïðèíèìàëà íàèáîëüøåå è íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà
îòðåçêå, ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå, òî
îíà ìîæåò áûòü êàê íåïðåðûâíîé, òàê è ðàçðûâíîé íà ýòîì îòðåçêå.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x+ 1, ïðè −1 ≤ x ≤ 0,
−x, ïðè 0 < x ≤ 1,

ðàçðûâíà ïðè x = 0, íî îíà ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå f(0) = 1 è
íàèìåíüøåå f(1) = −1 (ðèñóíîê 13.3).

Çàäàíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 1
x íåïðåðûâíàÿ â ïðîìå-

æóòêå (0; 1), íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé â ýòîì ïðîìåæóòêå.

JÇàäàäèì ε = 1
2 è âîçüìåì ÷èñëà x1 = 1

n è x2 = 1
n+1 , ãäå n ∈ N .

Ñîñòàâèì ðàçíîñòè |x1 − x2| = 1
n(n+1) è |f(x1) − f(x2)| =

∣∣∣ 1
1
n

− 1
1

n+1

∣∣∣ =

= |n − n − 1| = 1. Êàêîå áû δ > 0 ìû íè âûáðàëè, ÷èñëî n ìîæíî
âûáðàòü íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî |x1 − x2| = 1

n(n+1) < δ. Â òî æå âðåìÿ

|f(x1) − f(x2)| = 1 > ε = 1
2 . À ýòî è çíà÷èò, ÷òî f(x) = 1

x íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå (0; 1). I
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x

y

0 1-1

1

-1

Ðèñóíîê 13.3

Çàäàíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = sinx ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà R.

JÇàäàäèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è âîçüìåì äâà ëþáûõ çíà÷åíèÿ àðãó-
ìåíòà x1 è x2. Ñîñòàâèì ðàçíîñòü sinx1 − sinx2 = 2 cos x1+x2

2 sin x1−x2

2 è
äëÿ |x| < π

2 îöåíèì åå ïî ìîäóëþ: | sinx1−sinx2| ≤ 2·1·
∣∣x1−x2

2

∣∣ = |x1−x2|.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî åñëè δ = min
{
π
2 ; ε
}
, òî èç

íåðàâåíñòâà |x1 − x2| < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî | sinx1 − sinx2| < ε. I

Çàäàíèå 7. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíîé íà R.
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JÇàäàäèì ε = 1
2 è âîçüìåì x1 =

√
n è x2 =

√
n+ 1 (n ∈ N). Òîãäà

|x1 − x2| =
√
n+ 1−

√
n =

1√
n+ 1 +

√
n
→ 0 ïðè n→∞,

|f(x1)− f(x2)| = |x2
2 − x2

1| = |n+ 1− n| = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàêîå áû δ > 0 ìû íè âûáðàëè, ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øîì n äëÿ òî÷åê x1 =

√
n è x2 =

√
n+ 1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|x2−x1| < δ, à |f(x2)−f(x1)| = 1 > ε = 1
2 . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) = x2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà R. I

Çàäàíèå 8. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ
f(x) = ln x íà ïðîìåæóòêå (0; 1).

JÝòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå
(0; 1). Çàäàäèì ε = 1

2 ln 2. Âîçüìåì x1 = 1
n è x2 = 1

2n , ãäå n ∈ N . Òîãäà

|x1 − x2| =
∣∣∣∣1n − 1

2n

∣∣∣∣ =
1

2n
→ 0 ïðè n→∞,

|f(x1)− f(x2)| =
∣∣∣∣ln 1

n
− ln

1

2n

∣∣∣∣ = | ln 2|.

Êàêîå áû δ > 0 ìû íè âûáðàëè, n ìîæíî âûáðàòü íàñòîëüêî áîëüøèì,
÷òî áóäåò |x1 − x2| = 1

2n < δ, à |f(x1) − f(x2)| = | ln 2| > ε = 1
2 ln 2.
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Èç ýòîãî è ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = lnx íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (0; 1). I

Çàäàíèå 9. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ f(x) = x sin 1
x íà ðàâíîìåðíóþ

íåïðåðûâíîñòü íà ìíîæåñòâå X = (0,+∞).

J lim
x→+0

f(x) = 0. Ôóíêöèÿ ϕ(x) =

{
f(x), x ∈ (0,+∞),
0, x = 0

íåïðåðûâíà

íà ëó÷å [0,+∞), ïîýòîìó îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ëþáîì îòðåçêå
[0, a], a > 0 (òåîðåìà Êàíòîðà 13.4). Ïóñòü a = 2. Äàëüøå äîêàæåì, ÷òî
ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ëó÷å [2,+∞). Áåð¼ì ëþáûå x1,
x2 ∈ [2,+∞). Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè ðàâíîìåðíîé
íåïðåðûâíîñòè ÷èñëà δ > 0 îöåíèì ñâåðõó ìîäóëü |f(x1)− f(x2)|.

|f(x1)− f(x2)| =
∣∣∣∣x1 sin

1

x1
− x2 sin

1

x2

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣x1 sin
1

x1
− x2 sin

1

x2
+ x1 sin

1

x2
− x1 sin

1

x2

∣∣∣∣ ≤
≤ x1

∣∣∣∣sin 1

x1
− sin

1

x2

∣∣∣∣+ sin
1

x2
· |x1 − x2| =

= 2x1

∣∣∣∣∣sin
1
x1
− 1

x2

2

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣cos

1
x1

+ 1
x2

2

∣∣∣∣∣+ sin
1

x2
· |x1 − x2| ≤
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≤ 2x1 ·
1

2

∣∣∣∣ 1

x1
− 1

x2

∣∣∣∣·1+1·|x1 − x2| = x1 ·
|x2 − x1|
x1 · x2

+|x1 − x2| ≤
3

2
|x1 − x2| .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû 3
2 |x1 − x2| < ε ⇔ |x1 − x2| < 3

2ε. Â êà÷åñòâå δ
ìîæíî âçÿòü ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà

(
0, 3

2ε
]
. Ïðè

òàêîì âûáîðå δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâ-
íîñòè ôóíêöèè f(x) = x sin 1

x íà ëó÷å [2,+∞).
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ïîëóèíòåðâàëå

(0, 2] è íà ëó÷å [2,+∞).
Âîçüì¼ì îòðûòûé ëó÷ (0,+∞), òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ∃δ > 0,

÷òî ∀x1, x2 ∈ (0,+∞) è óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |x1 − x2| < δ
áóäåò |f(x1)− f(x2)| < ε. Óêàçàííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ áóäóò, î÷åâèä-
íî, ñïðàâåäëèâû, åñëè x1, x2 ∈ (0, 2] èëè x1, x2 ∈ [2,+∞) (ýòî ñëåäóåò
èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f è íà èíòåðâàëå (0, 2], è íà
ëó÷å [2,+∞). Åñëè æå, íàïðèìåð, x1 ∈ (0, 2], à x2 ∈ [2,+∞), òî íàéä¼ò-
ñÿ òàêîé îòðåçîê [c, d] ⊂ (0,+∞), ÷òî x1, x2 ∈ [c, d], à íà îòðåçêå [c, d]
ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, ïîýòîìó óêàçàííûå âûøå ñîîòíîøå-
íèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè áóäóò òàêæå
âûïîëíÿþòñÿ.I

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Áóäåò ëè ôóíêöèÿ f(x) = x5 − 3x + 1 â êàêîé-ëèáî òî÷êå îòðåçêà
[1; 2] èìåòü çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ?
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2. Èìååò ëè õîòÿ áû îäèí êîðåíü óðàâíåíèå sinx− x+ 1 = 0?

3. Äîêàæèòå, ÷òî íèæåñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèÿ íà óêà-
çàííûõ îòðåçêàõ:

3.1 x3 − 3x+ 1 = 0, x ∈ [−1; 0];

3.2 x5 − 6x2 + 3x− 7 = 0, x ∈ [0; 2];

3.3 3 sin3 x− 5 sinx+ 1 = 0, x ∈
[
0; π2
]
;

3.4 8x − 3 · 2x − 16 = 0, x ∈ [0; 2].

4. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü â çàäàííûõ îáëàñòÿõ
ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

4.1 y = x2, x ∈ (−1; 1);

4.2 e = sinx2, x ∈ (−2; 3);

4.3 y = x2, x ∈ (−∞; +∞);

4.4 y = ctg x, x ∈ (0; 1);

4.5 y = tg3 x
arcsin2 x+2

, x ∈ [0; 1];

4.6 y = ex, x ∈ (−∞; +∞).

5. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = | sinx|
x ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà

ïðîìåæóòêå (−1; 0) è (0; 1) â îòäåëüíîñòè, íî íå áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíîé íà îáúåäèíåíèè ýòèõ ïðîìåæóòêîâ.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíûõ íà ïðîìåæóòêå (a; b) ôóíêöèé ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà ýòîì
ïðîìåæóòêå.
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Çàäàíèÿ äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó è çà÷åòó

1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
√

7 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî lg 3 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.

3. Èññëåäóéòå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà íà îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó, ñíèçó;
â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîñòè íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íûå ãðàíè:

3.1 Ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà
{

n2

3n2+1

}
, ãäå n ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë;

3.2 Ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà
{

((−1)n − 1)n2 + (−1)n+1
n

}
, ãäå n ïðîáå-

ãàåò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

4. Îïðåäåëèòå íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë r, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó r2 < 2.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

5.1 |x2 − 4| − |x2 − 9| = 5;

5.2 |3x2 − 6x− 1| = 2|3− x|;
5.3 |x− 3|+ 2|x+ 1| = 4;

5.4
∣∣x− |x− 2|+ 3

∣∣ = x.

6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâà:

6.1 |x+ 2|+ |x− 2| ≤ 12;

6.2
∣∣x+ 2− |x|

∣∣ > 1;

6.3
∣∣|x+ 1| − |x− 1|

∣∣ < 1;

6.4
∣∣∣2−3|x|

1+|x|

∣∣∣ > 1.
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7. Íàéäèòå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

7.1 y = (x− 2)
√

1+x
1−x ;

7.2 y =
√

cosx2;

7.3 y = arcsin 2x
1+x ;

7.4 y = lg(cos(lg x));

7.5 y = 4
√

lg tg x.

8. Íàéäèòå îáëàñòè çíà÷åíèé ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

8.1 y =
√

2 + x− x2;

8.2 y = lg(1− 2 cosx);

8.3 y = arccos 2x
1+x2 ;

8.4 y = arcsin
(
lg x

10

)
;

8.5 y = (−1)x.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùèìè â óêàçàííûõ ïðîìåæóòêàõ:

9.1 f(x) = x2 (0 ≤ x < +∞);

9.2 f(x) = sin x
(
−π

2 ≤ x ≤ π
2

)
;

9.3 f(x) = tg x
(
−π

2 < x < π
2

)
;

9.4 f(x) = 2x+ sinx (−∞ < x <∞).

10. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþ-
ùèìè â óêàçàííûõ ïðîìåæóòêàõ:

10.1 f(x) = x2 (−∞ < x ≤ 0);
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10.2 f(x) = cos x (0 ≤ x ≤ π);

10.3 f(x) = ctg x (0 < x < π).

11. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

11.1 y = 3 ln
(
x+ 1

2

)
;

11.2 y = {1, 5x− 1, 5};

11.3 y =
∣∣∣ctg x

1
sin x

∣∣∣;
11.4 y = 3 cos

(
3
2x− 3

)
− 1.

12. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = ln
(
x+
√
x2 + 1

)
íà ÷åòíîñòü (íå÷åòíîñòü).

13. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = x cosx íà ïåðèîäè÷íîñòü.

14. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y = sin 2x ïåðèî-
äè÷åñêàÿ, íàéäèòå åå îñíîâíîé ïåðèîä.

15. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, íàéäèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáû-
âàíèÿ ôóíêöèè y = 2x2 + 4x.

16. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äîêàæèòå, ÷òî:

16.1 lim
n→+∞

2n

n! = 0;

16.2 lim
n→+∞

n
√
a = 1 (a > 0);

16.3 lim
n→+∞

n−1
n−2 = 1;

16.4 lim
n→+∞

n2

n+2 = +∞.
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17. Ïóñòü (xn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé:

x0 > 0, xn+1 =
1

2

(
xn +

1

xn

)
, n = 0, 1, 2, . . .

Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→+∞

xn = 1.

18. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

18.1 lim
x→0

(1+x)(1+2x)(1+3x)−1
x ;

18.2 lim
x→0

(1+x)5−(1+5x)
x2+x5 ;

18.3 lim
x→∞

(x−1)(x−2)(x−3)(x−4)(x−5)
(5x−1)5 ;

18.4 lim
x→∞

(2x−3)20(3x+2)30

(2x+1)50 ;

18.5 lim
x→−1

x3−2x−1
x5−2x−1 ;

18.6 lim
x→2

(x2−x−20)20

(x3−12x+16)10 ;

18.7 lim
x→1

x100−2x+1
x50−2x+1 ;

18.8 lim
x→+∞

√
x+
√
x+
√
x

√
x+1

;

18.9 lim
x→+∞

√
x+ 3
√
x+ 4
√
x√

2x+1
;

18.10 lim
x→−8

√
1−x−3
2+ 3
√
x
;

18.11 lim
x→3

√
x+13−2

√
x+1

x2 ;

18.12 lim
x→16

4
√
x−2√
x−4

;

18.13 lim
x→8

√
9+2x−5
3
√
x−2

;

18.14 lim
x→7

√
x+2− 3

√
x+20

4
√
x+9−2

;

18.15 lim
x→0

3
√

27+x− 3
√

27−x
x+2

3
√
x4

;

18.16 lim
x→1

(
3

1−
√
x
− 2

1− 3
√
x

)
;
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18.17 lim
x→π

6

2 sin2 x+sinx−1
2 sin2 x−3 sinx+1

;

18.18 lim
x→π

4

1−ctg3 x
2−ctg x−ctg3 x

;

18.19 lim
x→0

x2
√

1+x sinx−
√

cosx
;

18.20 lim
x→0

√
cosx− 3

√
cosx

sin2 x
;

18.21 lim
x→∞

(
x2+1
x2−2

)x2

;

18.22 lim
x→0

(
1+tg x
1+sinx

) 1

sin3 x ;

18.23 lim
x→+∞

ln(x2−x+1)
ln(x10+x+1) ;

18.24 lim
x→0

ln tg(π4 +ax)
sin bx ;

18.25 lim
x→0

ln(x2+ex)
ln(x4+e2x ;

18.26 lim
x→0

√
1+x sinx−1

ex2−1
;

18.27 lim
x→∞

x
(
π
4 − arctg x

x+1

)
;

18.28 lim
x→∞

x
(
π
2 − arcsin x√

x2+1

)
;

18.29 lim
x→0

x
√

cos 1
x ;

18.30 lim
x→∞

sin2
(
π
√
x2 + x

)
.

19. Äëÿ ôóíêöèé, ïðèâåäåííûõ íèæå, óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êî-
òîðûõ îíè íåïðåðûâíû, íàéäèòå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä,
ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé:

19.1. f(x) =


ctg x, x < 0,
{2x}, ïðè 0 ≤ x ≤ 1,
(x− 1)−1, ïðè x > 1;

19.2. f(x) =

{
cos πx

2 , ïðè |x| ≤ 1,
|x− 1|, ïðè |x| > 1.
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20. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü â çàäàííûõ ïðîìåæóò-
êàõ ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

20.1 f(x) = x
4−x2 , x ∈ [−1; 1];

20.2 f(x) = ex cos 1
x , x ∈ (0; 1);

20.3 f(x) = arctg x, x ∈ (−∞; +∞);

20.4 f(x) = x sinx, x ∈ [0; +∞).



287

Âàðèàíòû çàäàíèé äëÿ èíäèâèäóàëüíîé ðàáîòû

Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
∣∣ 3−x

4+5x

∣∣− x < 1.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) =

√
log(x−1)

3x− 2

x+ 4
+

3− x
x2 + 4x

.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà{
(−1)n−1

(
2 +

1

n

)}
,

ãäå n∈N , îãðàíè÷åíî. Íàéäèòå òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè-
öû.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
x→1

3x2−4
2+x = −1

3 .

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèè íà ïåðèîäè÷íîñòü:

à) f(x) = sin2 x;
á) f(x) = cos(3x+ 2).
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6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 3
2 sin(2x+ 3).

7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

1−2x
3x−2 ;

á) lim
x→0

√
1+x−

√
1−x

3x ;

â) lim
x→0

1−cos 7x
10x2 ;

ã) lim
x→∞

(
x+3
x−2

)x
.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 1
x+2 (x 6= −2) íåïðåðûâíà â òî÷êå

x = 3.

9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


x+ 4, x < −1;
x2 + 2, −1 ≤ x < 1;
2x, x ≥ 1.
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Âàðèàíò 2

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
∣∣∣7x2−2x+1

x+3

∣∣∣− 2 < x.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) =

√
sin2 x− 1

2
+

1

logx(3− x)
.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà
{

n
n+3

}
, ãäå

n∈N , îãðàíè÷åíî. Íàéäèòå òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
n→∞

2n−1
3−n = −2.

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèè íà ïåðèîäè÷íîñòü:

à) f(x) = cos2 x;
á) f(x) = sin(4x+ 2).

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè

y =
4

5
cos(3x+ 1).



290

7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

x3+1
2x3+1 ;

á) lim
x→7

√
2+x−3
x−7 ;

â) lim
x→0

arcsin 3x
5x ;

ã) lim
x→∞

(
2x−1
2x+1

)x
.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = ax+ b (a 6= 0) íåïðåðûâíà íà R.

9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


x+ 2, x ≤ −1;
x2 + 1, −1 < x ≤ 1;
−x+ 3, x > 1.
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Âàðèàíò 3

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
∣∣ x−2
x2+2x−3

∣∣− 3 < 1.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) =
√

3x− 1 + 1
log2(2x+1) .

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà
{

n2

n2+4

}
, ãäå

n∈N , îãðàíè÷åíî. Íàéäèòå òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
n→∞

n−1
2−n = −1.

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèè íà ïåðèîäè÷íîñòü:

à) f(x) = sin 3x;
á) f(x) = tg 4x.

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 5
3 cos(4x+ 1).

7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

2x3+x2−5
x3+x−2 ;

á) lim
x→1

x−
√
x

x2−x ;

â) lim
x→0

√
1−cos 2x
x ;

ã) lim
x→∞

(
4x+1

4x

)2x
.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = (x− 2)2 íåïðåðûâíà íà R.



292

9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


−x, x ≤ 0;
−(x− 1)2, 0 < x < 2;
x− 3, x ≥ 2.

Âàðèàíò 4

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
∣∣ x−5
x2+2x−10

∣∣− 3 < 0.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) =
√

cos2 x− 0, 5 +
1

log2(3x+ 5)
.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà{
(−1)n−1

(
4 +

1

2n

)}
,

ãäå n∈N , îãðàíè÷åíî. Íàéäèòå òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè-
öû.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
n→∞

1−n
2−n = 1.
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5. Èññëåäóéòå ôóíêöèè íà ïåðèîäè÷íîñòü:

à) f(x) = cos 5x;
á) f(x) = sin 2x.

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 2
3 sin(5x− 2).

7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

3x4+x2−6
2x4−x+2 ;

á) lim
x→1

x√
1+3x−1

;

â) lim
x→0

5x
arctg x ;

ã) lim
x→∞

(1 + 2x)
1
x .

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 3
√
x íåïðåðûâíà íà R.

9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


cosx, x ≤ 0;
x2 + 1, 0 < x < 1;
x, x ≥ 1.
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Âàðèàíò 5

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |x− 2| − |x− 3| < 3.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) =

√
sin2 x− 0, 5 +

1

log3(2x− 1)
.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà
{

2n
n+4

}
, ãäå

n∈N , îãðàíè÷åíî. Íàéäèòå òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
n→∞

1−n
3−n = 1.

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèè íà ïåðèîäè÷íîñòü:

à) f(x) = sin(4x− 1);
á) f(x) = cos2(3x+ 1).

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 1
2 sin(5x− 3).

7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

2x2+6x−5
5x2−x−1 ;

á) lim
x→0

1−
√

1−x2

x2 ;

â) lim
x→0

cosx−cos2 x
x2 ;

ã) lim
x→∞

x (ln(x+ 1)− lnx).
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8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 3
√
x+ x íåïðåðûâíà íà R.

9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


−x, x ≤ 0;
sinx, 0 < x ≤ π;
x− 2, x > π.
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Âàðèàíò 6

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |4x+ 5| − x < 1.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) = 3

√
logx

5x

2− x
+

1

x2 − 2x+ 5
.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà
{

4 + 2
n

}
, ãäå

n∈N , îãðàíè÷åíî. Íàéäèòå òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
n→+∞

10−n2

n = −∞.

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = x2−10
x2−4 íà îãðàíè÷åííîñòü íà èíòåðâàëå

(2; 5).

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 6 cos(7− 10x).

7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

3+x+5x4

x4−12x+1 ;

á) lim
x→0

√
1+3x−

√
1−2x

x+x2 ;

â) lim
x→0

x2 ctg 2x
sinx ;

ã) lim
x→∞

(2x+ 1) (ln(x+ 3)− lnx).

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 2x2 − 1 íåïðåðûâíà íà R.
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9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


−x2, x ≤ 0;
cosx, 0 < x ≤ π;
x− 2, x > π.

Âàðèàíò 7

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
∣∣∣6x2−2x+1

x−1

∣∣∣ < 1.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) =

√
log3x+2

6x− 1

4− x
+

1

x+ 2
.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âèäà
{

n
6−n
}
, ãäå

n∈N , îãðàíè÷åíî. Íàéäèòå òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
n→∞

n
√

2 = 1.

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = 6sin 2x íà ïåðèîäè÷íîñòü.

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 1
2 sin(6x− 5).
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7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

x−2x2+5x4

2+3x2+x4 ;

á) lim
x→0

√
1+3x2−1
x2+x3 ;

â) lim
x→0

1−cos 6x
1−cos 2x ;

ã) lim
x→∞

(x− 5) (ln(x− 3)− lnx).

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = |x− 3| íåïðåðûâíà íà R.

9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


−x− 1, x ≤ −1;
(x+ 1)2, −1 < x ≤ 0;
x, x > 0.
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Âàðèàíò 8

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
∣∣ 6−x
x2−2x+3

∣∣ < 2.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = 5

√
log 1

2

7x+5
x2−4x + 1

3x−1 .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå sinx− |2 cosx−1|
2 cosx−1 sin2 x = sin2 x.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
n→∞

(
−1

5

)n
(n+ 1) = 0.

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = 2| cos 2x| íà ïåðèîäè÷íîñòü.

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = −6 arcsin(2x+ 3).

7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

5x2−3x+1
3x2+x−5 ;

á) lim
x→3

√
2x−1−

√
5

x−3 ;

â) lim
x→0

tg2 x
2

x2 ;

ã) lim
x→1

(7− 6x)
x

3x−3 .

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x3 − x+ 1 íåïðåðûâíà íà R.

9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
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ôóíêöèè:

f(x) =


−x2, x ≤ 0;
tg x, 0 < x ≤ π

4 ;
2, x > π

4 .

Âàðèàíò 9

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
∣∣∣3x2−4

3+2x

∣∣∣− x ≤ 2.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = log 1
2
(3− log6(x−2)).

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå 6
|x+2|−1 = |x− 4|.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
n→∞

3n2+4n−2
n = +∞.

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = sin2 x+ cosx íà ïåðèîäè÷íîñòü.

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 2− arccos(4x− 3).

7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

7x4−2x3+2
x4+3 ;

á) lim
x→5

√
1+3x−

√
2x+6

x2−5x ;

â) lim
x→0

1−cos 4x
2x tg 2x ;

ã) lim
x→2

(3x− 5)
2x

x2−4 .

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 4x− x2 íåïðåðûâíà íà R.
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9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


−2x, x ≤ 0;
x2 + 1, 0 < x ≤ 1;
2, x > 1.

Âàðèàíò 10

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |x2 + x− 4| − |x− 3| < 1.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = 1
4−log 1

2

x−3
5−x

+
√
x− 0, 5.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå |4−x|x = 5 + |x|.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
n→∞

3n−5
2n−1 = 3

2 .

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = cos2 x− sinx íà ïåðèîäè÷íîñòü.

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = x− sin(3x+ 2).

7. Âû÷èñëèòå:
à) lim

x→∞
8x5+3x
6x5−2 ;

á) lim
x→2

x−2√
2x−2

;

â) lim
x→0

5x ctg 3x;

ã) lim
x→3

(3x− 8)
2

x−3 .
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8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 3|x| − x íåïðåðûâíà íà R.

9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


3x− 2, x ≤ 0;
−x2, 0 < x ≤ 1;
ex, x > 1.

Âàðèàíò 11

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |4− 5x| − |1− x2| ≤ x.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) =
1

3x − 3−x + 2
+
√

log 1
2
(x− 2).

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå |4+x|
x = 5 + |x|.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
n→∞

3n−5
2n−1 = 3

2 .

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = cos2 x+ sinx íà ïåðèîäè÷íîñòü.

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = x+ sin(3x+ 2).
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7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

6x2−5
3x2+2x+1 ;

á) lim
x→4

√
4x−10−

√
6

x−4 ;

â) lim
x→0

(cosx)
1

sin2 x ;

ã) lim
x→e

lnx−1
x−e .

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 5|x− 3| − x íåïðåðûâíà íà R.

9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


4− x, x ≤ 0;
−(x+ 3)2, 0 < x ≤ 3;
sinx, x > 3.
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Âàðèàíò 12

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |4−x|x+2 − |x| ≤ 1.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

f(x) =
1

62x − 6x + 27
+
√

log 1
3
(4− x).

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå x
|3−x| − |x| = 4.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
x→2

x2−4
x−2 = 4.

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = arctg(x+ 4) íà ïåðèîäè÷íîñòü.

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 3x− cos(x+ 2).

7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

x−5x5

4+3x ;

á) lim
x→4

6+x√
4x−4

;

â) lim
x→1

(4− 2x)
x

5x−1 ;

ã) lim
x→0

(cos 4x)
1

sin2 4x .

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = |x− 3| − x íåïðåðûâíà íà R.
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9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


sinx, x ≤ 0;
−(4− x)2, 0 < x ≤ 4;
|x|, x > 4.

Âàðèàíò 13

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |3x+5|
x−2 − |x| ≥ 3.

2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = x−2
4x−2x+6+

+
√

log2(4− 3x).

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå |6x2 − 4x− 1| − |x− 2| = 3.

4. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, ÷òî lim
x→∞

6x2−4
2x =∞.

5. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = sin2(4− x) + cos 5x íà ïåðèîäè÷íîñòü.

6. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè

y = 4x+ cos(3− 2x).
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7. Âû÷èñëèòå:

à) lim
x→∞

4x2−5x+2
3x−2 ;

á) lim
x→0

√
x+4−

√
4−x

5x ;

â) lim
x→0

arcsin 6x
7x ;

ã) lim
x→∞

(
4x−1
4x+1

)5x
.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 4|x− 3| − x2 íåïðåðûâíà íà R.

9. Óêàæèòå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà,
íàéäèòå åå òî÷êè ðàçðûâà, îïðåäåëèòå èõ ðîä, ïîñòðîéòå ãðàôèê
ôóíêöèè:

f(x) =


−2 cosx, x ≤ 0;
4x2 − 2, 0 < x ≤ 5;
3x+ 2, x > 5.
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Âîïðîñû äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó è (èëè) çà÷åòó

1. Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
2. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òîïîëîãèÿ ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
3. Ìîäóëü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîäóëÿ.
4. Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà. Òî÷íûå âåðõíÿÿ è

íèæíÿÿ ãðàíè îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà.
5. Ïîíÿòèå ôóíêöèè. Ìîíîòîííûå ôóíêöèè. Îãðàíè÷åííûå è íåîãðà-

íè÷åííûå ôóíêöèè.
6. Ïîíÿòèå ôóíêöèè. ×åòíûå è íå÷åòíûå ôóíêöèè. Ïåðèîäè÷åñêèå

ôóíêöèè.
7. Ïîíÿòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
8. Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåë ìîíîòîííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè.
9. ×èñëî å.
10.Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ.
11. Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà îá îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè.
12. Ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè. Åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà ôóíêöèè.
13. Òåîðåìà î ëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè, èìåþùåé êîíå÷-

íûé ïðåäåë.
14. Òåîðåìà î ñîõðàíåíèè ôóíêöèåé çíàêà ïðåäåëà.
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15. Òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ.

16. Òåîðåìà î òðåõ ôóíêöèÿõ.

17. Ïîíÿòèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè. Ñâÿçü áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíê-
öèè è ôóíêöèè, èìåþùåé êîíå÷íûé ïðåäåë.

18. Ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé.

19. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ôóíêöèè è èõ ñâÿçü ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè.

20. Òåîðåìû î ïðåäåëàõ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé.

21. Òåîðåìà î ïðåäåëå ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé.

22. Îñîáûå ñëó÷àè â ïðåäåëàõ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé.

23.Îñîáûå ñëó÷àè â ïðåäåëàõ ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé.

24. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

25. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

26. Ïðèíöèï çàìåíû áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Ïðèíöèï îòáðàñûâàíèÿ áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ.

27. Ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ è åå ïðåäåë.

28. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå. Òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ñóì-
ìû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî.

29. Ïðåäåë ñëîæíîé ôóíêöèè. Íåïðåðûâíîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïðå-
äåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

30. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû. Îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü. Òî÷êè
ðàçðûâà è èõ êëàññèôèêàöèÿ.
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31. Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè îá îáðàùåíèè íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå
ôóíêöèè â íîëü.

32. Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ íåïðåðûâ-
íîé íà îòðåçêå ôóíêöèè.

33. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà îá îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå
ôóíêöèè.

34. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î äîñòèæåíèè íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíê-
öèåé ñâîèõ òî÷íûõ ãðàíèö.

35. Îáðàòíûå ôóíêöèè. Òåîðåìû îá èõ ñóùåñòâîâàíèè, ìîíîòîííîñòè
è íåïðåðûâíîñòè.

36. Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Òåîðåìà Êàíòîðà.
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ËÅÊÖÈß 14

Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

14.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé

1. Çàäà÷à Íüþòîíà î ñêîðîñòè.
Ïóñòü ôóíêöèÿ x = f (t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí äâèæåíèÿ (ôîðìó-

ëà, ïî êîòîðîé íàõîäèòñÿ ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì îò íà÷àëà äâèæåíèÿ
äî ìîìåíòà âðåìåíè t).

Íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü äâå çàäà÷è:
1. Äàòü ïîíÿòèå ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 > 0 (ïîíÿòèå

ìãíîâåííîé ñêîðîñòè).
2. Íàéòè ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ýòîé ñêîðîñòè.
Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê âðåìåíè äëèíîé ∆t > 0 îò ìîìåíòà t0 äî

t = t0 + ∆t. Çà ýòîò ïðîìåæóòîê âðåìåíè òåëîì ïðîéäåí ïóòü

∆f (t0) = f (t0 + ∆t)− f (t0) .

Îòíîøåíèå ∆f(t0)
∆t íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé ñêîðîñòüþ òåëà íà ïðîìåæóòêå

[t0; t0 + ∆t].

Îïðåäåëåíèå 14.1. Ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ òåëà â ìîìåíò âðåìåíè
t0 áóäåì ñ÷èòàòü

lim
∆t→0

∆f (t0)

∆t
= V (t0) . (14.1)
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2. Çàäà÷à Ëåéáíèöà î êàñàòåëüíîé ê êðèâîé.

x

y

O x0 x=x +0 Dx

Г

M

M0

f x( )

f x( )
0

f x( )
0D

Dx

ab

b

Ðèñóíîê 14.1 � Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ êðèâóþ Γ è íà íåé äâå òî÷êè: M0 (x0, y0) �
ôèêñèðîâàííóþ, M (x, y) � äâèæóùóþñÿ. Îáîçíà÷èì: ∆x = x − x0 è
∆f (x0) = = f (x) − f (x0). Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êè M0 è M ñåêóùóþ
M0M , êîòîðàÿ îáðàçóåò ñ îñüþ Ox óãîë β (ðèñóíîê 14.1). Íà÷í¼ì ïðè-
áëèæàòü òî÷êó M ïî êðèâîé Γ ê òî÷êå M0. Ïîëîæåíèå ñåêóùåé áóäåò
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ìåíÿòüñÿ. Êàñàòåëüíîé ê êðèâîé Γ â òî÷êåM0 áóäåì íàçûâàòü (ïî Ëåéá-
íèöó) ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ñåêóùåé M0M ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè M ê
òî÷êå M0. Íàéä¼ì óãëîâîé êîýôôèöèåíò ýòîé êàñàòåëüíîé. Óãëîâîé êî-
ýôôèöèåíò ñåêóùåé

KMM0
=
f (x)− f (x0)

x− x0
=

∆f (x0)

∆x
= tg β.

Åñëè x → x0 (∆x→ 0), òî M → M0, à óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñà-
òåëüíîé áóäåò:

K = lim
∆x→0

∆f (x0)

∆x
= tgα. (14.2)

Òîãäà óðàâíåíèå óêàçàííîé êàñàòåëüíîé ïðèìåò âèä:

y = f (x0) +K (x− x0) . (14.3)

Íàìè ââåäåíî ïîíÿòèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé è íàéäåíî åå óðàâíåíèå.

14.2. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé, å¼ ãåîìåòðè÷åñêèé è
ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë. Êàñàòåëüíàÿ è íîðìàëü ê ãðàôèêó

ôóíêöèè. Îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå

Àíàëèçèðóÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷, ïðèâåäåííûõ âûøå, ïðèõîäèì ê
ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f (x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 ñ ðàäèóñîì δ > 0: U (x0, δ). Âîçüì¼ì ëþáîå ïðèðàùåíèå ∆x 6= 0
àðãóìåíòà, íî òàêîå, ÷òîáû x = x0 + ∆x ∈ U (x0, δ). Òîãäà ïîëó÷èì
ïðèðàùåíèå ôóíêöèè

∆f (x0) = f (x0 + ∆x)− f (x0) .

Îïðåäåëåíèå 14.2. Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ∈ D (f)
íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àð-
ãóìåíòà, åñëè ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

f ′ (x0) = lim
∆x→0

∆f (x0)

∆x
. (14.4)

Îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé: f ′ (x0), y
′
x=x0

(ïî Ëàãðàíæó), dy
dx

∣∣∣
x=x0

,

df(x0)
dx (ïî Ëåéáíèöó), ḟ (x0) (ïî Íüþòîíó), Df (x0) (ïî Êîøè).

Çàìå÷àíèå 14.1. Èç çàäà÷è Ëåéáíèöà î êàñàòåëüíîé ê êðèâîé ñëå-
äóåò, ÷òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò óêàçàííîé êàñàòåëüíîé áóäåò ðàâåí ïðî-
èçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x = x0, ò.å. Ê = f ′ (x0) (â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â òî÷êå). Òîãäà óðàâíåíèå

y = f (x0) + f ′ (x0) (x− x0) (14.5)
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áóäåò óðàâíåíèåì êàñàòåëüíîé, à

y = f (x0)−
1

f ′ (x0)
(x− x0) (14.6)

óðàâíåíèåì íîðìàëè.

Çàìå÷àíèå 14.2. Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî åñëè x = f (t) � çàêîí äâèæåíèÿ, òî x′ = f ′ (t) = V (t) � ñêîðîñòü
ïðè óêàçàííîì äâèæåíèè â ìîìåíò âðåìåíè t, à V ′ (t) = a (t) � óñêîðå-
íèå. Åñëè æå y = f (x) íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, òî y′ = f ′ (x) � ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå x.

Îïðåäåëåíèå 14.3. Ïðàâîñòîðîííåé (ëåâîñòîðîííåé) ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè f â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x0 ∈ D (f) íàçûâàåòñÿ ïðàâîñòîðîí-
íèé (ëåâîñòîðîííèé) ïðåäåë ðàçíîñòíîãî îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíê-
öèè ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà, êîãäà ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ:

f ′ (x0 + 0) = lim
∆x→0
∆x>0

(∆x→+0)

f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x

f ′ (x0 − 0) = lim
∆x→0
∆x<0

(∆x→−0)

f (x0 + ∆x)− f (x0)

∆x

 .
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Ïðàâîñòîðîííþþ è ëåâîñòîðîííþþ ïðîèçâîäíûå íàçûâàþò îäíîñòî-
ðîííèìè ïðîèçâîäíûìè.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà (êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå).

Òåîðåìà 14.1. Ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 ∈ D (f) ïðîèçâîäíóþ,
ðàâíóþ ÷èñëó a ∈ R, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò îäíîñòî-
ðîííèå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è îáå îíè ðàâíû ÷èñëó a.

Ïðèìåð 14.1. Ôóíêöèÿ f (x) = |x| =
{
x, x ≥ 0,
−x, x < 0,

èìååò

f ′ (+0) = lim
∆x→0
∆x>0

∆x

∆x
= 1 6= −1 = lim

∆x→0
∆x<0

−∆x

∆x
= f ′ (−0) .

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f â òî÷êå x0 = 0 ïðîèçâîäíîé íå èìååò.

Ïðèìåð 14.2. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 14.2, ïîêàæèòå, ÷òî ôóíê-
öèÿ f (x) = sinx èìååò ïðîèçâîäíóþ â ëþáîé òî÷êå ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Íàéäèòå å¼.

J Âîçüì¼ì ëþáóþ òî÷êó x ∈ R, ïðèäàäèì åé ëþáîå ïðèðàùåíèå
∆x 6= 0. Âû÷èñëèì:

f ′(x) = lim
∆x→0

sin (x+ ∆x)− sinx

∆x
= lim

∆x→0

2 sin ∆x
2 · cos

(
x+ ∆x

2

)
∆x

= cosx.

Çíà÷èò, ∀x ∈ R (sinx)
′
= cosx. I
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14.3. Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå.
Êðèòåðèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè

Îïðåäåëåíèå 14.4. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â
òî÷êå x0 ∈ D (f), åñëè å¼ ïðèðàùåíèå â ýòîé òî÷êå ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå:

∆f (x0) = A∆x+ α (∆x) ·∆x, (14.7)

ãäå A � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå çàâèñèò îò ∆x, à
ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò ñàìîé ôóíêöèè f è òî÷êè x0, α (∆x) � áåñêî-

íå÷íî ìàëàÿ ïðè ∆x→ 0
(

lim
∆x→0

α (∆x) = 0
)
.

Ïðèìåð 14.3. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì 14.4, äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ
f (x) =

∣∣x3
∣∣ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0.

J ∆f (0) = f (0 + ∆x)− f (0) =
∣∣∣(∆x)3

∣∣∣− |0| = 0 ·∆x+ |∆x|∆x ·∆x,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ 14.5, ãäå A = 0 è α (∆x) = |∆x|∆x → 0
ïðè ∆x→ 0. I

Òåîðåìà 14.2. (êðèòåðèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè) Ôóíêöèÿ f ñ îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ D (f) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ D (f) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò â ýòîé òî÷êå êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ.

J Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (14.7) íà ∆x è ïåðåéä¼ì ê ïðå-

äåëó ïðè ∆x → 0, ïîëó÷èì: lim
∆x→0

∆f(x0)
∆x = A. Çíà÷èò, ∃ f ′ (x0) = A
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(íåîáõîäèìîå óñëîâèå äîêàçàíî). È íàîáîðîò, åñëè ñóùåñòâóåò

A = f ′ (x0) = lim
∆x→0

∆f (x0)

∆x
,

òî

∆f (x0)

∆x
= f ′ (x0) + α (∆x) , ∆f (x0) = A∆x+ α (∆x) ·∆x

(ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé-êðèòåðèåì î ñâÿçè áåñêîíå÷íî ìàëûõ ôóíêöèé è
ôóíêöèé, èìåþùèõ êîíå÷íûé ïðåäåë), à ïîýòîìó ôóíêöèÿ f äèôôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ D (f). I

Çàìå÷àíèå 14.3. Èç òåîðåìû 14.2 ñëåäóåò, ÷òî ïîíÿòèÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå è ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé â
ýòîé òî÷êå, ðàâíîñèëüíû.

Òåîðåìà 14.3. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
x0 ∈ D (f), òî îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

J Â ðàâåíñòâå (14.7) ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè ∆x → 0, ïîëó÷àåì
lim

∆x→0
∆f (x0) = 0, çíà÷èò (îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ¾ÿçû-

êå ïðèðàùåíèé¿), ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. I
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14.4. Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè, åãî ãåîìåòðè÷åñêèé
è ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë

Îïðåäåëåíèå 14.5. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå x0 ∈ D (f) (ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (14.7)), òî ëèíåéíàÿ îäíîðîä-
íàÿ ôóíêöèÿ f ′ (x0) ∆x (îòíîñèòåëüíî ∆x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì
ôóíêöèè f â òî÷êå x0.

Îáîçíà÷åíèÿ: df (x0) = f ′ (x0) ∆x èëè dy = f ′ (x0) ∆x.
Åñëè f ′ (x0) = A 6= 0, òî äèôôåðåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàâ-

íóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå x0 (ñìîòðè (14.7)),
òàê êàê α (∆x) ∆x åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì
A∆x = f ′ (x0) ∆x ïðè ∆x → 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåì, ÷òî dx = ∆x
(äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé). Òîãäà:

dy = f ′ (x) dx (14.8)

äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ D (f), â êîòîðîé ñóùåñòâóåò f ′ (x) ((14.8) � ôîð-
ìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ D (f), òîãäà dy �
åñòü ïðèðàùåíèå îðäèíàòû êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) â òî÷êå
M0 (x0, f (x0)) ïðè ïåðåõîäå îò x0 ê x0 + ∆x. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà (ðèñóíîê 14.2). KL∆x = tgα = f ′ (x0);
KL = f ′ (x0) ∆x; KL = dy.
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Äèôôåðåíöèàë èìååò è ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë. Åñëè S = S (t) � çàêîí
äâèæåíèÿ òåëà, òî dS = S ′ (t0) dt � ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì ïðè ðàâíî-
ìåðíîì äâèæåíèè ñî ñêîðîñòüþ S ′ (t0) = const çà âðåìÿ dt = ∆t; èëè
dA = f ′ (t0) dt � ðàáîòà, ñîâåðø¼ííàÿ ïðè ïîñòîÿííîé ìîùíîñòè f ′ (t0)
çà âðåìÿ dt.

x

y

O x0

M0

Dxa

Dx+x0

a

L

K

dy

x +D0 xf(          )x +D0 xM( ),

Ðèñóíîê 14.2 � Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà
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14.5. Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé.
2. ×òî íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0?
3. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0.
4. Êàêîâ ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0?
5. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) â

òî÷êå x0? Äàéòå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê ãðàôèêó ôóíêöèè
y = f(x) â òî÷êå (x0, f(x0)) è íàïèøèòå èõ óðàâíåíèÿ.

6. Äàéòå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè â òî÷êå. Ïðîèëëþ-
ñòðèðóéòå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë è îáúÿñíèòå ôèçè÷åñêèé ñìûñë äèô-
ôåðåíöèàëà.

7. Äàéòå îïðåäåëåíèå îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè â òî÷-
êå. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó îäíîñòîðîííèìè ïðîèçâîäíûìè è ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè â òî÷êå? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

8. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå è êðèòåðèé äèôôåðåíöèðóåìîñòè
ôóíêöèè â òî÷êå.

9. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ è íåïðåðûâíîñòüþ
ôóíêöèè â òî÷êå?
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 12
Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ïî îïðåäåëåíèþ.

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè

Çàäàíèå 1. Òî÷êà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïî çàêîíó
x = 15 sin 3t. Íàéòè ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t0.

JÂ ìîìåíò âðåìåíè t0 êîîðäèíàòà òî÷êè ðàâíÿëàñü x0 = 15 sin 3t0, à
â ìîìåíò t0 + ∆t îíà ðàâíÿëàñü x0 + ∆x = 15 sin 3 (t0 + ∆t). Ïîýòîìó
ïóòü, ïðîéäåííûé çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t0; t0 + ∆t], ðàâåí

∆x = 15 sin 3 (t0 + ∆t)− 15 sin 3t0 = 30 cos 3

(
t0 +

∆t

2

)
sin 3

∆t

2
,

à ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü òî÷êè çà ýòîò æå ïðîìåæóòîê âðåìåíè:

υñð =
∆x

∆t
= 30 cos 3

(
t0 +

∆t

2

)
sin 3∆t

2

∆t
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t0:

υìãí = lim
∆t→0

υñð = lim
∆t→0

30 cos 3

(
t0 +

∆t

2

)
sin 3∆t

2

∆t
=

= 30 lim
∆t→0

cos 3

(
t0 +

∆t

2

)
lim

∆t→0

3
2 sin 3∆t

2

3∆t
2

= 45 cos 3t0.
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Òàê êàê υìãí = x′t, òî ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
x = 15 sin 3t ðàâíà 45 cos 3t. I
Çàäàíèå 2. Êîëè÷åñòâî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà â ìîìåíò âðåìåíè

t âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé m = M
(

1
2

) t
T , ãäå T � òàê íàçûâàåìûé ïåðèîä

ïîëóðàñïàäà, à M � ïåðâîíà÷àëüíîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà (êîëè÷åñòâî
âåùåñòâà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0). Íàéòè ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü ðàñïàäà
âåùåñòâà â ìîìåíò âðåìåíè t0.

JÍàéäåì ñðåäíþþ ñêîðîñòü ðàñïàäà âåùåñòâà çà ïðîìåæóòîê âðåìå-

íè [t0; t0 + ∆t]. Â ìîìåíò âðåìåíè t0 êîëè÷åñòâî âåùåñòâà m0 = M
(

1
2

) t0
T ,

à â ìîìåíò âðåìåíè t0 + ∆t ñòàëî m = M
(

1
2

) t0+∆t
T . Ïîýòîìó çà ïðîìåæó-

òîê âðåìåíè [t0; t0 + ∆t] êîëè÷åñòâî âåùåñòâà èçìåíèëîñü íà

∆m = M

(
1

2

) t0+∆t
T

−M
(

1

2

) t0
T

(îòìåòèì, ÷òî ∆m < 0, òàê êàê êîëè÷åñòâî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà
óìåíüøàåòñÿ). Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðàñïàäà çà ïðîìåæóòîê [t0; t0 + ∆t] ðàâ-
íà:

υñð =
∆m

∆t
= M

(
1
2

) t0+∆t
T −

(
1
2

) t0
T

∆t
= M

(
1

2

) t0
T
(

1
2

)∆t
T − 1

∆t
.

Ïîýòîìó ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü ðàñïàäà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé
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υìãí = lim
∆t→0

υñð = lim
∆t→0

M

(
1

2

) t0
T

(
1
2

)∆t
T − 1

∆t
.

Òàê êàê M
(

1
2

) t0
T íå çàâèñèò îò ∆t, òî ýòî âûðàæåíèå ìîæíî âûíåñòè

çà çíàê ïðåäåëà:

υìãí = M

(
1

2

) t0
T

lim
∆t→0

(
1
2

)∆t
T − 1

T ∆t
T

= M

(
1

2

) t0
T 1

T
lim

∆t→0

(
1
2

)∆t
T − 1
∆t
T

=

= M

(
1

2

) t0
T 1

T
ln

(
1

2

)
= −m0 ln 2

T
.

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà â ìîìåíò âðåìåíè
t0 ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó âåùåñòâà â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè.I

Çàäàíèå 3. Ïóñòü â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè òå÷åò ïîñòîÿííûé òîê. Ïîä
ïîñòîÿííûì òîêîì ìû áóäåì ïîíèìàòü êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà, ïðîòå-
êàþùåå â öåïè çà åäèíèöó âðåìåíè. Äàòü îïðåäåëåíèå ïåðåìåííîãî òîêà
â ìîìåíò âðåìåíè t è âû÷èñëèòü åãî, åñëè êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà,
ïðîòåêøåå â öåïè çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0; t], ðàâíî Q (t).

JÊîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà, ïðîòåêøåå â öåïè çà ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè [t; t+ ∆t], âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé ∆Q = Q (t+ ∆t)−Q (t).
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Îòíåñÿ ýòî êîëè÷åñòâî ê åäèíèöå âðåìåíè, ïîëó÷èì ñðåäíèé òîê çà
ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t; t+ ∆t]: Iñð = Q(t+∆t)−Q(t)

∆t .

Ìãíîâåííûì òîêîì â ìîìåíò âðåìåíè t íàçûâàþò ïðåäåë ñðåäíåãî
òîêà çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t; t+ ∆t], êîãäà ∆t→ 0:

Iìãí = lim
∆t→0

Iñð = lim
∆t→0

Q (t+ ∆t)−Q (t)

∆t
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Iìãí � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè Q (t):

Iìãí (t) = Q′ (t) . I

Çàäàíèå 4. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîé, âû÷èñëèòü ïðî-
èçâîäíóþ ôóíêöèè y = 3

√
x.

JÍàéäåì ñíà÷àëà ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòà îò

x äî x+ ∆x. Îíî ðàâíî ∆y = 3
√
x+ ∆x− 3

√
x. Òîãäà ∆y

∆x =
3
√
x+∆x− 3

√
x

∆x .

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ∆x→ 0: y′ = lim
∆x→0

∆y
∆x = lim

∆x→0

3
√
x+∆x− 3

√
x

∆x .

×òîáû âû÷èñëèòü ýòîò ïðåäåë, óìíîæèì ÷èñëèòåëü íà íåïîëíûé êâàä-
ðàò ñóììû 3

√
(x+ ∆x)2 + 3

√
x(x+ ∆x) +

3
√
x2:

y′ = lim
∆x→0

(
3
√
x+ ∆x− 3

√
x
) (

3
√

(x+ ∆x)2 + 3
√
x(x+ ∆x) +

3
√
x2
)

∆x
(

3
√

(x+ ∆x)2 + 3
√
x(x+ ∆x) +

3
√
x2
) =
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= lim
∆x→0

x+ ∆x− x

∆x
(

3
√

(x+ ∆x)2 + 3
√
x(x+ ∆x) +

3
√
x2
) =

= lim
∆x→0

1
3
√

(x+ ∆x)2 + 3
√
x(x+ ∆x) +

3
√
x2

=
1

3
√
x2 +

3
√
x2 +

3
√
x2

=
1

3
3
√
x2
.

Òàêèì îáðàçîì, ( 3
√
x)
′
= 1

3
3
√
x2
. I

Çàäàíèå 5. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîé, âû÷èñëèòü ïðî-
èçâîäíóþ ôóíêöèè y = arcsinx.

J Íàéäåì ñíà÷àëà ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòà îò
x äî x+ ∆x. Îíî ðàâíî

∆y = arcsin(x+ ∆x)− arcsinx.

Òîãäà ∆y
∆x = arcsin(x+∆x)−arcsinx

∆x . Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ∆x→ 0:

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

arcsin(x+ ∆x)− arcsinx

∆x
.

×òîáû âû÷èñëèòü ýòîò ïðåäåë, çàìåíèì áåñêîíå÷íî ìàëóþ ôóíêöèþ
arcsin (x+ ∆x) − arcsinx ïðè ∆x → 0 íà ýêâèâàëåíòíóþ áåñêîíå÷íî
ìàëóþ ôóíêöèþ

sin (arcsin (x+ ∆x)− arcsinx) = (x+ ∆x)
√

1− x2 − x
√

1− (x+ ∆x)2.



326

y′ = lim
∆x→0

(x+ ∆x)
√

1− x2 − x
√

1− (x+ ∆x)2

∆x
=

= lim
∆x→0

(x+ ∆x)2 (1− x2
)
− x2

[
1− (x+ ∆x)2

]
∆x

[
(x+ ∆x)

√
1− x2 + x

√
1− (x+ ∆x)2

] =

= lim
∆x→0

2x+ ∆x

(x+ ∆x)
√

1− x2 + x
√

1− (x+ ∆x)2
=

2x

2x
√

1− x2
=

1√
1− x2

;

Òàêèì îáðàçîì (arcsinx)
′
= 1√

1−x2
. I

Çàäàíèå 6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f (x) =

{
x3, x < 0,
x2, x ≥ 0,

äèôôå-

ðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0.

JÒàê êàê ôóíêöèÿ f (x) çàäàåòñÿ ðàçëè÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè âû-
ðàæåíèÿìè íà ëó÷àõ (−∞; 0), [0;∞), îáùèì êîíöîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
òî÷êà x = 0, âû÷èñëèì îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x = 0. Ñíà-
÷àëà íàéäåì f ′ (+0). Åñëè ∆x > 0, òî f (∆x) = ∆x2, à ïîýòîìó

f ′ (+0) = lim
∆x→0
∆x>0

f (0 + ∆x)− f (0)

∆x
= lim

∆x→0

∆x2 − 0

∆x
= lim

∆x→0
∆x = 0.
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Åñëè æå ∆x < 0, òî f (∆x) = ∆x3, à ïîýòîìó

f ′ (−0) = lim
∆x→0
∆x>0

f (0 + ∆x)− f (0)

∆x
= lim

∆x→0

∆x3 − 0

∆x
= 0.

Òàê êàê îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå ðàâíû, òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
f (x) â òî÷êå x = 0 ñóùåñòâóåò (îíà ðàâíà íóëþ), à çíà÷èò, ôóíêöèÿ
f ′ (x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0.I

Çàäàíèå 7. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f (x) =

{
x2, x < 0,
sinx, x ≥ 0,

íå èìå-

åò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 0.
J f ′ (+0) = lim

∆x→0
∆x>0

sin ∆x
∆x = 1 è f ′ (−0) = lim

∆x→0
∆x>0

∆x2

∆x = 0.

Òàê êàê îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå ðàçëè÷íû, òî ôóíêöèÿ íå äèô-
ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0. I

Çàäà÷à 8. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f (x) = 3
√

3 (x− 1) íå äèôôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êå x = 1.

JÔóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé âî âíóòðåííåé òî÷êå
x0 ∈ D (f), åñëè åå ïðèðàùåíèå â ýòîé òî÷êå ïðåäñòàâèìî â âèäå

∆f (x0) = A∆x+ α (∆x) ∆x, (14.9)

ãäå A � åñòü êîíñòàíòà îòíîñèòåëüíî ∆x, à lim
∆x→0

α (∆x) = 0.
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Ó íàñ

∆f (1) = f (1 + ∆x)− f (1) = 3
√

3 (1 + ∆x− 1) =
3
√

3∆x =

= A ·∆x+
3
√

3∆x− A ·∆x
∆x

∆x. (14.10)

Ñ ó÷åòîì (14.9) â (14.10) α (∆x) =
3
√

∆x−A·∆x
∆x .

Íî lim
∆x→0

α (∆x) = lim
∆x→0

(
3
√

3
3
√

(∆x)
2
− A

)
= +∞. Çíà÷èò ôóíêöèÿ f íå

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 1. I

Çàäàíèå 9. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f (x) =
3
√
x2 íå èìååò ïðîèçâîä-

íîé â òî÷êå x = 0.

x

y

O

Ðèñóíîê 14.3 � Ãðàôèê ôóíêöèè f (x) =
3
√
x2

J ∆y = 3

√
(x+ ∆x)2 − 3

√
x2, îòêóäà çíà÷åíèå ∆y â òî÷êå x = 0 áóäåò
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ðàâíî
3
√

∆x2; ïîýòîìó ∆y
∆x =

3
√

∆x2

∆x = 1
3
√

∆x
; ñëåäîâàòåëüíî,

y′x=0 = lim
∆x→0

1
3
√

∆x
=∞,

ò.å. êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò (ðèñóíîê 14.3).I

Çàäàíèå 10. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f (x) =

{
x2 sin 1

x , åñëè x 6= 0,
0, åñëè x = 0,

èìååò ïðîèçâîäíóþ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x, íî åå ïðîèçâîäíàÿ ðàçðûâíà
ïðè x = 0.

JÏðè x 6= 0 ïðîèçâîäíàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ: f ′ (x) = 2x sin 1

x − cos 1
x . Åñëè æå x = 0, òî âû÷èñëÿåì ïðîèçâîä-

íóþ íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ:

f ′ (x) = lim
∆x→0

(∆x)2 sin 1
∆x

∆x
= lim

∆x→0
∆x sin

1

∆x
= 0,

òàê êàê sin 1
∆x � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, à ∆x → 0. Òàêèì îáðàçîì,

ôóíêöèÿ f (x) âñþäó äèôôåðåíöèðóåìà. Íî lim
x→0

f ′ (x) íå ñóùåñòâóåò, òàê

êàê lim
x→0

2x sin 1
x = 0, a lim

x→0
cos 1

x íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ

ôóíêöèè f (x) ðàçðûâíà ïðè x = 0. I
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1. Íàéòè ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü ïðÿìîëèíåéíî äâèæóùåéñÿ
òî÷êè, åñëè åå êîîðäèíàòà â ìîìåíò âðåìåíè t âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé
x = t4 + 4t2 − 2t− 1.
Çàäàíèå 2. Íàéòè ìãíîâåííóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùàþùåãîñÿ òå-

ëà, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t óãîë ïîâîðîòà ðàâåí ϕ = 2t3 − 3t+ 1.
Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé, äàéòå òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ òåðìè-

íîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèâåäåííûõ çàäà÷àõ.
Çàäàíèå 3. Òâåðäîå òåëî âðàùàåòñÿ îêîëî íåïîäâèæíîé îñè, ïðè÷åì

â ìîìåíò âðåìåíè t óãîë ïîâîðîòà ðàâåí ϕ (t). ×òî ñëåäóåò ïîíèìàòü
ïîä: 1) ñðåäíåé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ çà íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè; 2) óãëîâîé ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ â äàííûé ìîìåíò t?
Çàäàíèå 4. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé (âîîáùå ãîâîðÿ, íåðàâíîìåð-

íî è íåðàâíîìåðíî-óñêîðåííî), ïðè÷åì èçâåñòíà åå ñêîðîñòü υ (t) êàê
ôóíêöèÿ âðåìåíè t. Äàéòå îïðåäåëåíèå òåðìèíîâ: 1) ñðåäíåå óñêîðåíèå
çà äàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè; 2) óñêîðåíèå â äàííûé ìîìåíò.
Çàäàíèå 5. Òâåðäîå òåëî âðàùàåòñÿ îêîëî íåïîäâèæíîé îñè, ïðè÷åì

â ìîìåíò âðåìåíè t óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ω (t). Äàéòå îïðåäåëåíèå òåð-
ìèíîâ: 1) ñðåäíåå óãëîâîå óñêîðåíèå çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t; t+ ∆t];
2) óãëîâîå óñêîðåíèå â ìîìåíò âðåìåíè t.
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Çàäàíèå 6.Ìåäíûé ñòåðæåíü, äëèíà êîòîðîãî ïðè 0◦ ðàâíà l0, èìååò
ïðè òåìïåðàòóðå t◦ äëèíó l. Äàéòå òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ¾êîýô-
ôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ìåäè ïðè òåìïåðàòóðå t◦0¿.

Çàäàíèå 7. Êîëè÷åñòâî òåïëà, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâû-
ñèòü òåìïåðàòóðó 1 ã âåùåñòâà îò 0◦ äî t◦, ðàâíî Q (t◦). Äàéòå òî÷íîå
îïðåäåëåíèå ïîíÿòèé: 1) ñðåäíÿÿ òåïëîåìêîñòü âåùåñòâà â òåìïåðàòóð-
íîì ïðîìåæóòêå: [t◦0; t

◦
0 + ∆t◦]; 2) òåïëîåìêîñòü âåùåñòâà ïðè òåìïåðà-

òóðå t◦0.

Çàäàíèå 8. Åñëè îïóñòèòü êðèñòàëë âåùåñòâà â íàñûùåííûé ðàñ-
òâîð ýòîãî âåùåñòâà, òî êðèñòàëë íà÷íåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç m (t) åãî ìàññó â ìîìåíò âðåìåíè t. Äàéòå òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïî-
íÿòèé: 1) ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ìàññû êðèñòàëëà çà ïðîìåæóòîê
âðåìåíè [t; t+ ∆t]; 2) ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ìàññû êðèñòàëëà â ìîìåíò
âðåìåíè t.

Çàäàíèå 9. Â ïðîöåññå ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà A ïîÿâëÿ-
åòñÿ ðàäèîàêòèâíîå âåùåñòâî B, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ðàñïàäàåòñÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç m (t) êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â ìîìåíò âðåìåíè t. Äàéòå
òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ¾ñêîðîñòü ðàñïàäà âåùåñòâà B â ìîìåíò
âðåìåíè t¿.

Çàäàíèå 10. Òåëî äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé ëèíèè ïîä äåéñòâèåì ïåðå-
ìåííîé ñèëû, íàïðàâëåííîé ïî òîé æå ïðÿìîé. Ðàáîòà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ
ïåðåìåùåíèÿ òåëà èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó B ñ êîîðäèíàòîé x, ðàâ-
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íà A(x). Êàê ñâÿçàíà ôóíêöèÿ A(x) ñ ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà òåëî â
òî÷êå B?
Çàäàíèå 11. Ðàáîòà, ïðîèçâåäåííàÿ çà åäèíèöó âðåìåíè, íàçûâàåò-

ñÿ ìîùíîñòüþ. Äàéòå òî÷íîå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ìîùíîñòè â äàííûé
ìîìåíò âðåìåíè è óñòàíîâèòå ñâÿçü ýòîãî ïîíÿòèÿ ñ ôóíêöèåé A(t) �
ðàáîòîé, ïðîèçâåäåííîé çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0; t].
Çàäàíèå 12. Ìàòåðèàëüíûé îòðåçîê AB íåîäíîðîäåí. Çàäàíà ôóíê-

öèÿ m (x) � ìàññà ÷àñòè îòðåçêà AM , ãäå x � äëèíà ýòîé ÷àñòè. ×òî
ñëåäóåò ïîíèìàòü ïîä: 1) ñðåäíåé (ëèíåéíîé) ïëîòíîñòüþ îòðåçêà íà
ó÷àñòêå [x;x+ ∆x]; 2) ïëîòíîñòüþ (ëèíåéíîé) â òî÷êå x?
Çàäàíèå 13. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p (h) äàâëåíèå âîçäóõà íà âûñîòå h

íàä óðîâíåì ìîðÿ. Êàê ñâÿçàíà ôóíêöèÿ p (h) ñ ïëîòíîñòüþ âîçäóõà íà
âûñîòå h?
Çàäàíèå 14. Ðàäèóñ êðóãà ðàâíîìåðíî óâåëè÷èâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ υ.

Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ óâåëè÷èâàåòñÿ ïëîùàäü êðóãà (íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
ðàäèóñà ðàâíî íóëþ)?
Çàäàíèå 15. Ðàäèóñ øàðà ðàâíîìåðíî óâåëè÷èâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ υ.

Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ óâåëè÷èâàåòñÿ îáúåì øàðà? Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ óâå-
ëè÷èâàåòñÿ åãî ïîâåðõíîñòü (íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ðàäèóñà ðàâíî íóëþ)?
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Çàäàíèå 16. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîé, âû÷èñëèòå ïðî-
èçâîäíóþ ôóíêöèé:

y =
1

x2 + 2
, y = n

√
x, y =

√
x2 − 3, y = tg ax, y = tg2 x, y = ekx, y = sin2 x,

y = cos2 x, y = arcsin2 x, y = arcsin
√
x, y = arctg x, y = ln

(
x2 − 1

)
.

Çàäàíèå 17. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè y = 3
√
x− 1, y = |x− 1|,

y = (x− 1)
2
5 , y = |lnx| íå èìåþò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = 1,

y = arccos (sin x) â òî÷êå x = kπ,

f (x) =

{
x sin 1

x , åñëè x 6= 0,
0, åñëè x = 0,

â òî÷êå x = 0,

f (x) =

{
x2, åñëè x ∈ Q,
−x2, åñëè x /∈ Q, â ëþáîé òî÷êå, îòëè÷íîé îò íóëÿ,

f (x) =

{
x

1+e1/x , åñëè x 6= 0,

0, åñëè x = 0,
â òî÷êå x = 0,

f (x) =

{
x arctg 1

x , åñëè x 6= 0,
0, åñëè x = 0,

â òî÷êå x = 0.
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ËÅÊÖÈß 15

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé

15.1. Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è
÷àñòíîãî

Òåîðåìà 15.1. Åñëè ôóíêöèè U = U(x) è V = V (x) äèôôåðåíöèðó-
åìû â òî÷êå x ∈ D(U) ∩ D(V ), òî ñóììà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå ýòèõ
ôóíêöèé (÷àñòíîå ïðè óñëîâèè, ÷òî V (x) 6= 0) òàêæå äèôôåðåíöèðóåìû
â ýòîé òî÷êå, ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

(U(x) + V (x))
′
= U ′(x) + V ′(x); (15.1)

(U(x) · V (x))
′
= U ′(x) · V (x) + U(x) · V ′(x); (15.2)(

U(x)

V (x)

)′
=
U ′(x) · V (x)− U(x) · V ′(x)

V 2(x)
; (15.3)

d (U + V ) = dU + dV ; (15.4)

d(UV ) = UdV + V dU ; (15.5)

d

(
U

V

)
=
V dU − UdV

V 2
; (15.6)
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JÏðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ÷àñòíîãî W = U
V .

∆W

∆x
=

U(x+∆x)
V (x+∆x) −

U
V

∆x
=

U+∆U
V+∆V −

U
V

∆x
=

=
V∆U − U∆V

∆x(V + ∆V )V
=
V · ∆U

∆x − U ·
∆V
∆x

V (V + ∆V )

∆x→0−→ U ′V − V ′U
V 2

(∆V → 0 ïðè ∆x→ 0, ò.ê. ôóíêöèÿ V (x ) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå õ,
à çíà÷èò, íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå).I

Ñëåäñòâèå 15.1. Åñëè ñóùåñòâóåò u′(x) è α � ëþáîå äåéñòâèòåëü-

íîå ÷èñëî, òî ñóùåñòâóåò (α · u(x))
′

= αu′(x) (ïîñòîÿííûé ìíîæè-
òåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ïðîèçâîäíîé).

Ñëåäñòâèå 15.2. (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè): Åñëè ôóíêöèè fi
(
i = 1, n

)
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x0 ∈

n⋂
i=1

D (fi), òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíà-

öèÿ ýòèõ ôóíêöèé f =
n∑
i=1

αifi (x), αi ∈ R, äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

x0, ïðè÷¼ì (
n∑
i=1

αifi (x)

)′
(x0) =

n∑
i=1

αif
′
i (x0) . (15.7)

JÑïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû 15.1 (ïðîèçâîäíàÿ
ñóììû) è ñëåäñòâèÿ 15.1I
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15.2. Ïðîèçâîäíûå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

15.2.1. Ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè

(xα)′ = αxα−1. (15.8)

JÄëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (15.8) ðàññìîòðèì ñëó÷àè:
à) α = n ∈ N (ïîêàçàòåëü � íàòóðàëüíîå ÷èñëî), x ∈ R.
Èñïîëüçóåì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè n = 1 ôîðìóëà

(15.8) ñïðàâåäëèâà (äîêàçûâàåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé). Äî-
ïóñòèì, ÷òî (15.8) ñïðàâåäëèâà ïðè n = k, ãäå k > 1, ýòî çíà÷èò:(
xk
)′

= kxk−1.
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óêàçàííîé ôîðìóëû ïðè n = k+ 1 (èñïîëü-

çóåì ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ):(
xk+1

)′
=
(
xk · x

)′
= kxk−1 · x+ xk = (k + 1)xk.

Çíà÷èò, ôîðìóëà (15.6) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
α = n ∈ N .

á) Åñëè α = 0, òî xα = 1, x 6= 0 è (xα)
′
= (1)

′
= 0 = 0 · x0−1.

Óòâåðæäåíèå ïðè α = 0 äîêàçàíî.
â) Åñëè α = n ∈ Z, à (−n) ∈ N, x 6= 0, òî

(xn)
′
=

(
1

x−n

)′
=

(1)
′
· x−n − 1 · (x−n)

′

x−2n
=
nx−n−1

x−2n
= nxn−1.
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Ôîðìóëà (15.6) äîêàçàíà äëÿ ëþáîãî α ∈ Z.
ã) Äîïóñòèì, ÷òî f (x) = xα, x ∈ (0,+∞) ,

f ′ (x) = lim
∆x→0

(x+∆x)
α−xα

∆x = lim
∆x→0

xα((1+∆x
x )

α
−1)

x·∆xx
= αxα−1. I

15.2.2. Ïðîèçâîäíàÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

y = ax(a > 0, a 6= 1).

(ax)
′
= lim

∆x→0

ax+∆x − ax

∆x
= ax. lim

∆x→0

a∆x − 1

∆x
= ax ln a. (15.9)

Ñëåäñòâèå 15.3. (ex)′ = ex.

15.2.3. Ïðîèçâîäíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Íàìè äîêàçàíî (ïðèìåð 14.2), ÷òî:

(sinx)′ = cosx. (15.10)

Ìîæíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòü, ÷òî

(cosx)′ = − sinx. (15.11)
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Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé ÷àñòíîãî è ôîðìóëû (15.10) è (15.11),
ïîëó÷àåì:

(tg x)′ =
1

cos2 x
, (15.12)

(ctg x)′ = − 1

sin2 x
. (15.13)

15.3. Ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé (ñëîæíîé ôóíêöèè)

Ïóñòü äàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = f (ϕ (x)) (êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé
f ◦ ϕ) íà ïðîìåæóòêå Õ, ãäå y = f (u), D (f (u)) = U, u = ϕ (x) ,
D (ϕ (x)) = X, E (ϕ) ⊂ U .

Òåîðåìà 15.2. Åñëè ôóíêöèÿ f (u) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
u0 = ϕ (x0) ∈ U , à ôóíêöèÿ ϕ (x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ X, òî
ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ f (ϕ (x)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 è ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

(f ◦ ϕ)′ (x0) = f ′ (u0) · ϕ′ (x0) . (15.14)

JÂîçüì¼ì ëþáîå ïðèðàùåíèå ∆x 6= 0 àðãóìåíòà x0, íî òàêîå, ÷òî-
áû x0 + ∆x ∈ X, òîãäà ôóíêöèÿ u = ϕ (x) ïîëó÷èò ñîîòâåòñòâóþùåå
ïðèðàùåíèå ∆u =ϕ (x0 + ∆x) − ϕ (x0), à çíà÷èò, è ôóíêöèÿ y = f (u)
ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå ∆y = f (u0 + ∆u) − f (u0). Åñëè ôóíêöèÿ f (u)
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äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå u0, òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

∆y = f ′ (u0) ∆u+ α (∆u) ·∆u, (15.15)

ãäå lim
∆u→0

α (∆u) = 0.

Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (15.15) íà ∆x 6= 0 è ïåðåéäåì ê
ïðåäåëó ïðè ∆x→ 0 â ïîëó÷åííîì ïîñëå ýòîãî ðàâåíñòâå.

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

(
f ′ (u0)

∆u

∆x
+ α (∆u) · ∆u

∆x

)
=

= f ′ (u0) lim
∆x→0

∆u

∆x
+ lim

∆x→0
α (∆u) · lim

∆x→0

∆u

∆x
=

= f ′ (u0) · ϕ′ (x0) + 0 · ϕ′ (x0) = f ′ (u0) · ϕ′ (x0) .

Ìû èñïîëüçîâàëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîò ôàêò, ÷òî u = ϕ (x) íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå x0 (ò.ê. îíà äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå), ïîýòîìó
lim

∆x→0
∆u = 0, à çíà÷èò lim

∆x→0
α (∆u) = lim

∆u→0
α (∆u) = 0. I

Çàìå÷àíèå 15.1. Òåîðåìà 15.2 è ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæ-
íîé ôóíêöèè ïåðåíîñÿòñÿ íà êîìïîçèöèþ òð¼õ è áîëüøåãî ÷èñëà ñîñòàâ-
ëÿþùèõ ôóíêöèé.
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Ïðèìåð 15.1. Ïóñòü y = cos x2. Çäåñü f (u) = cosu è u = x2. Óñëî-
âèÿ òåîðåìû 15.2 âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ R, çíà÷èò, íàøà ôóíêöèÿ
äèôôåðåíöèðóåìà íà R è

(
cosx2

)′
= − sinx2 · 2x = −2x sinx2.

Çàìå÷àíèå 15.2. Çíàÿ, ÷òî (sinx)′ = cosx è cosx = sin
(
π
2 − x

)
,

íàéä¼ì (cosx)′ =
(
sin
(
π
2 − x

))′
= cos

(
π
2 − x

)
·
(
π
2 − x

)′
= − sinx.

15.4. Äèôôåðåíöèàë êîìïîçèöèè ôóíêöèé. Èíâàðèàíòíîñòü
ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà

Íàìè ïîêàçàíî (îïðåäåëåíèå 14.4), ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé x äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ D (f), òî äèôôåðåíöèàë
ôóíêöèè f â ýòîé òî÷êå áóäåò

df (x0) = f ′ (x0) dx. (15.16)

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñîõðàíÿåòñÿ ëè ôîðìà (15.16) äèôôåðåíöèàëà, åñ-
ëè x íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé? Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé. Ïî-
êàæåì ýòî. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 15.2. Òîãäà:

dy

dx
= f ′ (u0) ·

du

dx
.

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà dx:

dy = f ′ (u0) du. (15.17)
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Èç ôîðìóë (14.8) è (15.16) ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà äèôôåðåíöèàëà ÿâ-
ëÿåòñÿ íåèçìåííîé êàê äëÿ íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà ôóíêöèè f , òàê è
â òîì ñëó÷àå, êîãäà àðãóìåíò ñàì åñòü íåêîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ. Óêàçàííîå ñâîéñòâî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ èí-
âàðèàíòíîñòüþ åãî ôîðìû.

15.5. Äèôôåðåíöèàë è ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ

Èç ðàâåíñòâà (14.7) ñëåäóåò, ÷òî

f (x0 + ∆x) ≈ f (x0) + df (x0) . (15.18)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àáñîëþòíàÿ îøèáêà ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìó-
ëû (15.18) íå ïðåâûøàåò

∆ =
M

2
(∆x)2 , (15.19)

ãäå M � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå |f ′′ (x)| íà îòðåçêå [x0, x0 + ∆x] (ñ ïðîèç-
âîäíûìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ áóäåì çíàêîìèòüñÿ äàëüøå).

Ïðèìåð 15.2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (15.18), íàéòè çíà÷åíèå cos 61◦.

JÐàññìîòðèì ôóíêöèþ f (x) = cosx. Ïðèìåì çà x0 = 60◦ = π
3

ðàäèàí. Òîãäà ∆x = 1◦ = π/180◦ ≈ 0, 01745. f ′ (x) = − sinx,
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df = − sinx ·∆x. Èìååì:

cos 61◦ ≈ cos 60◦ − sin 60◦ · 0, 01745 = 0, 5−
√

3

2
· 0, 01745 ≈

≈ 0.5− 0, 86603 · 0, 01745 ≈ 0, 5− 0, 0151 = 0, 4849.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü íà îòðåçêå
[
π
3 ; 61◦π

180◦

]
.

f ′′ (x) = (f ′ (x))
′
= (− sinx)

′
= − cosx, |f ′′ (x)| = |− cosx| = cosx ≤ 1

2
,

x ∈
[
π
3 ,

610π
1800

]
. Òîãäà ∆ = 1

4 ·
(
π

180

)2 ≤ 1
4 (0, 01745)2 < 0, 0001.

Âûâîä:cos 61◦ ≈ 0, 4849 ñ òî÷íîñòüþ 10−4. I

Çàìå÷àíèå 15.3. Ôîðìóëà (15.18) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ âû-
âîäà ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë, íàïðèìåð:

(1 + ∆x)
1
n ≈ 1 +

∆x

n
, (15.20)

sin ∆x ≈ ∆x, (15.21)

e∆x ≈ 1 + ∆x, (15.22)

ln (1 + ∆x) ≈ ∆x. (15.23)
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15.6. Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ ïðî-
èçâîäíûõ ôóíêöèé xn, sinx, cosx, loga x, a

x.
2. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðîèçâîäíîé ÷àñòíîãî, âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ

ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé tg x è ctg x.
3. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè.
4. Äîêàæèòå èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.
5. Êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü äèôôåðåíöèàë äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû-

÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë)?
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ËÅÊÖÈß 16

Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé è ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé ôóíêöèè.
Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

16.1. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 16.1. Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U (x0, δ), ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è äëÿ íå¼
ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′ (x0) 6= 0, à îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 (y) íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå y0, ãäå y0 = f (x0), òî â òî÷êå y0 ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ
îáðàòíîé ôóíêöèè f−1 è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà(

f−1 (y)
)′
y=y0

=
1

f ′ (x0)
. (16.1)

JÏðèäàäèì òî÷êå y0 ∈ D
(
f−1
)
ëþáîå ïðèðàùåíèå ∆y 6= 0, íî òàêîå,

÷òîáû y0 + ∆y ∈ D
(
f−1
)
. Òîãäà ∆x = f−1 (y0 + ∆y)− f−1 (y0) 6= 0 (ðàç-

íûì çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè �
f−1(y) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé). Ïîëó÷àåì:

∆x

∆y
=

1
∆y/∆x

.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó ïðè ∆y → 0, à òàê êàê
ôóíêöèÿ x = f−1 (y) íåïðåðûâíà â òî÷êå y0, òî è ∆x→ 0, êîãäà
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∆y → 0. Áóäåì èìåòü: lim
∆y→0

∆x
∆y = 1

lim
∆x→0

∆y
∆x

= 1
f ′(x0) , çíà÷èò ñóùåñòâóåò è

lim
∆y→0

∆x
∆y =

(
f−1 (y)

)′
y0
, à òàêæå ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (16.1).I

Çàìå÷àíèå 16.1. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 16.1, âûâåäåì ôîðìóëû äëÿ
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé: loga x, arcsinx, arccosx, arctg x, arcctg x.

1. (loga x)′ = 1
(ay)

′ = 1
ay ln a = 1

aloga x ln a
= 1

x ln a

(
(lnx)′ = 1

x

)
.

2.(arcsinx)′ = 1
(sin y)

′ = 1
cos y = 1

cos(arcsinx) = 1√
1−sin2(arcsinx)

= 1√
1−x2

.

Àíàëîãè÷íî:

3. (arccosx)′ = − 1√
1−x2

.

4. (arctg x)′ = 1
1+x2 .

5. (arcctg x)′ = − 1
1+x2 .

16.2. Ïðîèçâîäíàÿ ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé ôóíêöèè.
Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé è äèôôåðåíöèðóåìîé â
òî÷êå x ∈ D (f). Òîãäà â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ln y = ln f (x).

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î ïðîèçâîäíîé êîìïîçèöèè ôóíêöèè (òåîðåìà
15.2), ïîëó÷èì:

(ln f (x))
′
=
y′

y
. (16.2)
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (16.2) íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèç-
âîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êå x. Ïîëüçóÿñü ïîíÿòèåì ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðî-
èçâîäíîé, íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ òàê íàçûâàåìîé ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé
(ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíîé) ôóíêöèè y = u (x)v(x).

Òåîðåìà 16.2. Åñëè ôóíêöèè u è v äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé
òî÷êå x ∈ D (u)

⋂
D (v) è ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U (x, δ) ⊂ D (u(x)),

ãäå u(x) > 0, òî ôóíêöèÿ y = uv èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x è ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà

y′ = uv lnu · v′ + v · uv−1u′. (16.3)

JÏðîëîãàðèôìèðîâàâ ðàâåíñòâî y = uv, ïîëó÷àåì: ln y = v lnu.

Òîãäà
y′

y
= v′ lnu+ v · 1

u
u′. (16.4)

Èç (16.4) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (16.3).I

Çàìå÷àíèå 16.2. Ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (16.3) ìîæíî îáúÿñíèòü
êàê ñóììó, â êîòîðîé ïåðâîå ñëàãàåìîå � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè uv êàê
ïîêàçàòåëüíîé (ñ÷èòàòü u = const), à âòîðîå � ñòåïåííîé uvñ ïîñòîÿííûì
ïîêàçàòåëåì v.

Ïðèìåð 16.1. Íàéòè dy
dx , åñëè y = (sinx)x

2

, D (y) = (0, π).
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J Óñëîâèÿ òåîðåìû 16.2 âûïîëíÿþòñÿ ∀x ∈ (0, π), ïîýòîìó íà (0, π)
ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ äàííîé ôóíêöèè, è ñïðàâåäëèâî:

y′ = (sinx)x
2

· ln sinx · 2x+ x2 (sinx)x
2−1 · cosx. I

Çàìå÷àíèå 16.3. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà y = uv = ev lnu, ïîëüçóÿñü
êîòîðîé ìîæíî íàõîäèòü ïðîèçâîäíóþ äàííîé ôóíêöèè êàê ñëîæíîé.

16.3. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë âòîðîé ïðîèçâîäíîé

16.3.1. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë
âòîðîé ïðîèçâîäíîé

Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 ðàäèóñà δ > 0 (U (x0, δ)), òîãäà ïðîèçâîäíàÿ f ′ (x) òàêæå â óêàçàí-
íîé îêðåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé. Åñëè ýòà ôóíêöèÿ f ′ (x) = g (x)
ñàìà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0, òî óêàçàííóþ ïðîèçâîä-
íóþ g′ (x0) íàçûâàþò âòîðîé ïðîèçâîäíîé (ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿä-

êà) ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àþò f ′′ (x0) = f (2) (x0) = d2f(x0)
dx2 .

Ïî èíäóêöèè ââîäÿò (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ

ïîðÿäêîâ: f (3) =
(
f (2)
)′

è òàê äàëåå. Åñëè ââåäåíî ïîíÿòèå (n− 1)-é
ïðîèçâîäíîé (îíà ñóùåñòâóåò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (x0, δ)) è îíà

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî
(
f (n−1)

)′
= f (n) � íàçûâàåòñÿ ïðîèç-



348

âîäíîé n-ãî ïîðÿäêà. Åñëè ôóíêöèÿ f íà ìíîæåñòâå I èìååò êîíå÷íóþ
ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n ∈ N (èëè ïðîèçâîäíóþ âñåõ ïîðÿäêîâ), òî îíà
íàçûâàåòñÿ n-ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé íà ìíîæåñòâå I (èëè áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìîé íà ìíîæåñòâå I).

Çàìå÷àíèå 16.4. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîðÿäêà ïðîèçâîäíûõ èñïîëüçó-
þò è ðèìñêèå öèôðû, åñëè îí íåáîëüøîé. Òàê, f (∨) � ïðîèçâîäíàÿ ïÿòîãî
ïîðÿäêà ôóíêöèè f .

Äëÿ íåêîòîðûõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé âûâîäÿòñÿ
ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà n (n ∈ N).

Ïðèìåð 16.2. f (x) = sinx. Íàéòè ôîðìóëó äëÿ f (n) (x).

(sinx)′ = cosx = sin
(
x+

π

2
· 1
)
,

(sinx)′′ = (cosx)′ = − sinx = sin
(
x+

π

2
· 2
)
,

(sinx)′′′ = (− sinx)′ = − cosx = sin
(
x+

π

2
· 3
)
,

(sinx)(IV ) = (− cosx)′ = sinx = sin
(
x+

π

2
· 4
)
,

. . .

(sinx)(n) = sin
(
x+

π

2
· n
)
I . (16.5)
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Àíàëîãè÷íî:

(cosx)(n) = cos
(
x+

π

2
· n
)
, (16.6)

(ax)(n) = ax lnn a, (16.7)

((1 + x)α)
(n)

= α (α− 1) · . . . · (α− n+ 1) (1 + x)α−n , (16.8)

(loga |x|)
(n) =

(−1)n−1 (n− 1)!

xn ln a
. (16.9)

Åñëè x = x (t) � çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êîîðäèíàòû ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî ÷èñëîâîé îñè, òî ẋ (t) = dx(t)
dt � ñêîðîñòü,

à dẋ(t)
dt = d2x(t)

dt2 = ẍ (t) � óñêîðåíèå óêàçàííîé òî÷êè â ìîìåíò t (ẍ �
îáîçíà÷åíèå ïî Íüþòîíó ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà).

16.3.2. Ôîðìóëà Ëåéáíèöà

Òåîðåìà 16.3. Åñëè ôóíêöèè f è g n-ðàç äèôôåðåíöèðóåìû íà ïðî-
ìåæóòêå I, òî è äëÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâó-
åò

(fg)(n) =
n∑
k=0

cknf
(k)g(n−k). (16.10)

ckn = n!
k!(n−k)! � ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k.



350

JÏðè n = 1 ôîðìóëà (16.10) ñïðàâåäëèâà: (fg)′ = f ′g + fg′. Äîïó-
ñòèì, ÷òî ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N n ≥ 1. Äîêàæåì
å¼ ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n + 1. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôîðìóëó äëÿ n, ïî-
ëó÷èì:

(fg)(n+1) = f (n+1)g +
(
c0
nf

(n)g′ + c1
nf

(n)g′
)

+

+
(
c1
nf

(n−1)g(2) + c2
nf

(n−1)g(2)
)

+
(
c2
nf

(n−2)g(3) + c3
nf

(n−2)g(3)
)

+. . .+fg(n+1).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ckn + ck−1
n = ckn+1 (íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ),

äîêàçûâàåì ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.I

Ïðèìåð 16.3. u (x) = x2 sinx. Íàéòè u(n) (x).

J
(
x2 sinx

)(n)
= sin(n) x · x+ c1

n sin(n−1) x · 2x+ c2
n sin(n−2) x · 2 =

= x2 sin
(
x+ n

π

2

)
+2nx sin

(
x+ n

π

2
− π

2

)
+
(
−n (n− 1) sin

(
x+ n

π

2

))
=

=
(
x2 − n (n− 1)

)
sin
(
x+ n · π

2

)
− 2nx cos

(
x+ n

π

2

)
. I

16.3.3. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (x0, δ),
òîãäà äëÿ òî÷åê óêàçàííîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóåò ïåðâûé äèôôåðåí-
öèàë dy = f ′ (x) dx, ãäå (äîïóñòèì) dx = const ∀x ∈ U(x0, δ). Åñëè
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ñóùåñòâóåò (f ′ (x))′x=x0
, òî ôóíêöèÿ f (x) dx áóäåò äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå x0 è å¼ äèôôåðåíöèàë â ýòîé òî÷êå áóäåò

d (f ′ (x) dx)|x=x0
= f ′′ (x0) (dx)2 . (16.11)

Îïðåäåëåíèå 16.1. Çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà îò ïåðâîãî äèôôåðåí-
öèàëà dy íàçûâàåòñÿ âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè y = f (x) (â
òî÷êå x0) è îáîçíà÷àåòñÿ d2y.

Èç ôîðìóëû (16.11) è îïðåäåëåíèÿ 14.5 âûòåêàåò, ÷òî

d2y = f ′′ (x0) (dx)2 = f ′′ (x0) dx
2. (16.12)

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ äèôôåðåíöèàëû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ìå-
òîäîì èíäóêöèè äëÿ äèôôåðåíöèàëà n-ãî ïîðÿäêà âûâîäèòñÿ ôîðìóëà

dny = f (n) (x0) dx
n. (16.13)

Çàìå÷àíèå 16.5. Ôîðìóëà (16.13) èìååò ìåñòî, êîãäà x � íåçàâèñè-
ìàÿ ïåðåìåííàÿ. Äîïóñòèì, ÷òî x = x (t) � ñàìà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé.
Òîãäà, íàïðèìåð:

d2y = d (f ′ (x) dx) = d (f ′ (x)) dx+ f ′ (x) d (dx) = f ′′ (x) dx2 + f ′ (x) d2x

Çíà÷èò, â äàííîì ñëó÷àå ôîðìà äèôôåðåíöèàëà íàðóøàåòñÿ.
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16.4. Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè.
2. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè, âûâåäèòå

ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
3. Äàéòå îïðåäåëåíèå n-é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y=f(x) â òî÷êå x0.
4. Äàéòå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = f(x)

â òî÷êå x0.
5. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé.
6. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííîé

ôóíêöèè.
7. Îòâåòüòå íà âîïðîñû òåñòà.
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 13

Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùèõ ïðàâèë
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Çàäàíèå 1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = 3 · 2−5 tg4 7√
x .

JÂîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè. Äëÿ óñâî-
åíèÿ àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè ìîæíî ïî-
ðåêîìåíäîâàòü ñëåäóþùèé ñïîñîá.

à) Åñëè áû íåîáõîäèìî áûëî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â íåêîòî-
ðîé òî÷êå x, òî ýòî áû ïðîâîäèëîñü áû â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå äåéñòâèé:

1) x−
1
2 ; 2) 7×⊕; 3) tg (⊕); 4) (⊕)4; 5) −5×⊕; 6) 2⊕; 7) 3×⊕, ãäå × �

çíàê ïðîèçâåäåíèÿ, ⊕ � îáîçíà÷àåòñÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî äåéñòâèÿ.

á) Íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíîé áóäåì ïðîâîäèòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå (ðå-
çóëüòàòû äåéñòâèé íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ óìíîæàåì):

7) âûíîñèì ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü 3 çà çíàê ïðîèçâîäíîé;

6) íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè;

5) âûíîñèì ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü (−5) çà çíàê ïðîèçâîäíîé;

4) íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ ñòåïåííîé ôóíêöèè;

3) íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè òàíãåíñ;

2) âûíîñèì ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü 7 çà çíàê ïðîèçâîäíîé;

1) íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ ñòåïåííîé ôóíêöèè.
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â) Íåïîñðåäñòâåííîå íàõîæäåíèå ïðîèçâîäíîé äàííîé ôóíêöèè (óïðî-
ùåíèé íå ïðîâîäèì):

y′ = 3 ·
(

2−5 tg4 7√
x · ln 2

)
· (−5) ·

(
4 tg3 7√

x

)
·
(

1
cos2 7√

x

)
· (7) ·

(
−1

2

)
x−

3
2 . I

Çàäàíèå 2.Ïîëüçóÿñü îáùèìè ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàé-
òè ïðîèçâîäíûå äàííûõ ôóíêöèé:

1) y = 1−x3

1−x5 .

J y′ =

(
1− x3

)′ (
1− x5

)
−
(
1− x5

)′ (
1− x3

)
(1− x5)2 =

=
−3x2

(
1− x5

)
+ 5x4

(
1− x3

)
(1− x5)2 =

=
−3x2 + 3x7 + 5x4 − 5x7

(1− x5)2 =
−3x2 + 5x4 − 2x7

(1− x5)2 . I

2) y = ex (sinx+ cosx).

J y′ = (ex)′ (sinx+ cosx) + ex (sinx+ cosx)′ = ex (sinx+ cosx) +

+ex (cosx− sinx) = ex sinx+ ex cosx+ ex cosx− ex sinx = 2ex cosx. I

3) y = arctg3 (2x− 1) + arcsin3√x.

J y′ = 3 arctg2 (2x− 1) · 1

1 + (2x− 1)2 · 2 +
3 arcsin2√x√

1− x
· 1

2
√
x

=
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=
3 arctg2 (2x− 1)

2x2 − 2x+ 1
+

3 arcsin2√x
2
√

(1− x)x
. I

4) y = ln2 cos3 (4x− 1).

J y′ = 2 ln cos3 (4x− 1)· 1

cos3 (4x− 1)
·3 cos2 (4x− 1)·(− sin (4x− 1))·4 =

= −72 tg (4x− 1) · ln cos (4x− 1) . I

5) y = cos(lnx)−sin(lnx)

earcsin4 x+5
.

J y′ =
(cos (lnx)− sin (lnx))′

(
earcsin4 x + 5

)
(
earcsin4 x + 5

)2 −

−
− (cos (lnx)− sin (lnx))

(
earcsin4 x + 5

)′
(
earcsin4 x + 5

)2 =

=

(
− sin (lnx) · 1

x − cos (lnx) · 1
x

) (
earcsin4 x + 5

)
(
earcsin4 x + 5

)2 −

−
(cos (lnx)− sin (lnx)) · earcsin4 x · 4 arcsin3 x · 1√

1−x2(
earcsin4 x + 5

)2 . I
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6) y = ln 5

√
x3−x+1
x2+4x+1 + 1

2
√

3

(
arctg 2x−3√

3
+ arctg 2x+3√

3

)
.

J y′ =
1

5

√
x3−x+1
x2+4x+1

· 1

5 · 5

√(
x3−x+1
x2+4x+1

)4
×

×
(
3x2 − 1

) (
x2 + 4x+ 1

)
− (2x+ 4)

(
x3 − x+ 1

)
(x2 + 4x+ 1)2 +

+
1

2
√

3

(
1

1 + (2x−3)
2

3

· 2√
3

+
1

1 + (2x+3)
2

3

· 2√
3

)
=

1

5

x2 + 4x+ 1

x3 − x+ 1
·

·3x
4 + 12x3 + 3x2 − x2 − 4x− 1− 2x4 + 2x2 − 2x− 4x3 + 4x− 4

(x2 + 4x+ 1)2 +

+
1

3

(
3

3 + 4x2 − 12x+ 9
+

3

3 + 4x2 + 12x+ 9

)
=

=
1

5

x4 + 8x3 + 4x2 − 2x− 5

(x3 − x+ 1) (x2 + 4x+ 1)
+

(
1

4x2 − 12x+ 12
+

1

4x2 + 12x+ 12

)
=

=
1

5

x4 + 8x3 + 4x2 − 2x− 5

(x3 − x+ 1) (x2 + 4x+ 1)
+

x2 + 3

2 (x2 − 3x+ 3) (x2 + 3x+ 3)
.

Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïðîùå, åñëè â íà÷àëå óïðîñòèòü âûðàæåíèå, à
çàòåì íàéòè ïðîèçâîäíóþ.I
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7) y = (cosx)
1
x .

1 ñïîñîá: J ln y = 1
x ln cosx;

y′

y
=

(
1

x

)′
ln cosx+

1

x
(ln cosx)′ =

(
− 1

x2

)
ln cosx+

1

x

1

cosx
(− sinx) ;

y′ = (cosx)
1
x ·
(
− 1

x2

)
ln cosx+ (cosx)

1
x · 1

x
· (− sinx)

cosx
=

= − (cosx)
1
x · ln cosx+ x tg x

x2
. I

2 ñïîñîá: JÂ óñëîâèè äàíà ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ. Íàé-
äåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè êàê ñóììó ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè (ñ÷èòàåì
òàêîé íàøó ôóíêöèþ) è ñòåïåííîé (ñ÷èòàåì òàêîé íàøó ôóíêöèþ). Ïî-
êàæåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé. Óïðîùåíèå âèäà ïîëó÷åííî-
ãî âûðàæåíèÿ ïðîâîäèòü íå áóäåì.((

af(x)
)′

= af(x) ln a · f ′ (x)

∣∣∣∣ ((f (x))α)
′
= α (f (x))α−1 · f ′ (x)

)
.

y′ =
1

x
(cosx)

1
x−1 · (cosx)′ + (cosx)

1
x · ln cosx ·

(
1

x

)′
=

=
1

x
· (cosx)

1
x · (cosx)−1 · (− sinx) + (cos x)

1
x · ln cosx ·

(
− 1

x2

)
=
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= − (cosx)
1
x

(
sinx

x · cosx
+

ln cosx

x2

)
= − (cosx)

1
x
x tg x+ ln cosx

x2
. I

8) y = xx
x

.

J y′ = xx · xxx−1 · (x)′ + xx
x · lnx · (xx)′ = xx · xxx−1+

+xx
x · lnx ·

(
x · xx−1 + xx · lnx

)
= xx

x · xx
(

1

x
+ lnx+ ln2 x

)
. I

Çàäàíèå 3. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y =
(
2 sin3 1

x

)log 1
3

3
2−x2 .

J1 ñïîñîá. y′ =
(
2 sin3 1

x

)log 1
3

3
2−x2 · ln

(
2 sin3 1

x

)
· 1

3
2−x2 ln 1

3

· 6x
(2−x2)

2 +

+ log 1
3

3

2− x2

(
2 sin3 1

x

)log 1
3

3
2−x2−1

· 2 · 3 · sin2 1

x
· cos

1

x
·
(
− 1

x2

)
.

2 ñïîñîá.
(
y = (u (x))v(x) , ln y = v lnu, y′

y = v′ lnu+ v · 1
uu
′
)

ln y = log 1
3

3

2− x2
ln

(
2 sin3 1

x

)
;
y′

y
=

1
3

2−x2 ln 1
3

· 6x

(2− x2)2 · ln
(

2 sin3 1

x

)
+

+ log 1
3

3

2− x2
· 1

2 sin3 1
x

· 2 · 3 · sin2 1

x
· cos

1

x
·
(
− 1

x2

)
;



359

y′ =

(
2 sin3 1

x

)log 1
3

3
2−x2

· ln
(

2 sin3 1

x

)
· 1

3
2−x2 ln 1

3

· 6x

(2− x2)2 +

+

(
2 sin3 1

x

)log 1
3

3
2−x2

· log 1
3

3

2− x2
· 1

2 sin3 1
x

· 6 · sin2 1

x
· cos

1

x
·
(
− 1

x2

)
.

3 ñïîñîá. (
aloga f(x) = f (x)

∣∣∣ uv =
(
elnu
)v

= ev lnu
)

y = e
log 1

3

3
2−x2 ·ln(2 sin3 1

x);

y′ = e
log 1

3

3
2−x2 ·ln(2 sin3 1

x) ·

 1
3

2−x2 ln 1
3

· 6x

(2− x2)2 ln

(
2 sin3 1

x

)
+

+ log 1
3

3

2− x2
· 1

2 sin3 1
x

· 2 · 3 · sin2 1

x
· cos

1

x
·
(
− 1

x2

)  =

=

(
2 sin3 1

x

)log 1
3

3
2−x2

· ln
(

2 sin3 1

x

)
· 1

3
2−x2 ln 1

3

· 6x

(2− x2)2 +

+ log 1
3

3

2− x2

(
2 sin3 1

x

)log 1
3

3
2−x2−1

· 6 · sin2 1

x
· cos

1

x
·
(
− 1

x2

)
. I
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Ïîëüçóÿñü îáùèìè ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèé:

1. y = 2
(1−x2)(1+x4) .

2. y = 8−3
√
x3+2x

1+6x
√
x−3x2 .

3. y =
3
√
x2 sinx lnx.

4. y = arctg x
arcsinx .

5. y = x (arccosx+ arctg x) .
6. y = sin5 x.
7. y = ln5 x.

8. y =
(
3x2 − 1

)5
.

9. y = arctg (2x+ 1)4 .
10. y = arctg e4x.
11. y = arctg x2.

12. y = arctg
(
arcsin4 x

)
.

13. y = ln
(
x+
√
x2 + 4

)
.

14. y = sin4 5x.
15. y = ln [ln (lnx)] .
16. y =

√
sin 2x+ cos 3x.

17. y =
√
x+

√
x+
√
x.

18. y = ex
√

1+x2

1−x2 .

19. y = sin (cos x) + cos (sinx) .
20. y = 2tg 1

x + esinx2

.
21. y = sinx

2 cos2 x −
1
2 ln tg

(
π
4 + x

2

)
.

22. y = ex cosx
sinx2 .

23. y = tg x2
√
x3+1

.

24. y = cos3 x3 − ex2

tg x.
25. y = earctg3

√
x+4.

26. y = ln2 arcsin3√x.
27. y = arcsin3

[
ln2
(
ex

2

+ 1
)]
.

28. y = ln 1+x√
1+x2

.

29. y =
√

1 + x2−ln
(

1
x +

√
1 + 1

x2

)
.

30. y = ln 4

√
x2+x+1
x2−x+1 .

31. y = ln 3

√
(x2−1)(x+2)

2

(x−2)earctg x .

32. y = x arcsinx√
1−x2

+ ln
√

1− x2.
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33. y = sh34x+ ch3√x.
34. y = th5

(
2e
√
x − 1

)
.

35. y = sh
[
ln
(
x+
√
x2 + 1

)]
.

36. y = ax

1+a2x − 1−a2x

1+a2x arcctg a−x.

37. y =
12
√
esin 4x(x2−6)

5

.

38. y = 3

√
esin x+cos x

(4x3+2)
6 .

39. y = arccos x3n+1
x2n−1 .

40. y = x2 ln2 tg x
ln sin2 2x

.

41. y = earcsin
√
x2−1.

42. y = 1
3
√
x2
ex

3−2 arctg x2+ 1
2 lnx3−1.

43. y = earctg
√
x
(

3
√

4x2 + 1
)2

.

44. y = 1√
3

arctg x
√

3
1+x2 .

45. y = 2√
a2−b2 arctg

(√
a−b
a+b tg x

2

)
.

46. y = lnx
(
x4 + 4

)
.

47. y =
(
x2 + 1

)2x
.

48. y = (x+ 1)
1

sin x .

49. y = x

√
(2x sinx+ 1)2.

50. y = x
x

ln2 x .
51. y = xsinx.

52. y = xx
2

.
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 14
Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè è ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ

Çàäàíèå 1. Íàéäèòå ïðèðàùåíèå è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = x3+
+2x â òî÷êå x = 2, ïðè ∆x = 0, 1 è ïðè ∆x = 0, 01. Íàéäèòå àáñîëþò-
íóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè, êîòîðûå ìû äîïóñêàåì ïðè çàìåíå
ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè åå äèôôåðåíöèàëîì.

J ∆y =
[
(x+ ∆x)3 + 2 (x+ ∆x)

]
−
(
x3 + 2x

)
= 3x2∆x+ 3x∆x2+

+∆x3 + 2∆x =
(
3x2 + 2

)
∆x+ 3x∆x2 + ∆x3dy = y′∆x =

(
3x2 + 2

)
∆x.

Ïðè x = 2 è ∆x = 0, 1, ïîëó÷èì:

∆y = (3·22+2)·0, 1+3·2·0, 12+0, 13 = 1, 461, dy =
(
3 · 22 + 2

)
·0, 1 = 1, 4.

Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü |∆y − dy| = 0, 061 (6,1%), à îòíîñèòåëüíàÿ

ïîãðåøíîñòü
∣∣∣∆y−dy∆y

∣∣∣ = 0,061
1,461 , ò.å. áóäåò óæå îêîëî 0, 417%.

Ïðè x = 2 è ∆x = 0, 01 èìååì:

∆y = (3 · 22 + 2) · 0, 01 + 3 · 2 · 0, 012 + 0, 013 = 0, 140601,

dy =
(
3 · 22 + 2

)
· 0, 01 = 0, 14.

Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü |∆y − dy| = 0, 000601 (0,0601%), à îòíîñè-

òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
∣∣∣∆y−dy∆y

∣∣∣ = 0,000601
0,140601 , ò.å. áóäåò óæå îêîëî 0, 427% I .
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Çàäàíèå 2. Ïîëüçóÿñü ïîíÿòèåì äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè, âû÷èñëè-
òå ïðèáëèæåííî èçìåíåíèå, ïðåòåðïåâàåìîå ôóíêöèåé y = x3− 7x2 + 80
ïðè èçìåíåíèè x îò çíà÷åíèÿ 5 ê çíà÷åíèþ 5, 01.

JÂ äàííîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü x = 5, à ∆x = 0, 01. Èçìåíåíèå
ôóíêöèè ∆y ïðèáëèæåííî ðàâíî äèôôåðåíöèàëó dy:

∆y ≈ dy = y′∆x =
(
3x2 − 14x

)
∆x =

(
3 · 52 − 14 · 5

)
· 0, 01 = 0, 05. I

Çàäàíèå 3. Ïîëüçóÿñü ïîíÿòèåì äèôôåðåíöèàëà, íàéäèòå ïðèáëè-

æåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 5

√
2−x
2+x ïðè x = 0, 15.

JÏðè x = 0 çíà÷åíèå ôóíêöèè íàõîäèòñÿ ëåãêî (ðàâíî 1). Îñòàåòñÿ
ïîäñ÷èòàòü, íàñêîëüêî èçìåíèòñÿ çíà÷åíèå ïðè ïåðåõîäå x îò çíà÷å-
íèÿ 0 ê çíà÷åíèþ 0, 15. Ïðîèçâåäåì ïðèáëèæåííûé ïîäñ÷åò ñ ïîìîùüþ

äèôôåðåíöèàëà. y′ =
−4 5
√

2−x
2+x

5(4−x2) = − 4y
5(4−x2) , ∆y ≈ dy = y′∆x = −4y∆x

5(4−x2) .

Ïîäñòàâëÿÿ x = 0, y = 1 è ∆x = 0, 15, ïîëó÷èì

∆y ≈ −4 · 0, 15

5 · 4
= −0, 03.

Ñëåäîâàòåëüíî, yx=0,15 = yx=0 + ∆y ≈ 1− 0, 03 = 0, 97.

Åñëè âû÷èñëèòü èñêîìîå çíà÷åíèå ñ ïîìîùüþ êàëüêóëÿòîðà, òî îíî
áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 0, 97039. Êàê âèäèì, ñäåëàííîå íàìè âû-
÷èñëåíèå âåðíî ñ òî÷íîñòüþ äî 3 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ.I
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Çàäàíèå 4. Ïëîùàäü êðóãà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå S = πr2. Ïðè
èçìåðåíèè ðàäèóñ r îêàçàëñÿ ðàâíûì 5, 2 ñì, ïðè÷åì ìàêñèìàëüíàÿ âîç-
ìîæíàÿ ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ ∆r íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ±0, 05
ñì. Îïðåäåëèòå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè, äîïóñêàå-
ìûå ïðè âû÷èñëåíèè ïëîùàäè êðóãà ïî óêàçàííîé ôîðìóëå.

JÀáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü

|∆S| ≈ |dS| = |2πr · dr| = 2π · 5, 2 · 0, 05 = 0, 52π ≈ 1, 63.

Íàéäåì îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü:
∣∣∆S
S

∣∣ ≈ ∣∣dSS ∣∣ =
∣∣2πrdr
πr2

∣∣ = 2
∣∣dr
r

∣∣.
Îêàçàëîñü, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàâíà óäâîåííîé îòíîñè-

òåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðè èçìåðåíèè ðàäèóñà. ×èñëåííî ïîëó÷èì:∣∣∣∣dSS
∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣drr
∣∣∣∣ = 2 · 0, 05

5, 2
=

1

52
,

ò.å. îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü áóäåò îêîëî 2%.I

Çàäàíèå 5. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè 1) y = sinx − x cosx;

2) y =
√
x+

√
x+
√
x.

J1) y′ = cosx− cosx+ x sinx = x sinx, dy = y′dx = x sinxdx;

2) y′ = 1

2

√
x+
√
x+
√
x
·
(

1 + 1

2
√
x+
√
x
·
(

1 + 1
2
√
x

))
,

dy = y′dx = 1

2

√
x+
√
x+
√
x
·
(

1 + 1

2
√
x+
√
x
·
(

1 + 1
2
√
x

))
dx. I
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Çàäàíèå 6. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî çíà÷åíèå y = sin 29◦.

J ∆y ≈ dy, f (x0 + ∆x) ≈ f (x0) + f ′ (x0) ∆x, y = sin (30◦ − 1◦). Â
íàøåì ñëó÷àå x0 = 30◦ = π

6 , ∆x = 1◦ = π
180 = 0, 017, y = f (x) = sinx.

Íàéäåì y′ = cosx. f ′ (30◦) = cos 30◦ =
√

3
2 , f (30◦) = sin 30◦ = 1

2 .

sin 29◦ ≈ 1
2 +

√
3

2 · 0, 017 ≈ 0, 5 + 0, 014 = 0514. I

Çàäàíèå 7. Öèëèíäð, äèàìåòð êîòîðîãî 10 ñì, âûñîòà 20 ñì, ïðè
øëèôîâêå ïîâåðõíîñòè ïîòåðÿë â âåñå 2 ã. Íà ñêîëüêî óìåíüøèëñÿ åãî
äèàìåòð, åñëè óäåëüíûé âåñ âåùåñòâà öèëèíäðà ðàâåí 2, 5?

J1 ñïîñîá: m = πr2H · ρ = π · 25 · 20 · 2, 5 = 1250π ã, ∆m = 2 ã,

m−∆m =
πd2

4
· 20 · 2, 5 ã, 1250π − 2 = 12, 5πd2,

d =

√
1250π − 2

12, 5π
≈ 9, 997453196 ñì.

Íàéäåì âåëè÷èíó óìåíüøåíèÿ äèàìåòðà:

∆d = 10− 9, 997453196 ≈ 0, 0025468 ñì.

2 ñïîñîá:m = πd2

4 ·20·2, 5 = 12, 5πd2 ã, ∆m ≈ dm = 25πd∆d, ∆m = 2
ã.

∆d =
2

25πd
=

2

25 · 3, 1415926 · 10
≈ 0, 0025464 ñì.
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Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ñïîñîáîì ñîñòàâ-
ëÿåò 0, 0025468− 0, 0025464 = 0, 0000004 = 4 · 10−7. I

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1. Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé:

1.1 y = 2x2 − 8x+ 5.

1.2 y = 4

√
(x+ 1)3.

1.3 y = (1 + 3
√
x)

3
.

1.4 y = sinx− x cosx.
1.5 y = cos (ln x) .
1.6 y = ln tg (ax+ b) .
1.7 y = arcsin x

2 .

Çàäàíèå 2.Íàéäèòå ïðèðàùåíèå è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = 2x2−
−3x â òî÷êå x = 1 ïðè ∆x = 1, ∆x = 0, 1 è ∆x = 0, 01. Íàéäèòå äëÿ
êàæäîãî çíà÷åíèÿ ∆x àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü |∆y − dy| è îòíîñèòåëü-
íóþ ïîãðåøíîñòü

∣∣∣∆y−dy∆y

∣∣∣, êîòîðûå äîïóñêàþòñÿ ïðè çàìåíå ïðèðàùåíèÿ
äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè.

Çàäàíèå 3. Ïîëüçóÿñü ïîíÿòèåì äèôôåðåíöèàëà, íàéäèòå ïðèáëè-
æåííî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé:

f (x) = (x− 3)2 (x− 2)3 (x− 4) ïðè x = 4, 001,

f (x) = 7
√

3x3 + 2x− 4 ïðè x = 1, 001,

f (x) = x ln (x− 2) ïðè x = 3, 001.

Çàäàíèå 4. Âû÷èñëèòå ïðèáëèæåííî çíà÷åíèå 3
√

27, 0081, sin 29◦,
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cos 151◦, tg 44◦41′, arcsin 0, 5011, arctg 1, 002. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñðàâ-
íèòå ñ äðóãèìè ñïîñîáàìè âû÷èñëåíèÿ.

Çàäàíèå 5. Òîê I îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàíãåíñ-ãàëüâàíîìåòðó ïî ôîð-
ìóëå I = C tgϕ. Ïóñòü dϕ � îøèáêà, äîïóùåííàÿ ïðè îòñ÷åòå óãëà ϕ.
Íàéòè àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè ïðè îïðåäåëåíèè I.
Ïðè êàêîì óãëå ϕ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü áóäåò ìèíèìàëüíîé?

Çàäàíèå 6. Ñ êàêîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ äîïóñòèìî èçìå-
ðèòü ðàäèóñ R øàðà, ÷òîáû îáúåì åãî ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü ñ òî÷íî-
ñòüþ äî îäíîãî ïðîöåíòà?

Çàäàíèå 7. Ïåðèîä êà÷àíèÿ ìàÿòíèêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

T = π
√

l
g , ãäå l � äëèíà ìàÿòíèêà, g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè (g = 981

ñì/ñåê2). Êàêîå âëèÿíèå íà ïîãðåøíîñòü ïðè âû÷èñëåíèè ïåðèîäà T îêà-
æåò ïîãðåøíîñòü â îäèí ïðîöåíò ïðè èçìåðåíèè: à) äëèíû ìàÿòíèêà l;
á) óñêîðåíèÿ g?

Çàäàíèå 8. Ïî äàííîìó ðàññòîÿíèþ d ñâåòÿùåéñÿ òî÷êè îò îïòè-
÷åñêîãî öåíòðà äâîÿêîâûïóêëîãî ñòåêëà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ðàññòî-
ÿíèå åå èçîáðàæåíèÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå 1

d + 1
f = 1

F , ãäå F � ïîñòîÿííàÿ
äëÿ äàííîãî ñòåêëà è äàííîãî ñîðòà ëó÷åé. Êàê âëèÿåò ïîãðåøíîñòü â
èçìåðåíèè d íà ïîãðåøíîñòü â âû÷èñëåíèè f?
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 15
Ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé

x

y

O

÷
ø

ö
ç
è

æ
0;

2

p
F

p

-p

L

A

B

a
a

Ðèñóíîê 16.1

Çàäàíèå 1. ×åðåç ôîêóñ ïàðàáîëû y2 = 2px,
p > 0, ïðîâåäåíà õîðäà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè êî-
îðäèíàò. ×åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé õîðäû ñ ïà-
ðàáîëîé ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè
êàñàòåëüíûå ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì.

Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè A (ñìîòðè ðèñó-
íîê 16.1). Àáñöèññà ôîêóñà ïàðàáîëû x = p

2 . Òîãäà

f
(p

2

)
=

√
2p · p

2
= p = y,

ò.å. A
(
p
2 , p
)
.

Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè â òî÷êå, íàéäåì óãîë α.

y′ =
2p

2
√

2px
=

p√
2px

; y′
(p

2

)
=

p√
2p · p2

= 1;

tgα = 1, α =
π

4
, 2α =

π

2
. I

Çàäàíèå 2. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-
êó M (2;−5) ê êðèâîé y = x2 − 4x+ 3.
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JËåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷êàM äàííîé êðèâîé íå ïðèíàäëåæèò. Óðàâíå-
íèå êàñàòåëüíîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó A0 (x0; y0) ãðàôèêà ôóíêöèè
f (x) áóäåò:

y = f (x0) + f ′ (x0) (x− x0) . (16.14)

Êàñàòåëüíàÿ (16.14) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M (2,−5), ïîýòîìó åå êî-
îðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (16.14), ò.å.

− 5 = f (x0) + f ′ (x0) (2− x0) . (16.15)

Ó íàñ f (x0) = x2
0 − 4x0 + 3; f ′ (x) = 2x − 4; f ′ (x0) = 2x0 − 4. Òîãäà

(16.15) ïðèìåò âèä

− 5 = x2
0 − 4x0 + 3 + (2x0 − 4) (2− x0) . (16.16)

Ðåøàåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå: (16.16) x2
0−4x0 = 0, x0 = 0 èëè x0 = 4.

Åñëè x0 = 0, òî f (x0) = f (0) = 3, f ′ (0) = −4. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé:

y = 3− 4x. (16.17)

Åñëè x0 = 4, òî f (4) = 3, f ′ (4) = 4. Óðàâíåíèå âòîðîé êàñàòåëüíîé
áóäåò: y = 3 + 4 (x− 4) = 4x− 13. Ñòðîèì ãðàôèê-ïàðàáîëó

y = x2 − 4x+ 3. (16.18)

y′ = 2x− 4
2x− 4 = 0

∣∣∣∣ x = 2
y = −1

A1(2;−1) � âåðøèíà ïàðàáîëû.
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x

y

1

2

3

-1

-2

-3

-4

-5

1 2 3 4

)5;2( -M

0

34 +-= xy 134 -= xy

Ðèñóíîê 16.2 � êàñàòåëüíûå ê êðèâîé y = x2 − 4x+ 3

Íóëè ôóíêöèè (16.18): x1 = 1, x2 = 3. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy:
A2 (0, 3) . I

Çàäàíèå 3. Êîëåñî âðàùàåòñÿ òàê, ÷òî óãîë ïîâîðîòà ïðîïîðöèîíà-
ëåí êâàäðàòó âðåìåíè. Ïåðâûé îáîðîò áûë ñäåëàí çà 8 ñ. Íàéòè óãëîâóþ
ñêîðîñòü ÷åðåç 64 ñ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ.
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JÂ ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t âðàùåíèÿ êîëåñà óãîë ïîâîðîòà ϕ

ϕ = kt2. (16.19)

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé t0 = 8 ñ è ϕ0 = 2π íàõîäèì êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè 2π = k · 82 ⇒ k = 2π

82 = π
32 . Òîãäà çàêîí âðàùåíèÿ

áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëîé

ϕ =
π

32
t2. (16.20)

Çàêîí èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè áóäåò

ω = ϕ′ =
π

32
· 2t, ò.å. ω =

π

16
t. (16.21)

Åñëè t = 64 c, òî ω (64) = π
16 · 64 = 4π

(
ðàä

ñ

)
= 2

(
îá
ñ

)
I.

Çàäàíèå 4. Ðàäèóñ øàðà âîçðàñòàåò ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ 5ñì
ñ
.

Êàêîâà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ îáúåìà øàðà â ìîìåíò, êîãäà åãî ðàäèóñ
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 50 ñì?

J Ñ÷èòàåì, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ðàäèóñ øàðà R = 0. Áåðåì ëþáîé òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t, êîãäà
ðàäèóñ øàðà âîçðàñòàåò. Â ýòî âðåìÿ îí ñòàíåò ðàâíûì R = 5t ñì. Òîãäà
îáúåì øàðà áóäåò V (t) = 4

3π (5t)3. Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè V (t).

V ′ (t)= 4π (5t)2 · 5 = 20π (5t)2 = 500πt2 ýòî çàêîí ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ
îáúåìà øàðà.
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Äàëüøå èñïîëüçóåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 5t = 50, t = 10. Òîãäà èñêî-
ìàÿ ñêîðîñòü

V ′ (10) = 20π (5 · 10)2 = 20π ·25 ·100 = 5π ·104

(
ñì3

ñ

)
= 0, 05π

(
ì3

ñ

)
. I

Çàäàíèå 5. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê çàäàííîé êðèâîé
y = x 3

√
1− x â òî÷êàõ ñ àáñöèññàìè: à) x = 0; á) x = 1; â) x = 9.

JÈìååì y (0) = 0, y (1) = 0, y (9) = −18,

y′ = (1− x)
1
3 − x · 1

3
(1− x)−

2
3 =

1

3
(1− x)−

2
3 (3− 4x) ,

y′ (0) = 1, y′ (9) = −11

4
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ áóäóò â ñëó÷àÿõ à) è â) èìåòü
âèä ñîîòâåòñòâåííî y = x è y + 18 = −11

4 (x− 9); â ñëó÷àå á) ïðè x = 1
ôîðìóëà äëÿ y′ òåðÿåò ñìûñë. Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî
âû÷èñëèòü, ÷òî

lim
x→1

y (x)− y (1)

x− 1
= lim

x→1

x

− 3

√
(1− x)2

= −∞.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîùå èñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèå: åñëè f (x) íåïðåðûâ-

íà â òî÷êå x0 è lim
x→x0

f ′ (x) = ∞, òî lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

= ∞ (ñîîòâåòñòâåííî
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+∞ èëè −∞). Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå (1, 0) íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ
y = x 3

√
1− x èìååò âåðòèêàëüíóþ êàñàòåëüíóþ x = 1 (ðèñóíîê 16.3).I

x

y

1

0

xy =

Ðèñóíîê 16.3

Çàäàíèå 6. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé x = 2t− t2,
y = 3t− t3 â òî÷êàõ à) t = −1; á) t = 1; â) t =

√
2.

JÈìååì t = −1⇒ x = −3, y = −2; t = 1⇒ x = 1, y = 2;

t =
√

2⇒ x = 2
√

2− 2, y =
√

2; y′x =
y′t
x′t

=
3
(
1− t2

)
2 (1− t)

=
3

2
(1 + t) , t 6= 1;

y′x|t=−1 = 0, y′x|t=√2 =
3

2

(
1 +
√

2
)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ áóäóò â ñëó÷àÿõ à) è â) ñîîò-
âåòñòâåííî y + 2 = 0 è y −

√
2 = 3

2

(
1 +
√

2
)
·
(
x− 2

√
2 + 2

)
; â ñëó÷àå á)
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â òî÷êå t = 1 ôóíêöèÿ
3(1−t2)
2(1−t) íå îïðåäåëåíà. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî

ïðèìåðà ïðè t = 1 è y′t = 0, è x′t = 0. Ïîýòîìó íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî
â îêðåñòíîñòè òî÷êè (1, 2) ïåðåìåííàÿ y ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíê-
öèåé x èëè ïåðåìåííàÿ x ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé y. Ôóíêöèÿ
y (x) èìååò äâà ó÷àñòêà ìîíîòîííîñòè: íà (−∞, 1] îíà âîçðàñòàåò îò
(−∞) äî 1, íà [1, +∞) � óáûâàåò îò 1 äî (−∞). Ñîîòâåòñòâåííî èìååì
äâå îäíîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå âåòâè ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé y1 (x) è
y2 (x), êàæäàÿ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ x ≤ 1. Òî÷êà M0 (1, 2) � îáùàÿ
äëÿ íèõ. Òàê êàê x ≤ 1, òî ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî îäíîñòîðîííèå
ïîëóêàñàòåëüíûå ê êàæäîé èç âåòâåé â òî÷êå M0.

Ðèñóíîê 16.4
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Èìååì:

lim
x→1−0

y1 (x)− 2

x− 1
= lim

x→1−0
y′1 (x) = lim

t→1

3

2
(1 + t) = 3;

lim
x→1−0

y2 (x)− 2

x− 1
= lim

x→1−0
y′2 (x) = lim

t→1

3

2
(1 + t) = 3.

Èòàê, ïîëóïðÿìàÿ y − 2 = 3 (x− 1), x ≤ 1, ÿâëÿåòñÿ îáùåé ïîëó-
êàñàòåëüíîé äëÿ îáåèõ âåòâåé ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé â òî÷êå (1, 2)
(ðèñóíîê 16.4).I

Çàäàíèå 7. Íàéäåì óãîë, ïîä êîòîðûì ïåðåñåêàþòñÿ êðèâûå

x2 + y2 = 12x è y =
3

√
(x− 6)2.

J×òîáû íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ, íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå

(x− 6)2 + 3

√
(x− 6)4 = 36. Ïîëîæèì (x− 6)2 = z3, òîãäà z3 + z2 = 36.

Òàê êàê z3 + z2 − 36 = (z − 3)
(
z2 + 4z + 12

)
, òî óðàâíåíèå èìååò åäèí-

ñòâåííûé êîðåíü z = 3, îòêóäà x = 6±
√

27. Èòàê, òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ
êðèâûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè M1

(
6 +
√

27, 9
)
è M2

(
6−
√

27, 9
)
. Äëÿ ïåðâîé

êðèâîé èìååì 2x + 2yy′ = 12, îòêóäà y′ = 6−x
y . Ñëåäîâàòåëüíî, óãëî-

âûå êîýôôèöèåíòû êàñàòåëüíûõ ê íåé â òî÷êå M1 åñòü −−
√

3
3 , à â òî÷êå

M2 åñòü −
√

3
3 . Äëÿ âòîðîé êðèâîé y′ = 2(x−6)

1
3

3 , ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå
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0 6 12 x

y

Ðèñóíîê 16.5

M1 óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé åñòü
2

3
√

3
, à â òî÷êåM2 åñòü − 2

3
√

3
.

Óãëû, ïîä êîòîðûìè ïåðåñåêàþòñÿ êðèâûå â òî÷êàõM1 èM2, îäèíàêîâû
è ðàâíû

arctg

√
3

3 + 2
3
√

3

1− 2
9

= arctg
5
√

3

7
. I

Çàäàíèå 8. Êðèâàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì: y = x2 + 5x+ 3. Îïðåäåëèòü
óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê êðèâîé â òî÷êàõ ñ àáñöèññàìè x = −2 è
x = 0.

JÓãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ðàâåí ïðîèçâîäíîé y′ âû÷èñëåí-
íîé ïðè çíà÷åíèè x, ðàâíîì àáñöèññå òî÷êè êàñàíèÿ. Ïîýòîìó íà÷èíàåì
ðåøåíèå çàäà÷è ñ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé: y′ = 2x+ 5.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé â òî÷êå ñ àáñöèññîé
x = −2, à ÷åðåç β � â òî÷êå ñ àáñöèññîé x = 0, ïîëó÷èì:

tgα = y′|x=−2 = 2 · (−2) + 5 = 1, tg β = y′|x=0 = 2 · 0 + 5 = 5.

Óãîë ϕ ìåæäó êàñàòåëüíûìè ðàâåí β − α. Ïîýòîìó

tgϕ = tg (β − α) =
tg β − tgα

1 + tgα tg β
=

5− 1

1 + 5 · 1
=

2

3
.

Íàõîäèì, ÷òî ϕ = 0, 588. I

Çàäàíèå 9. Íà êðèâîé y = 4x2 − 6x + 3 íàéäèòå òî÷êó, â êîòîðîé
êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = 2x.

JÏóñòü èñêîìàÿ òî÷êà êàñàíèÿ åñòü (x0; y0). Òîãäà óãëîâîé êîýôôè-
öèåíò k êàñàòåëüíîé ðàâåí çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå êàñàíèÿ, ò.å.

k = y′|x=x0
= (8x− 6)|x=x0

= 8x0 − 6 = 2 (4x0 − 3) .

Äëÿ òîãî ÷òîáû êàñàòåëüíàÿ áûëà ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = 2x, èõ óã-
ëîâûå êîýôôèöèåíòû äîëæíû ñîâïàäàòü, ò.å. k = 2 èëè 2 (4x0 − 3) = 2.
Ðåøàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x0, ïîëó÷èì: 4x0 − 3 = 1,
4x0 = 4, x0 = 1. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå àáñöèññû èñêîìîé òî÷-
êè â óðàâíåíèå êðèâîé, íàéäåì çíà÷åíèå åå îðäèíàòû y0 = 4·12−6·1+3 = 1.
Èòàê, èñêîìîé áóäåò òî÷êà (1; 1) . I
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Çàäàíèå 10. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê êðèâîé
y = 1

1+x2 â òî÷êå ñ àáñöèññîé 2.

JÏî çàäàííîìó çíà÷åíèþ x0 = 2 íàõîäèì y0 = 1
1+22 = 1

5 . Çíà÷èò, êà-

ñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M
(
2; 1

5

)
. Ïèøåì óðàâíåíèå ïó÷êà ïðÿ-

ìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M
(
2; 1

5

)
: y − 1

5 = k (x− 2).

Íàõîäèì óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé:

k = y′|x=2 =

(
1

1 + x2

)′∣∣∣∣
x=2

=
−2x

(1 + x2)2

∣∣∣∣
x=2

= − 4

25
.

Ïîñêîëüêó íîðìàëü è êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé, ïðîâåäåííûå â îäíîé
òî÷êå êðèâîé, âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî äëÿ íîðìàëè óãëîâîé êîýô-
ôèöèåíò k = 25

4 . Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ k â óðàâíåíèå ïó÷êà
ïðÿìûõ, íàéäåì èñêîìûå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè: óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé: y = −4x+13

25 , èëè 4x + 25y − 13 = 0, óðàâíåíèå íîðìàëè:
y = 125x−246

20 , èëè 125x− 20y − 246 = 0. I

Çàäàíèå 11. Äëèíà âåðòèêàëüíî ñòîÿùåé ëåñòíèöû ðàâíà 5 ì. Íèæ-
íèé êîíåö ëåñòíèöû íà÷èíàåò îòîäâèãàòüñÿ îò ñòåíû ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-
ñòüþ 2 ì/ñåê. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ îïóñêàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t âåðõíèé
êîíåö ëåñòíèöû? ×åìó ðàâíî åãî óñêîðåíèå â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè?

JÇà t ñåê íèæíèé êîíåö ëåñòíèöû ïðîéäåò ðàññòîÿíèå â 2t ì. Ïî
òåîðåìå Ïèôàãîðà âåðõíèé êîíåö íàõîäèòñÿ â ýòîò ìîìåíò íà âûñîòå
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h =
√

25− 4t2. ×òîáû íàéòè ñêîðîñòü äâèæåíèÿ, âû÷èñëèì ïðîèçâîä-
íóþ ôóíêöèè s = 5 − h. Èìååì: ds

dt = d(5−h)
dt = −dh

dt = 4t√
25−4t2

. Òàê êàê
óñêîðåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò ñêîðîñòè ïî âðåìåíè, òî

a =
dυ

dt
=

100

(25− 4t2)
√

25− 4t2
. I

Çàäàíèå 12. Ðåçåðâóàð, èìåþùèé ôîðìó ïîëóøàðà, çàïîëíÿåòñÿ âî-
äîé. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàäèóñ ðåçåðâóàðà ðàâåí R0, à ñêîðîñòü çàïîëíåíèÿ
ñîñóäà υ0, îïðåäåëèòå ñêîðîñòü ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ âîäû â ðåçåðâóàðå.

JÑêîðîñòü ïîâûøåíèÿ âîäû â ñîñóäå ðàâíà ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè
îò óðîâíÿ âîäû â ñîñóäå.

Åñëè óðîâåíü âîäû â ñîñóäå h, òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ ñêîðîñòü υ îïðå-
äåëèòñÿ èç óñëîâèÿ u = dh

dt . Íàéäåì çàâèñèìîñòü h îò t.

Îáúåì âîäû V , çàïîëíèâøåé ðåçåðâóàð, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
V = πh2

(
R− h

3

)
, à òàê êàê h = f (t), òî V åñòü ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ îò t.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóïåðïîçèöèè ôóíê-
öèè èìååì: dVdt = dV

dh ·
dh
dt . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

dV
dt � ñêîðîñòü çàïîëíåíèÿ íàì

èçâåñòíà è ðàâíà υ0, a
dV
dh = 2πh

(
R− h

3

)
− πh2

3 = πh (2R− h), ïîëó÷èì:

u =
dh

dt
=

dV
dt
dV
dh

=
υ0

πh (2R− h)
. I
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Çàäàíèå 13. Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ ñóììû

sn = 12 + 22x+ . . .+ n2xn−1.

JÏî ôîðìóëå äëÿ ñóììû ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èìååì:

1 + x+ x2 + . . .+ xn =
xn+1 − 1

x− 1
.

Ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

1 + 2x+ . . .+ nxn−1 =
nxn+1 − (n+ 1)xn + 1

(x− 1)2 .

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà x è ñíîâà ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå
åãî ÷àñòè, ïîëó÷èì:

12 + 22x+ . . .+ n2xn−1 =

=
n2xn+2 −

(
2n2 + 2n− 1

)
xn+1 + (n+ 1)2 xn − x− 1

(x− 1)3 . I

Çàäàíèå 14. Òÿæåëàÿ áàëêà äëèííîé l ì îïóñêàåòñÿ íà çåìëþ òàê,
÷òî åå íèæíèé êîíåö ïðèêðåïëåí ê âàãîíåòêå, à âåðõíèé óäåðæèâàåòñÿ
êàíàòîì, íàìîòàííûì íà âîðîò, êîòîðûé ðàçìàòûâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ υ

ì/ñåê. Ïðè ýòîì áàëêà îïóñêàåòñÿ è âàãîíåòêà îòêàòûâàåòñÿ. Îïðåäå-
ëèòå óñêîðåíèå, ñ êîòîðûì îòêàòûâàåòñÿ âàãîíåòêà â òîò ìîìåíò, êîãäà
ðàññòîÿíèå îò íåå äî ñòåíû ðàâíî b ì.
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JÇà tñåê âåðõíèé êîíåö áàëêè ïðîéäåò ïóòü v · t. Òîãäà íèæíèé êî-
íåö áàëêè, à òàêèì îáðàçîì è âàãîíåòêà ïåðåìåñòÿòñÿ íà S ì. Èìååì â
ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò t (ðèñóíîê 16.6) OA = S, KO = l− v · t, KA = l.
Èç òåîðåìû Ïèôàãîðà (∆AOK � ïðÿìîóãîëüíûé) èìååì

0 0x x

L Lt=0 t - произвольный

l l

K

A

S

l-vt

Ðèñóíîê 16.6

S(t) =
√
l2 − (l2 − vt)2 =

√
2lvt− v2t2.

Ñ ó÷åòîì ìåõàíè÷åñêîãî ñìûñëà âòîðîé ïðîèçâîäíîé, íàéäåì óñêî-
ðåíèå, ñ êîòîðûì äâèæåòñÿ âàãîíåòêà, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t. Äëÿ
ýòîãî âû÷èñëèì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè S(t)

S ′(t) =
lv − v2t√
2lvt− v2t2

;
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S ′′(t) =
−v2
√

2lvt− v2t2 −
(
lv − v2t

)
lv−v2t√
2lvt−v2t2

2lvt− v2t2
= − l2v2

(2lvt− v2t2)
3
2

.

Ïîëó÷èëè a(t) = − l2v2

(2lvt−v2t2)
3
2
.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t0 âàãîíåòêà íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè b ì îò
ñòåíû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî b =

√
2lvt0 − v2t0.

Òîãäà óñêîðåíèå âàãîíåòêè â ìîìåíò âðåìåíè t0 ðàâíî

a(t0) = −l
2v2

b3
. (16.22)

Ïðîâåðêà ðàçìåðíîñòè âûðàæåíèÿ (16.22) ì
ñ2 =

ì2·ì
2

ñ
2

ì3 = ì
ñ2 .

Çíàê ¾−¿ ïåðåä âûðàæåíèåì (16.22) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñêîðîñòü óìåíü-
øàåòñÿ.

Îòâåò: Â ìîìåíò, êîãäà ðàññòîÿíèå îò âàãîíåòêè äî ñòåíû ðàâíî b ì,
îíà èìååò óñêîðåíèå ðàâíîå − l2v2

b3 ì/c2. I

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1. Ïîä êàêèì óãëîì ïåðåñåêàåòñÿ ïàðàáîëà y = x2 ñ ïðÿìîé
3x− y − 2 = 0?

Çàäàíèå 2. Ïîä êàêèìè óãëàìè ïåðåñåêàþòñÿ ïàðàáîëû: y = x2 è
y2 = x?
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Çàäàíèå 3. Ïîä êàêèìè óãëàìè ïåðåñåêàåòñÿ ãèïåðáîëà y = 1
x ïàðà-

áîëîé y =
√
x.

Çàäàíèå 4. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè, ïðîâåäåí-
íûõ ê êðèâîé y = x3 â òî÷êå ñ àáñöèññîé 2.

Çàäàíèå 5. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé êàñàòåëü-
íûå ê êðèâûì y = x2 è y = x3 ïàðàëëåëüíû?

Çàäàíèå 6. Â êàêîé òî÷êå êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå y = x2: 1) ïàðàë-
ëåëüíà ïðÿìîé y = 4x− 5; 2) ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé 2x− 6y + 5 = 0;
3) îáðàçóåò ñ ïðÿìîé 3x− y + 1 = 0 óãîë â 45◦?

Çàäàíèå 7. Íà ïàðàáîëå y = x2 âçÿòû äâå òî÷êè ñ àáñöèññàìè x1 = 1,
x2 = 3. ×åðåç ýòè òî÷êè ïðîâåäåíà ñåêóùàÿ. Â êàêîé òî÷êå ïàðàáîëû
êàñàòåëüíàÿ ê íåé áóäåò ïàðàëëåëüíà ïðîâåäåííîé ñåêóùåé?

Çàäàíèå 8. ×åðåç ôîêóñ ïàðàáîëû ïðîâåäåíà õîðäà, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíàÿ îñè ïàðàáîëû. ×åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé õîðäû ñ ïàðàáîëîé
ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå. Äîêàçàòü, ÷òî ýòè êàñàòåëüíûå ïåðåñåêàþòñÿ
ïîä ïðÿìûì óãëîì.

Çàäàíèå 9. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê ãèïåðáîëå
y = 1

x â òî÷êå ñ àáñöèññîé x = −1
2 .

Çàäàíèå 10. Ïîêàçàòü, ÷òî îòðåçîê êàñàòåëüíîé ê ãèïåðáîëå y = a
x ,

çàêëþ÷åííûé ìåæäó îñÿìè êîîðäèíàò, äåëèòñÿ â òî÷êå êàñàíèÿ ïîïîëàì.

Çàäàíèå 11. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëû xy = a ïëîùàäü òðåóãîëü-
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íèêà, îáðàçîâàííîãî ëþáîé êàñàòåëüíîé è êîîðäèíàòíûìè îñÿìè, ðàâíà
ïëîùàäè êâàäðàòà, ïîñòðîåííîãî íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè.

Çàäàíèå 12. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê êðèâîé
y = x4 − 3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (1;−2).

Çàäàíèå 13. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê êðèâîé
y = x2 + 2x− 1 â òî÷êå åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïàðàáîëîé y = 2x2.

Çàäàíèå 14. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = lnx. Â
êàêîé òî÷êå ýòà êàñàòåëüíàÿ: à) ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = x− 1; á) ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ê ïðÿìîé 2x+ 3y = 1?

Çàäàíèå 15. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå íîðìàëè ê y = x2 + 4x + 1, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé ê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé íà÷àëî êîîðäèíàò ñ âåðøèíîé
ïàðàáîëû.

Çàäàíèå 16. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé y = 3x − 4 òàê, ÷òî åå àáñ-
öèññà âîçðàñòàåò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ υ = 7. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ
èçìåíÿåòñÿ îðäèíàòà?

Çàäàíèå 17. Êîëåñî âðàùàåòñÿ òàê, ÷òî óãîë ïîâîðîòà ïðîïîðöèî-
íàëåí êâàäðàòó âðåìåíè. Ïåðâûé îáîðîò áûë ñäåëàí êîëåñîì çà 8 ñåê.
Îïðåäåëèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü ñî ÷åðåç 32 ñåê ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ.

Çàäàíèå 18. Êàíàò âèñÿùåãî ìîñòà èìååò âèä ïàðàáîëû è ïðèêðåï-
ëåí ê âåðòèêàëüíûì îïîðàì, îòñòîÿùèì îäíà îò äðóãîé íà 200 ì. Ñàìàÿ
íèæíÿÿ òî÷êà êàíàòà íàõîäèòñÿ íà 40 ì íèæå òî÷åê ïîäâåñà. Íàéòè óãîë
ìåæäó êàíàòîì è îïîðíûìè êîëîííàìè.
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Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è, ñîñòàâüòå óðàâíåíèå
ïàðàáîëû, ò.å. îïðåäåëèòå âåëè÷èíó k â óðàâíåíèè y = kx2.

Çàäàíèå 19. Äâà ñàìîëåòà âûëåòàþò (íå îäíîâðåìåííî) èç ïóíêòà
A è ëåòÿò: îäèí ñî ñêîðîñòüþ 850 êì/÷ â þæíîì íàïðàâëåíèè, äðóãîé
� ñî ñêîðîñòüþ 900 êì/÷ â çàïàäíîì íàïðàâëåíèè. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ
âîçðàñòàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ñàìîëåòàìè âî âðåìÿ ïîëåòà? Êàêîâà ýòà
ñêîðîñòü â ìîìåíò, êîãäà ðàññòîÿíèå ïåðâîãî ñàìîëåòà îò ïóíêòà A ðàâíî
75 êì, à âòîðîãî � 180 êì?

Çàäàíèå 20. Âðàùàþùååñÿ ìàõîâîå êîëåñî, çàäåðæèâàåìîå òîðìî-
çîì, çà t ñåêóíä ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë ϕ = a + bt − ct2, ãäå a, b è c �
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Îïðåäåëèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü è óñêîðåíèå
âðàùåíèÿ.

Çàäàíèå 21. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïàðàáîëå y = 7 − x2 òàê, ÷òî åå
àáñöèññà èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè t ïî çàêîíó x = t3. Ñ êàêîé
ñêîðîñòüþ èçìåíÿåòñÿ îðäèíàòà?

Çàäàíèå 22. Èìååòñÿ òîíêèé íåîäíîðîäíûé ñòåðæåíü AB äëèíîé
20 ñì. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè C ñòåðæíÿ, îòñòîÿùåé îò A íà
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ðàññòîÿíèè 1 ñì, ìàññà êóñêà ñòåðæíÿ AC îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
M = 3l2 + 5l. Íàéäèòå ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ: à) â òî÷êå, îòñòî-
ÿùåé îò òî÷êè A íà l = 5 ñì; á) â ñàìîé òî÷êå A; â) â êîíöå ñòåðæíÿ.

Çàäàíèå 23. Çàêîí äâèæåíèÿ òåëà äàí ôîðìóëîé: S = a + bt + ct2.

Ïîêàçàòå, ÷òî äåéñòâóþùàÿ ñèëà ïîñòîÿííà.

Óêàçàíèå. Èìåòü â âèäó, ÷òî óñêîðåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî äåéñòâóþ-
ùåé ñèëå.

Çàäàíèå 24. Ðàñïàä ðàäèÿ ñîâåðøàåòñÿ ïî çàêîíó R = R0e
−kt, ãäå

R0 � êîëè÷åñòâî ðàäèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0, a R � êî-
ëè÷åñòâî íå ðàñïàâøåãîñÿ ðàäèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t. Îïðåäåëèòå çàêîí
çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàñïàäà ðàäèÿ îò âðåìåíè. Ïîêàæèòå, ÷òî ñêî-
ðîñòü ðàñïàäà ïðîïîðöèîíàëüíà íàëè÷íîìó êîëè÷åñòâó ðàäèÿ.

Çàäàíèå 25. Ïîñòîÿííûé òîê îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî ýëåê-
òðè÷åñòâà, ïðîòåêøåå ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðîâîäíèêà â åäèíèöó
âðåìåíè. Äàéòå â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèå ïåðåìåííîãî òîêà.
Îïðåäåëèòå òîê â êîíöå ïÿòîé ñåêóíäû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî
ýëåêòðè÷åñòâà, ïðîòåêøåå ÷åðåç ïðîâîäíèê, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè
t = 0, äàåòñÿ ôîðìóëîé: Q = 2t2 + 3t+ 1 (êóëîíîâ).

Çàäàíèå 26. Âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ ñëåäóþùèõ ñóìì:

à) 1 · 2 + 2 · 3x+ . . .+ n (n+ 1)xn−1;

á) 1 + 3x2 + 5x4 + . . .+ (2n− 1)x2x−2;

â) 1− 5x4 + 9x8 + . . .+ (−1)n−1 (4n− 3)x4n−4;
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ã) 12 + 32x2 + 52x4 + . . .+ (2n− 1)2 x2x−2.

Çàäàíèå 27. Îïðåäåëèâ äëèíó ïîäêàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = axn,
äàéòå ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ýòîé êðèâîé.

Çàäàíèå 28. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïàðàáîëû y2 = 2px à) ïîäêàñàòåëü-
íàÿ ðàâíà óäâîåííîé àáñöèññå òî÷êè êàñàíèÿ; á) ïîäíîðìàëü ïîñòîÿííà.
Äàéòå ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå.

ËÅÊÖÈß 17

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

17.1. Ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííàÿ êðèâàÿ

Îäíîìåðíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç èçó÷àåò îòîáðàæåíèÿ èç ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé R â R. Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå èç R â êîîðäè-
íàòíóþ ïëîñêîñòü Π (P : I ⊂ R→ Π).

Ýòîìó îòîáðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ôóíêöèé èç
R â R: {

ϕ (t) = pr1 ◦ p,
ψ (t) = pr2 ◦ p,

ãäå pr1 (pr2) � îòîáðàæåíèå Π íà îñü àáñöèññ (îñü îðäèíàò); D (ϕ) =
= D (ψ) = D (p) = I; ϕ, ψ � êîìïîíåíòû îòðàæåíèÿ p (t).



388

Îïðåäåëåíèå 17.1. Ïàðàìåòðèçàöèåé ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ ëþ-
áîå îòîáðàæåíèå f êàêîãî-íèáóäü ìíîæåñòâà F íà E (îáùèé ýëåìåíò
F íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì, à êîíêðåòíûé � çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà). Ïðè
ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî E ïàðàìåòðèçîâàííî ìíîæåñòâîì F ïðè
ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ f .

Ïðèìåð 17.1. Áèåêòèâíîé ïàðàìåòðèçàöèåé ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå êî-
îðäèíàò íà ïðÿìîé (ïàðàìåòðèçàöèÿ ïðÿìîé ìíîæåñòâîì R).

Ïðèìåð 17.2. Íåáèåêòèâíîé ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè (ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì åäèíèöà) ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé (òî÷êå íà îêðóæíîñòè, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ÷èñëî t ∈ R
áóäóò óäîâëåòâîðÿòü è ÷èñëà t+ 2πm ∈ R, m = 0,±1, . . .).

Îïðåäåëåíèå 17.2. Ïàðàìåòðèçèðîâàííûì ïóò¼ì â Π (ïëîñêîñòè)
íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìíîæåñòâî å¼ òî÷åê, ïàðàìåòðèçèðîâàííîå íåâûðîæ-
äåííûì ïðîìåæóòêîì ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ýòî çíà÷èò, ïàðàìåòðèçèðîâàí-
íûé ïóòü çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèåì P : I ⊂ R → Π, ãäå D (p) = I �
íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê (ñàìî îòîáðàæåíèå P òàêæå íàçûâàþò ïà-
ðàìåòðèçèðîâàííûì ïóò¼ì). Åñëè P íåïðåðûâíî íà I, òî ïàðàìåòðè-
çèðîâàííûé ïóòü íàçûâàåòñÿ êðèâîé Æîðäàíà. Ïàðàìåòðèçèðîâàííûé
ïóòü îáû÷íî çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé{

x = ϕ (t) ,
y = ψ (t) ,

t ∈ I. (17.1)
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Òåîðåìà 17.1. Ïàðàìåòðèçèðîâàííûé ïóòü P íåïðåðûâåí â òî÷êå
t0 ∈ I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèè ϕ è ψ íåïðåðûâíû â óêàçàí-
íîé òî÷êå.

J Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ (p (t) , p (t0)) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïàðà-
ìåòðèçîâàííîãî ïóòè M (ϕ (t) , ψ (t)) è M0 (ϕ (t0) , ψ (t0)), ýòî çíà÷èò

ρ (p (t) , p (t0)) = ρ (M (ϕ (t) , ψ (t)) ,M0 (ϕ (t0) , ψ (t0))) =

=

√
(ϕ (t)− ϕ (t0))

2 + (ψ (t)− ψ (t0))
2.

Îòîáðàæåíèå p (t) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå t0 ∈ I, åñëè
lim
t→t0

ρ (p (t) , p (t0)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 17.1 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì íåðàâåíñòâå:{
|ϕ (t)− ϕ (t0)|
|ψ (t)− ψ (t0)|

≤
√

(ϕ (t)− ϕ (t0))
2 + (ψ (t)− ψ (t0))

2 ≤

≤
√
|ϕ (t)− ϕ (t0)|2 + 2 |ϕ (t)− ϕ (t0)| · |ψ (t)− ψ (t0)|+ |ψ (t)− ψ (t0)|2 ≤

≤ |ϕ (t)− ϕ (t0)|+ |ψ (t)− ψ (t0)| . I (17.2)

Çàìå÷àíèå 17.1. Ãðàôèê Γf ôóíêöèè f ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçè-
ðîâàí ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ x ∈ D (f) → M (x, f (x)). Åñëè D (f) �
íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê, òî Γf � ïàðàìåòðèçèðîâàííûé ïóòü:{

x = t,

y = f (t) ,
t ∈ D (f) .



390

17.2. Ïðèìåðû ïàðàìåòðèçèðîâàííûõ ïóòåé

17.2.1. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé

Ïóñòü ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè M0 (x0, y0), M1 (x1, y1). Òîãäà å¼
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

x− x0

x1 − x0
=

y − y0

y1 − y0
= t, èëè

{
x = x0 + t (x1 − x0) ,
y = y0 + t (y1 − y0) ,

(17.3)

ãäå ôóíêöèè (17.3) îïðåäåëåíû íà I = R. Åñëè I = [0, 1], òî ñèñòåìîé
(17.3) çàäà¼òñÿ îòðåçîê ñ êîíöàìè â òî÷êàõ M0 è M1. (17.3) � ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé (îòðåçêà).

17.2.2. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (17.4)

Òåîðåìà 17.2. Êðèâàÿ L áóäåò ýëëèïñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíà ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçèðîâàííûì ïóò¼ì{

x = a cos t,
y = b sin t,

t ∈ [0; 2π) . (17.5)
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JÂîçüì¼ì ëþáóþ òî÷êóM (x, y), êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó (17.4).
Òîãäà òî÷êàK

(
x
a ,

y
b

)
ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, à ïîýòîìó ñó-

ùåñòâóåò òàêîå t ∈ [0, 2π), ÷òî x
a = cos t, yb = sin t, y = b sin t, x = a cos t.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè M ýëëèïñà ïîëó÷èì ïðåäñòàâ-
ëåíèå (17.5). È íàîáîðîò, ëþáàÿ òî÷êà ïàðàìåòðèçèðîâàííîãî ïóòè (17.5)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ýëëèïñà (17.4).

(a cos t)2

a2
+

(b sin t)2

b2
= 1; 1 = 1. I

x

y

a

b

t

O

);( yxM

÷
ø

ö
ç
è

æ
y

b

a
xM ,'

Ðèñóíîê 17.1 � Ýëëèïñ è îêðóæíîñòü

Çàìå÷àíèå 17.2. Îïðåäåëèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðà t.
Âîçüì¼ì ëþáóþ òî÷êó M (x; y) ýëëèïñà (17.4) è åé ñîîòâåòñòâóþùóþ
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òî÷êó M ′ (x, aby) = M ′ (α, β). Ïîêàæåì, ÷òî M ′ ïðèíàäëåæèò îêðóæíî-

ñòè α2 +β2 = a2. Èìååì x2 + a2

b2 y
2 = a2 ⇔ x2

a2 + y2

b2 = 1, òàê êàêM � òî÷êà
ýëëèïñà (17.4).

Ñëåäñòâèå 17.1. çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà t, ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷-
êå M (x; y) ýëëèïñà (17.4) ñëóæèò óãîë ìåæäó äåéñòâèòåëüíîé îñüþ

OX è ðàäèóñ-âåêòîðîì
−−→
OM ′, M ′ (x; aby

)
ïðèíàäëåæèò îêðóæíîñòè ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñà a, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè (ðèñóíîê 17.1).

17.2.3. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âåòâåé ãèïåðáîëû
x2

a2 − y2

b2 = 1 � êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû;{
x = a · ch t,
y = b · sh t, (x ≥ a, t ∈ R) � ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðàâîé

âåòêè ãèïåðáîëû;{
x = −a · ch t,
y = b · sh t, (x ≤ a, t ∈ R) � ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ëåâîé

âåòêè ãèïåðáîëû (sh t = et−e−t
2 � ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ; ch t = et+e−t

2 �
ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ).
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17.2.4. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ öèêëîèäû{
x = a (t− sin t) ,
y = a (1− cos t)

t ∈ [0, 2π] (ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî −∞ < t < +∞)

Öèêëîèäà � ýòî êðèâàÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé
îêðóæíîñòè êðóãà, êîòîðûé êàòèòñÿ áåç òðåíèÿ è ñêîëüæåíèÿ ïî ïðÿìîé,
íàïðèìåð îñè àáñöèññ (ðèñóíîê 17.2).

Ðèñóíîê 17.2 � Öèêëîèäà

17.2.5. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå àñòðîèäû{
x = a cos3 t,
y = a sin3 t,

t ∈ [0, 2π) (àñòðîèäà � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ

îïèñûâàåòñÿ òî÷êîé M (x; y) îêðóæíîñòè ðàäèóñà r = a/4, êîòîðàÿ êà-
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òèòñÿ ïî âíóòðåííåé ñòîðîíå îêðóæíîñòè x2 + y2 = a2. Â íà÷àëå äâèæå-
íèÿ M (x; y) = P (a; 0)).

Ðèñóíîê 17.3 � Àñòðîèäà

17.2.6. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äåêàðòîâîãî ëèñòà

{
x = − 3at

1+t3 ;

y = 3at2

1+t3 ;
t ∈ R\{−1}; t =

y

x
.

Ïðè t→ ±∞ îáå êîîðäèíàòû ñòðåìÿòñÿ ê 0 (íà÷àëüíàÿ òî÷êà O (0; 0)
ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðè t = 0, òàê è ïðè t = ±∞). Ïðè èçìåíåíèè t îò −∞
äî (−1) (M (x; y) � ïåðåìåííàÿ òî÷êà) òî÷êà M (x; y), âûõîäÿ èç íà÷àëà
êîîðäèíàò, óäàëÿåòñÿ ïî ïðàâîé âåòêå â áåñêîíå÷íîñòü. Ïðè âîçðàñòàíèè
t îò 0 äî +∞ òî÷êà M îïèñûâàåò (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) ïåòëþ. Ïðè
èçìåíåíèè t îò (−1) äî 0 òî÷êà M èç áåñêîíå÷íîñòè ïî ëåâîé âåòêå
âîçâðàùàåòñÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò.
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-a

-a

0 x

y

Ðèñóíîê 17.4 � Äåêàðòîâ ëèñò

17.3. Ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûå ôóíêöèè

Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå P íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà I ⊂ R â ÷èñëî-
âóþ ïëîñêîñòü Π ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé (16.12). Îáëàñòü
çíà÷åíèé E ⊂ Π îòîáðàæåíèÿ P åñòü ìíîæåñòâî ïàð{

(ϕ (t) , ψ (t)) ∈ Π
∣∣∣ t ∈ I} .

Ýòî ìíîæåñòâî ïàð ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñîîòâåòñòâèåì f . Âîçíèêàåò
âîïðîñ: êîãäà ñîîòâåòñòâèå f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé? Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèåé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (16.12).
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Òåîðåìà 17.3. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ ñèñòåìû (16.12) âîçðàñòàåò èëè óáû-
âàåò íà ïðîìåæóòêå I, òî íà ìíîæåñòâå ϕ (I) = E (ϕ) îïðåäåëåíà ôóíê-
öèÿ f òàêàÿ, ÷òî y = ψ (t) = f (ϕ (t)) äëÿ ëþáûõ t ∈ I, ïðè÷¼ì, åñëè ψ
íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I, òî è f � íåïðåðûâíà íà ϕ (I) = E (ϕ) =
= D (f), à åñëè æå è ϕ � íåïðåðûâíà íà I, òî D (f) � ïðîìåæóòîê.

JÄîïóñòèì, ÷òî x = ϕ (t) âîçðàñòàåò íà I. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàò-
íàÿ ôóíêöèÿ t = ϕ−1 (x) ñ D

(
ϕ−1
)

= E (ϕ) è E
(
ϕ−1
)

= D (ϕ) = I.
Âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè (êîìïîçè-
öèè ôóíêöèé).

y = ψ (t) , D (ψ) = I,

t = ϕ−1 (x) , D
(
ϕ−1
)

= E (ϕ)
E
(
ϕ−1
)

= I = D (ψ)

∣∣∣∣∣∣ ⇒ ∃ íà D (ϕ−1
)

= E (ϕ) ôóíêöèÿ f

òàêàÿ, ÷òî y = ψ
(
ϕ−1 (x)

)
= f (x) (D (f) = E (ϕ)) (èëè y = ψ (t) =

= f (ϕ (t)) ∀t ∈ I).
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî. Äàëåå èñïîëüçóåì òåîðåìó î

íåïðåðûâíîñòè ìîíîòîííîé è ñëîæíîé ôóíêöèé. ϕ−1 � âîçðàñòàåò íà
D
(
ϕ−1
)

= E (ϕ) (òàê êàê ϕ � âîçðàñòàåò íà I), E
(
ϕ−1
)

= D (ϕ) = I �
ïðîìåæóòîê, ïîýòîìó ϕ−1 � íåïðåðûâíà íà E (ϕ) = D

(
ϕ−1
)
.

Òåïåðü èìååì: ψ � íåïðåðûâíà íà I = D (ψ) , ϕ−1 � íåïðåðûâíà íà
D
(
ϕ−1
)

= E (ϕ), çíà÷èò, ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ f (x) = ψ
(
ϕ−1 (x)

)
� íåïðå-

ðûâíà íà ϕ (I) = E (ϕ) = D (f).
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È ïîñëåäíåå, åñëè ϕ � íåïðåðûâíà íà I, òî E (ϕ) = D (f) � ïðîìåæó-
òîê (ñëåäóåò èç òåîðåìû î ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé
íà ïðîìåæóòêå).I

Ïðèìåð 17.3. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðàôèê öèêëîèäû{
x = a (t− sin t) = ϕ (t) ,
y = a (1− cos t) = ψ (t) ,

t ∈ R ,

åñòü ãðàôèê ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè (a > 0) .

J D (ϕ) = R = I � ïðîìåæóòîê, ïîêàæåì, ÷òî ϕ (t) � âîçðàñòàåò íà
R. Áåð¼ì ∀t1, t2 ∈ R, t1 < t2. Áóäåì èìåòü:

|sin t2 − sin t1| =
∣∣∣∣2 sin

t2 − t1
2

cos
t1 + t2

2

∣∣∣∣ < |t2 − t1| ⇔
⇔ − |t2 − t1| < sin t2 − sin t1 < |t2 − t1| = t2 − t1.

Çíà÷èò, a (t2 − sin t2) > a (t1 − sin t1) óòâåðæäåíèå î âîçðàñòàíèè äî-
êàçàíî.

Èç òåîðåìû 17.3 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷åíèÿ íàøåé çàäà÷è:
íà E (ϕ) = ϕ (I) = R çàäàíà ôóíêöèÿ f . Äîïîëíèòåëüíî âèäíî, ÷òî f �
íåïðåðûâíà íà R (ϕ � íåïðåðûâíà íà I = R).I
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17.4. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ
ïàðàìåòðè÷åñêè

Òåîðåìà 17.4. Åñëè ôóíêöèè x = ϕ (t) è y = ψ (t) îïðåäåëåíû â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (t0, δ), ôóíêöèÿ ϕ � âîçðàñòàåò (óáûâàåò) è
íåïðåðûâíà â ýòîé îêðåñòíîñòè, à â òî÷êå t0 ñóùåñòâóþò ψ

′ (t0) è ϕ
′ (t0),

ïðè÷¼ì ϕ′ (t0) 6= 0, òî ôóíêöèÿ f (ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè
ñèñòåìîé óðàâíåíèé x = ϕ (t), y = ψ (t)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
x0 = ϕ (t0) è å¼ ïðîèçâîäíàÿ

f ′ (x0) =
ψ′ (t0)

ϕ′ (t0)
. (17.6)

JÈç òåîðåìû 17.3 ñëåäóåò, ÷òî ∃f (x) = ψ
(
ϕ−1 (x)

)
íà ìíîæåñòâå

ϕ (U (x0, δ)) = D (f). Êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû
î ñóùåñòâîâàíèè ïðîèçâîäíîé äëÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ϕ−1 â òî÷êå x0,
çíà÷èò:

∃
(
ϕ−1 (x)

)′
x=x0

=
1

ϕ′ (t0)
.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè, áóäåì
èìåòü

(
f (x) = ψ

(
ϕ−1 (x)

))
:

∃f ′ (x0) =
(
ψ
(
ϕ−1 (x)

))′
x=x0

= ψ′ (t0) ·
(
ϕ−1 (x)

)′
x=x0

=
ψ′ (t0)

ϕ′ (t0)
, y′x =

y′t
y′t
. I
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Ïðèìåð 17.4.
{
x = a cos t,
y = b sin t.

t ∈ [0, 2π].

JÂèäíî, ÷òî íà ïðîìåæóòêàõ (0, π) è (π, 2π) âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëî-
âèÿ òåîðåìû 17.4 (ôóíêöèÿ x = ϕ (t) = a cos t íà êàæäîì èç óêàçàí-
íûõ ïðîìåæóòêîâ ñîîòâåòñòâåííî óáûâàåò è âîçðàñòàåò, òàêæå ∃ϕ′ (t) =
= −a sin t 6= 0 è ∃ψ′ (t) = b cos t â ëþáîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìûõ ìíî-
æåñòâ). Çíà÷èò:

∃y′x =
y′t
x′t

=
b cos t

−a sin t
= − b

a
ctg t. I

17.5. Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðèçàöèè ìíîæåñòâà.
2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðèçîâàííîãî ïóòè.
3. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûõ êðèâûõ (ïðÿìàÿ,

ýëëèïñ, ãèïåðáîëà, öèêëîèäà, àñòðîèäà, äåêàðòîâ ëèñò).
4. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè.
5. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î äèôôåðåíöèðîâàíèè ïàðàìåòðè÷åñêè

çàäàííîé ôóíêöèè.
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 16

Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Çàäàíèå 1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ëåéáíèöà, íàéäèòå n-þ, n ∈ N ,
n > 1, ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f (x) =

(
x2 − 5

)
cos 2x.

JÅñëè ôóíêöèè u (x) è υ (x) n-ðàç äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x, òî
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ëåéáíèöà

(uυ)(n) =
n∑
k=0

Ck
nu

(n−k)υ(k). (17.7)

Ïóñòü ó íàñ υ (x) = x2 − 5, à u (x) = cos 2x.

((
x2 − 5

)
cos 2x

)(n)
=

n∑
k=0

Ck
n

(
x2 − 5

)(k)
(cos 2x)(n−k) =

= C0
n

(
x2 − 5

)
(cos 2x)(n) + C1

n · 2x (cos 2x)(n−1) + C2
n · 2 (cos 2x)(n−2) =

=
n!

0! (n− 0)!

(
x2 − 5

)
· 2n cos

(
2x+ n

π

2

)
+

+
n!

1! (n− 1)!
· 2x · 2n−1 cos

(
2x+ (n− 1)

π

2

)
+
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+
2 · n!

2! (n− 2)!
· 2n−2 cos

(
2x+ (n− 2)

π

2

)
= 2n

(
x2 − 5

)
cos
(

2x+ n
π

2

)
+

+ 2nnx cos
(

2x+ (n− 1)
π

2

)
+ 2n−2n (n− 1) cos

(
2x+ (n− 2)

π

2

)
. I

Çàäàíèå 2. Ïóñòü y = (4x+ 1)7 (x2 + 6x− 3
)10

(x+ 5)12. Íàéäèòå
âûðàæåíèÿ äëÿ y(39) è äëÿ y(40).

JÅñëè ðàñêðûòü ñêîáêè â âûðàæåíèè âûøå, òî ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí
ñî ñòàðøèì ÷ëåíîì 47x39. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè n > k (k è n � íàòóðàëüíûå

÷èñëà)
(
xk
)(n)

= 0, à (xn)(n) = n! Ïîýòîìó 39-å ïðîèçâîäíûå îò âñåõ
ñëàãàåìûõ, êðîìå ñòàðøåãî, ðàâíû íóëþ, à 39-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ñòàðøåãî
÷ëåíà ðàâíà 47 · 39! Èòàê, y(39) = 47 · 39! ßñíî, ÷òî y(40) = 0. I

Çàäàíèå 3.Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà ôóíê-
öèè y = ekx.

J y′ = kekx, y′′ = k2ekx, y′′′ = k3ekx. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî y(n) = knekx. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 ýòà
ôîðìóëà âåðíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå äîêàçàíî ðàâåíñòâî y(n) = knekx.
Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì: y(n+1) = kn+1ekx.
Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû äëÿ n, âûòåêàåò åå
ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n+ 1. Çíà÷èò, îíà âåðíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ n. I

Çàäàíèå 4. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ n-é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

y = sin 4x cos 2x.
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JÏðåîáðàçóåì çàäàííóþ ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå

sinα cos β =
1

2
[sin (α + β) + sin (α− β)] .

Òîãäà y = 1
2 (sin 6x+ sin 2x). Òàê êàê (sin ax)(n) = an sin

(
ax+ nπ

2

)
, òî

y(n) = 6
2

n
sin
(
6x+ nπ

2

)
+ 2n−1 sin

(
2x+ nπ

2

)
. I

Çàäàíèå 5. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ n-é ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

y =
2x+ 3

x2 − 5x+ 6
.

JÏðåäñòàâèì ýòó ôóíêöèþ â âèäå

2x+ 3

x2 − 5x+ 6
=

2x+ 3

(x− 2) (x− 3)
=

A

x− 2
+

B

x− 3
.

×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíòû A è B, ïðèâåäåì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî
ðàâåíñòâà ê îäíîìó çíàìåíàòåëþ è îòáðîñèì åãî. Ìû ïîëó÷èì:

2x+ 3 = A (x− 3) +B (x− 2) = (A+B)x+ (−3A− 3B) .

×òîáû ýòî ðàâåíñòâî áûëî âåðíî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

{
A+B = 2,
−3A− 2B = 3.

Îòêóäà

íàõîäèì A = −7, B = 9, à ïîòîìó

2x+ 3

x2 − 5x+ 6
= − 7

x− 2
+

9

x− 3
.
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Òàê êàê
(

1
x+a

)(n)
= (−1)

n
n!

(x+a)
n+1 , òî:

(
2x+3

x2−5x+6

)(n)
= 7(−1)

n+1
n!

(x−2)
n+1 + 9(−1)

n
n!

(x−3)
n+1 . I

Çàäàíèå 6. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ëåéáíèöà, íàéäèòå ïÿòóþ ïðîèç-
âîäíóþ ôóíêöèè y = x5e

x
2 .

JÏîëàãàÿ u = x5 è υ = e
x
2 , íàéäåì: u′ = 5x4, u′′ = 20x3, u′′′ = 60x2,

u(4) = 120x, u(5) = 120, υ′ = 1
2e

x
2 , υ′′ = 1

4e
x
2 , υ′′′ = 1

8e
x
2 , υ(4) = 1

16e
x
2 ,

υ(5) = 1
32e

x
2 .

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó Ëåéáíèöà ïðè n = 5, ïîëó÷èì:

y(5) = 120e
x
2 +5 ·120x · 1

2
e
x
2 +

5 · 4
1 · 2

60x2 · 1
4
e
x
2 +

5 · 4
1 · 2

20x3 · 1
8
e
x
2 +5 ·5x4 · 1

16
e
x
2 +

+x5 1

32
e
x
2 = e

x
2

(
120 + 300x+ 150x2 + 25x3 +

25

16
x4 +

1

32
x5

)
. I

Çàäàíèå 7. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðè x = 0 ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà
äëÿ ôóíêöèè arctg x.

J y′ = 1
1+x2 , è ïîòîìó

(
1 + x2

)
y′ = 1. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè

ýòîãî òîæäåñòâà n− 1 ðàç, ïðèìåíèâ ê ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëó Ëåéáíèöà.
Òàê êàê

(
1 + x2

)′
= 2x,

(
1 + x2

)′′
= 2,

(
1 + x2

)′′′
= 0 è ò.ä., òî:(

1 + x2
)
y(n) + 2 (n− 1)xy(n−1) + n (n− 1) y(n−2) = 0.

Ïîëàãàÿ çäåñü x = 0, ïîëó÷àåì: f (n) (0) + n (n− 1) f (n−2) (0) = 0. Ýòî
ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò f (n) (0) ñ f (n−2) (0). Òàê êàê f (0) = arctg 0 = 0,
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òî: f ′′ (0) = −2 · 1f (0) = 0, f (4) (0) = −4 · 3f ′′ (0) = 0 è âîîáùå
f (2k) (0) = 0. Òàê êàê f ′ (0) = 1

1+02 = 1, òî f ′′′ (0) = −3 · 2f ′ (0) = −3!

f (5) (0) = −5 · 4f ′′′ (0) = 5 · 4 · 3! = 5!
Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì: f (2k+1) (0) = (−1)k (2k + 1)! I

Çàäàíèå 8.Íàéäèòå äèôôåðåíöèàëû dy, d2y ôóíêöèè y = x4−3x2+2
â ñëó÷àå, êîãäà: 1) x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ; 2) x � ôóíêöèÿ îò äðóãîé
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

JÄèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà dy â ñèëó ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè
åãî ôîðìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäèíàêîâî:

dy = y′dx =
(
4x2 − 6x

)
dx = 2

(
2x3 − 3x

)
dx.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîä dx ïîíèìàåòñÿ ïðèðàùåíèå íåçàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé ∆x (dx = ∆x), âî âòîðîì ñëó÷àå � äèôôåðåíöèàë îò x êàê îò
ôóíêöèè (dx 6= ∆x).

×òî æå êàñàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîâ âûñøåãî ïîðÿäêà, òî äëÿ íèõ, êàê
èçâåñòíî, ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû íàðóøàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè îòûñêàíèè d2y ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ îò-
äåëüíî.

1) Ïóñòü x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå dx = ∆x íå
çàâèñèò îò x è åãî ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê äèôôåðåíöèàëà, ïîëó÷èì:

d2y = d (dy) = d
[
2
(
2x3 − 3x

)
dx
]

= 2dx · d
(
2x3 − 3x

)
=
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= 2dx ·
(
6x2 − 3

)
dx = 6

(
2x2 − 1

)
dx2.

2) Ïóñòü x ÿâëÿåòñÿ â ñâîþ î÷åðåäü ôóíêöèåé îò íåêîòîðîé äðóãîé ïå-
ðåìåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå dx óæå çàâèñèò îò ýòîé ïåðåìåííîé, è âûíîñèòü
åãî çà çíàê äèôôåðåíöèàëà, êàê ìû ýòî äåëàëè â ïåðâîì ñëó÷àå, íåëüçÿ.
Íóæíî âû÷èñëèòü äèôôåðåíöèàë êàê îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé.

d2y = d (dy) = d
[
2
(
2x3 − 3x

)
dx
]

= 2d
[(

2x3 − 3x
)
dx
]

=

= 2
[
d
(
2x3 − 3x

)
dx+

(
2x3 − 3x

)
d (dx)

]
=

= 2
[
3
(
2x3 − 1

)
dx · dx+

(
2x3 − 3x

)
d2x
]

=

= 6
(
2x3 − 1

)
dx2 + 2

(
2x3 − 3x

)
d2x. I

Çàäàíèå 9. Íàéäåì y′x, y
′′
x2, y′′′x3 äëÿ ôóíêöèè y (x), çàäàííîé ïàðà-

ìåòðè÷åñêè: x = a (t− sin t), y = a (1− cos t).
JÒàê êàê x′t = a (1− cos t) íåîòðèöàòåëüíà äëÿ t 6= 2πk, k ∈ Z, òî â

ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ y′x = y′t
x′t

= sin t
1−cos t = ctg t2 ,

y′′x2 =
− 1

2 sin2 t
2

2a sin2 t
2

= − 1

4a sin4 t
2

; y′′′x3 =
cos t

2

4a2 sin2 t
2 · sin

5 t
2

=
cos t

2

4a2 sin7 t
2

.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî,
ò.å. ñîîòíîøåíèåì F (x, y (x)) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ
îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (α, β). Òîãäà
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ïðè ôîðìàëüíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ F (x, y (x)) = 0 ïî
ïåðåìåííîé x ïîëó÷èì ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî y′x óðàâíåíèå, èç êîòîðîãî
íàõîäèì âûðàæåíèå ýòîé ïðîèçâîäíîé (óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ çàäàííîé òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè y (x) ðàññìàòðèâàåòñÿ
â òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ).I

Çàäàíèå 10. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ îò y ïî x, åñëè

x = cos t, y = t+ sin t.

JÏðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè, âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå: y′x = y′t

x′t
. Â íàøåì ñëó÷àå y′t = 1 + cos t, x′t = − sin t. Ñëåäî-

âàòåëüíî, y′x = 1+cos t
− sin t = − ctg t

2 . I

Çàäàíèå 11. Íàéäèòå âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ y′′x2 îò ôóíêöèè, çàäàííîé

ïàðàìåòðè÷åñêè:

{
x = 2 cos t,
y = sin t.

JÂû÷èñëèì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

y′x =
y′t
x′t

=
cos t

−2 sin t
= −1

2
ctg t.

Òåïåðü íóæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî x óæå íàéäåííóþ ïðîèçâîäíóþ.
Íî îíà âûðàæåíà ÷åðåç ïàðàìåòð t. Ïîýòîìó íóæíî åùå ðàç ïðèìåíèòü
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òî æå ïðàâèëî, ÷òî è âûøå, íî òîëüêî íå ê y, à ê y′x:

y′′x2 = (y′x)
′
x =

(y′x)
′
t

x′t
=

(
−1

2ctgt
)′

−2 sin t
=

1
2 sin2 t

−2 sin t
= − 1

4 sin3 t
. I

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y = ex cosx óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ y(4) + 4y = 0.
Çàäàíèå 2. Íàéäèòå y′′ äëÿ y = x

√
1 + x2, y′′′ äëÿ y = e−x

2

, y′′′ äëÿ
y =

5
√
x3, y(4) äëÿ y = x sin2 x.

Çàäàíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y =
√

2x− x2 óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ y3y′′ + 1 = 0.
Çàäàíèå 4. Íàéäèòå y(n) äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

4.1 y = ln x2−1
x2−4x+4 ;

4.2 y = 1
x2(x−1) ;

4.3 y = x+1
x(x−1) ;

4.4 y = (3x2 + 2x+ 1) ln(x+ 1);
4.5 y = (5x2 − 1) sinx.

Çàäàíèå 5. Ïóñòü f(x) = (x2 + 3x+ 5)3 · (x− 4)6. Íàéäèòå f (12)(x).
Çàäàíèå 6. Ïóñòü f(x) = (4x3+3x−1)11 ·(x4+4)12 ·(x7−5)6. Íàéäèòå

f (123)(x), f (124)(x).
Çàäàíèå 7. Íàéäèòå y(20) äëÿ y = x2e2x, y(5) äëÿ y = x lnx, y(4) äëÿ

y = ex cosx, y(8) äëÿ y = x2

1−x , y
(6) äëÿ y = 1√

ax+b
, y(100) äëÿ y = 1+x√

1−x ,

y(50) äëÿ y = x2 sin 2x.
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Óêàçàíèå. Ïîñëå ïåðâîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðåçóëüòàò ïðåäñòàâüòå
â âèäå ñóììû äðîáíûõ ñòåïåíåé ëèíåéíîé ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî
ïîëó÷èòü îáùóþ ôîðìó n-é ïðîèçâîäíîé.
Çàäàíèå 8. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîðÿäêà n ïðè x = 0 îò

íèæåñëåäóþùèõ ôóíêöèé:
1) y = xkeax, 2) y = arc sin x, 3) y = arc sinx√

1−x2
, 4) y = arc sin2 x,

5) y = sin(m arcsinx), 6) y = em arcsinx, 7) y = (1 + x2)
m
2 sin(marctgx),

8) y = ln(1− 2x cosα + x2).

Çàäàíèå 9. Äàíû ôóíêöèè: à) y =
3
√
x2, á) y =

√
ln2 x− 4. Íàéäèòå

d2y, ñ÷èòàÿ , ÷òî x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.
Çàäàíèå 10. Äàíà ôóíêöèÿ: y = ln 1−x2

1+x2 . Íàéäèòå d
2y ïðè óñëî-

âèè, ÷òî 1) x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ; 2) x � ôóíêöèÿ îò äðóãîé
ïåðåìåííîé.
Çàäàíèå 11. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè òåëî äâèæåòñÿ ïî çàêîíó

s = aet + be−t,

òî åãî óñêîðåíèå ÷èñëåííî ðàâíî ïðîéäåííîìó ïóòè.
Çàäàíèå 12. Òî÷êà äâèæåòñÿ òàê, ÷òî ñêîðîñòü åå ïðîïîðöèîíàëüíà

êâàäðàòíîìó êîðíþ èç ïðîéäåííîãî ïóòè (êàê ýòî, íàïðèìåð, èìååò ìå-
ñòî ïðè ñâîáîäíîì ïàäåíèè). Ïîêàæèòå, ÷òî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïîä
äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû.

Óêàçàíèå. Óñêîðåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî äåéñòâóþùåé ñèëå.
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Çàäàíèå 13. Òÿæåëàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êàM(x; y) áðîøåíà â âåðòè-
êàëüíîé ïëîñêîñòè Oxy ïîä óãëîì α ê ïëîñêîñòè ãîðèçîíòà ñ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ υ0. Ñîñòàâüòå (ïðåíåáðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà) óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ è îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ñêîðîñòè υ è óñêîðåíèÿ ω, à òàêæå
òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ. ×åìó ðàâíû íàèáîëüøàÿ âûñîòà ïîäúåìà òî÷êè
è äàëüíîñòü ïîëåòà?
Çàäàíèå 14. Äîêàæèòå, ÷òî óñêîðåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ

x = A sin(ωt + α) ïðîïîðöèîíàëüíî îòêëîíåíèþ x îò ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ.
Çàäàíèå 15. Òî÷êà ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ïî çàêîíó

x = Ae−kt sin(ωt+ α).

Óñòàíîâèòå ñâÿçü ìåæäó åå êîîðäèíàòîé x, ñêîðîñòüþ υ è óñêîðåíèåì a.
Çàäàíèå 16. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå óêàçàííîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùèõ

ôóíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè:
y′′x2 :

x(t) = a

(
cos t− ln ctg

t

2

)
, y(t) = a sin t;

x(t) = ln
(
t+
√

1 + t2
)
, y(t) =

1√
1 + t2

;

x(t) = t3 + 3t, y(t) = t arctg t− ln
√

1 + t2.
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y′′′x3 :
x(t) = et(cos t+ sin t), y(t) = et(cos t− sin t);

x(t) = a(1 + cos t) cos t, y(t) = a(1− cos t) sin t;

x(t) = a cos t+ (at+ b) sin t, y(t) = a sin t− (at+ b) cos t;

x(t) = a cos5 t, y(t) = a sin5 t;

x(t) = t2, y(t) = ln sin t− t ctg ta sin t.
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ËÅÊÖÈß 18

Ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè

18.1. Âåêòîðíîçíà÷íûå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé
è èõ äèôôåðåíöèðîâàíèå

Îïðåäåëåíèå 18.1. Åñëè êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó t ∈ I ⊂ R

(I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî) ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííûé âåêòîð ~r = ~r (t)
ïëîñêîñòè Π, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå I îïðåäåëåíà âåêòîð-ôóíêöèÿ
(âåêòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé) ~r = ~r (t) (ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü ~r êàê ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, òàê è ðàäèóñ-âåêòîðû ñ
ôèêñèðîâàííûìè â îäíîé è òîé æå òî÷êå íà÷àëàìè).

Êàæäîìó âåêòîðó ~r ñîîòâåòñòâóþò åãî êîîðäèíàòû � óïîðÿäî÷åííàÿ
ïàðà ÷èñåë. Çíà÷èò, çàäàíèå âåêòîð-ôóíêöèè ~r = ~r (t) ðàâíîñèëüíî çà-
äàíèþ äâóõ ñêàëÿðíûõ (÷èñëîâûõ) ôóíêöèé x = x (t) è y = y (t) (êîîð-
äèíàò âåêòîðà ~r):

~r (t) = (x (t) , y (t)) . (18.1)

Îïðåäåëåíèå 18.2. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî êîíöîâ âñåõ ðàäèóñ-âåêòî-
ðîâ ~r = ~r (t) , t ∈ I íàçûâàåòñÿ ãîäîãðàôîì (ãðàôèêîì âåêòîð-ôóíêöèè
~r = ~r (t)).



412

Ïðèìåð 18.1. ~r (t) = (a cos t, b sin t) � ýëëèïñ
(−−→
OM = ~r (t)

)
(ðèñó-

íîê 17.1).

Îïðåäåëåíèå 18.3. Âåêòîð ~a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì âåêòîð-ôóíêöèè
~r (t) ïðè t → t0 (â òî÷êå t = t0) (çàïèñûâàåòñÿ ýòî òàê: lim

t→t0
~r (t) = ~a),

åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀t ∈ D (~r (t)) 0 < |t− t0| < δ ⇒ |~r (t)− ~a| < ε.

Òåîðåìà 18.1. ∃ lim
t→t0

~r (t) = ~a⇔ ∃ lim
t→t0
|~r (t)− ~a| = 0.

Òåîðåìà 18.2. ∃ lim
t→t0

~r (t) = ~a ⇔ ∃ lim
t→t0

x (t) = a1, ∃ lim
t→t0

y (t) = a2 ãäå

~r (t) = (x (t) , y (t)) , ~a = (a1, a2, ), a1, a2 ∈ R.

JÑïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 18.2 ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:{
|x (t)− a1|
|y (t)− a2|

≤ |~r (t)− ~a| =

=

√
(x (t)− a1)

2 + (y (t)− a2)
2 ≤ |x (t)− a1|+ |y (t)− a2| . I

18.1.1. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ âåêòîð-ôóíêöèé

1. lim
t→t0

~r (t) = ~a⇒ lim
t→t0
|~r (t)| = |a|,

2. lim
t→t0

(~r1 (t)± ~r2 (t)) = lim
t→t0

~r1 (t)± lim
t→t0

~r2 (t),
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3. lim
t→t0

(f (t) · ~r (t)) = lim
t→t0

f (t) · lim
t→t0

~r (t) (f � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ),

4. lim
t→t0

(~r1 (t) , ~r2 (t)) = (lim
t→t0

~r1 (t), lim
t→t0

~r2 (t)) (äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ),

5. lim
t→t0

[~r1 (t) , ~r2 (t)] =

[
lim
t→t0

~r2 (t) , lim
t→t0

~r2 (t)

]
(äëÿ âåêòîðíîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ).
1�5 âûïîëíÿþòñÿ ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ ïðè t→ t0.

Îïðåäåëåíèå 18.4. Âåêòîð-ôóíêöèÿ ~r = ~r (t), îïðåäåë¼ííàÿ â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè U (t0, δ) , δ > 0, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå t0,
åñëè lim

t→t0
~r (t) = ~r (t0).

Çàìå÷àíèå 18.1. Íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå t0 ∈ D (~r) ôóíêöèè ~r = ~r (t),
~r (t) = (x (t) , y (t)) ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé êîîðäèíàò x (t)
è y (t) â òî÷êå t0.

Çàìå÷àíèå 18.2. Èç óêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ ïðåäåëîâ âåêòîð-ôóí-
êöèé ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü â t0 ∈ D (~r) ôóíêöèé |~r (t)|, (~r1 (t)± ~r2 (t)) ,
f (t)~r (t), (r1 (t) , r2 (t)), [~r1 (t) , ~r2 (t)], åñëè ôóíêöèÿ ~r = ~r (t), f (t) íåïðå-
ðûâíû â òî÷êå t0.

Îïðåäåëåíèå 18.5.

~r′ (t0) = ~̇r (t0) = lim
∆t→0

~r (t0 + ∆t)− ~r (t0)

∆t
. (18.2)
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Òåîðåìà 18.3. Äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè ~r (t), îïðåäåë¼ííîé â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè U (t0, δ), ñóùåñòâóåò â òî÷êå t0 ïðîèçâîäíàÿ ~r′ (t0) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíûå x′ (t0) è y

′ (t0),
ãäå ~r (t) = (x (t) , y (t)), ïðè÷¼ì ~r′ (t0) = (x′ (t0) , y

′ (t0)).

JÑïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 18.3 ñëåäóåò èç òåîðåìû 18.2 è ñëåäóþùåãî
ñîîòíîøåíèÿ:

~r (t0 + ∆t)− ~r (t0)

∆t
=

(
x (t0 + ∆t)− x (t0)

∆t
,
y (t0 + ∆t)− y (t0)

∆t

)
. I

Îïðåäåëåíèå 18.6. Âåêòîð-ôóíêöèÿ ~r (t), îïðåäåë¼ííàÿ â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè U (t0, δ), íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå t0, åñ-
ëè äëÿ ïðèðàùåíèÿ ∆~r (t0) óêàçàííîé ôóíêöèè â òî÷êå t0 ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

∆~r (t0) = ~a∆t+ ~ε (∆t) ∆t, ãäå ~a = ~r′ (t0) , lim
∆t→0

~ε (∆t) = 0. (18.3)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (18.3) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì
ôóíêöèè ~r (t)â òî÷êå t0, îí îáîçíà÷àåòñÿ:

d~r (t0) = ~r′ (t0) dt. (18.4)

Ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ âåêòîð-ôóíêöèé (ïðè óñëîâèè ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò â òî÷êå):
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1) (~r1 (t)± ~r2 (t))′ = ~r′1 (t)± ~r′2 (t),
2) (f (t) · ~r (t))′ = f ′ (t) · ~r (t) + f (t) · ~r′ (t),
3) (~r1 (t) , ~r2 (t))′ = (~r′1 (t) , ~r2 (t)) + (~r1 (t) , ~r′2 (t)),
4) [~r1 (t) , ~r2 (t)]′ = [~r′1 (t) , ~r2 (t)] + [~r1 (t) , ~r′2 (t)].

18.2. Êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé

Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ íåêîòîðîé âåêòîð-ôóíêöèè ~r = ~r (t), t ∈ [α, β],
~r= (x (t) ; y (t)), à ôóíêöèÿ ~r (t) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t0 ∈ (α, β) è
~r′ (t0) 6= 0 (M0 (x (t0) , y (t0))).

Òîãäà

∆~r = ~r (t0 + ∆t)− ~r (t0) = ~r′ (t0) ∆t+ ~ε (∆t) ∆t, lim
∆t→0

~ε (∆t) = 0.

Òàê êàê ~r′ (t0) ∆t 6= 0, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆t áóäåò ∆~r 6= 0, ýòî
çíà÷èò, ÷òî ~r (t0 + ∆t) 6= ~r (t0).

Ïðîâåä¼ì ñåêóùóþ l∆t (ðèñóíîê 18.1). Âåêòîðû ∆~r è ∆~r
∆t ïàðàëëåëü-

íû åé. Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè ∆t → 0. Òîãäà lim
∆t→0

∆~r
∆t = ~r′ (t0), è

ñåêóùàÿ l∆t ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó ïîëîæåíèþ �
êàñàòåëüíîé (â ñèëó òîãî, ÷òî ~r′ (t0) 6= 0, êàñàòåëüíàÿ l îïðåäåëåíà îä-
íîçíà÷íî). Ïðè÷¼ì âåêòîð ~r′ (t0) ïàðàëëåëåí ïðåäåëüíîìó ïîëîæåíèþ
âåêòîðà ñåêóùåé l∆t, à ýòî çíà÷èò, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåê-
òîðîì êàñàòåëüíîé l. Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó M (x, y) íà êàñàòåëüíîé.
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Ðèñóíîê 18.1 � Ñåêóùàÿ è êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé

Âåêòîðû
−−−→
M0M = (x− x (t0) , y − y (t0)) è ~r

′ (t0) = (x′ (t0), y
′ (t0)) ïàðàë-

ëåëüíû, çíà÷èò èõ êîîðäèíàòû ïðîïîðöèîíàëüíû. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé l:

x− x (t0)

x′ (t0)
=
y − y (t0)

y′ (t0)
. (18.5)

Ïðèìåð 18.2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé-àñòðîèäå
~r (t) =

(√
2 cos3 t ,

√
2 sin3 t

)
ïðè t0 = π

4 . Ñäåëàòü ÷åðò¼æ.

J ~r′ (t) =
(
−3
√

2 cos2 t · sin t, 3
√

2 sin2 t · cos t
)

;

~r′
(π

4

)
=

(
−3

2
,

3

2

)
; ~r
(π

4

)
=

(
1

2
,

1

2

)
.
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Òîãäà:
x− x

(
π
4

)
x′
(
π
4

) =
y − y

(
π
4

)
y′
(
π
4

) ,
x− 0, 5

−1, 5
=
y − 0, 5

1, 5

y + x = 1 � èñêîìîå óðàâíåíèå. Ñäåëàåì ÷åðòåæ (ðèñóíîê 18.2).I

x

y

O
4

p

Ðèñóíîê 18.2 � Êàñàòåëüíàÿ ê àñòðîèäå

18.3. Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå âåêòîðíîçíà÷íîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïå-
ðåìåííîé.

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà âåêòîð-ôóíêöèè.
3. Ñôîðìóëèðóéòå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ âåêòîð-ôóíêöèé.
4. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè âåêòîð-ôóíêöèè.
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5. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà âåêòîð-ôóíêöèè.

6. Äàéòå ïîíÿòèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé.

ËÅÊÖÈß 19

Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

19.1. Òåîðåìà Ôåðìà

Òåîðåìà 19.1. Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0, à â ñàìîé òî÷êå x0 ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà è ïðèíèìàåò
íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå, òî f ′ (x0) = 0.

JÏóñòü f (x0) = M � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî
f(x0+∆x)−f(x0)

∆x ≥ 0, åñëè ∆x < 0, è f(x0+∆x)−f(x0)
∆x ≤ 0, åñëè ∆x > 0.

À òîãäà, ïî òåîðåìå î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ è îïðåäå-
ëåíèþ ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷èì, ÷òî f ′ (x0) ≥ 0 è f ′ (x0) ≤ 0. Ïîýòîìó
f ′ (x0) = 0. I

Ñëåäñòâèå 19.1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû, òî â òî÷êå
x0 ôóíêöèÿ f èìååò êàñàòåëüíóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè OX (ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû).
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19.2. Òåîðåìà Ðîëëÿ

Òåîðåìà 19.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì
óñëîâèÿì:

1) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b],
2) äèôôåðåíöèðóåìà õîòÿ áû íà èíòåðâàëå (a, b)
3) f (a) = f (b).
Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f ′ (c) = 0.

JÂûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, çíà÷èò ñóùåñòâóþò
òî÷êè c1, c2 ∈ [a, b], òàêèå, ÷òî f (c1) = m, f (c2) = M , ãäå m � íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà [a, b], à M � íàèáîëüøåå. Èìåþò ìåñòî äâà
ñëó÷àÿ.

à)m = M = f (x) = const. Òîãäà f ′ (x) = 0 (â êà÷åñòâå c ìîæíî âçÿòü
ëþáóþ òî÷êó èíòåðâàëà (a, b)).

á) m < M . Òîãäà õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê c1 èëè c2 îáÿçàòåëüíî ïðè-
íàäëåæèò èíòåðâàëó (a, b) (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f (c1) = m = f (c2) =
= M = f (a) = f (b)).

Ïóñòü c2 ∈ (a, b), f (c2) = M . Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ
òåîðåìû Ôåðìà, çíà÷èò f ′ (c2) = 0. Ðîëü c èãðàåò c2. I

Ñëåäñòâèå 19.2. Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ íóëÿìè a è b (a < b) ôóíê-
öèè f ñóùåñòâóåò íîëü å¼ ïðîèçâîäíîé, åñëè íà îòðåçêå [a, b] f íåïðå-
ðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà õîòÿ áû íà èíòåðâàëå (a, b).
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Çàìåòèì, ÷òî âñå ïðåäïîñûëêè òåîðåìû Ðîëëÿ ñóùåñòâåííû. ×òîáû
â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåðû ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿëèñü áû äâà èç òðåõ óñëîâèé òåîðåìû, òðåòüå æå íå âûïîëíÿ-
ëîñü áû, è ó êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò òî÷êè c òàêîé, ÷òî f ′(c) = 0. (Ïðè
ýòîì, â ñèëó òðåòüåãî óñëîâèÿ òåîðåìû, â êîòîðîì ãîâîðèòñÿ î çíà÷åíèÿõ
ôóíêöèè â êîíöåâûõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ëèøü
ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà îòðåçêàõ.)

Ôóíêöèÿ f(x) =

{
x, 0 ≤ x < 1,
0, x = 1

, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 2 è 3 òåî-

ðåìû Ðîëëÿ, íî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 (ðèñóíîê 19.1).

Ôóíêöèÿ f(x) = |x|, x ∈ [−1; 1] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 3, íî íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2 (ðèñóíîê 19.2).

Íàêîíåö, ôóíêöèÿ f(x) = x, x ∈ [0; 1] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 2,
íî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3 (ðèñóíîê 19.3).

Ðèñóíîê 19.1 Ðèñóíîê 19.2 Ðèñóíîê 19.3
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Äëÿ âñåõ ýòèõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò òî÷êè, â êîòîðîé èõ ïðîèçâîä-
íàÿ îáðàùàëàñü áû â íóëü.

19.3. Òåîðåìà Ëàãðàíæà

Òåîðåìà 19.3. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], äèô-
ôåðåíöèðóåìà õîòÿ áû íà èíòåðâàëå (a, b), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà
c ∈ (a, b), ÷òî

f ′ (c) =
f (b)− f (a)

b− a
. (19.1)

JÂâåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ϕ (x) := f (x)−λx, ãäå λ � íåêî-
òîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ôóíêöèè ϕ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ:

à) ϕ � íåïðåðûâíà íà [a, b];
á) ϕ � äèôôåðåíöèðóåìà õîòÿ áû íà (a, b).
Åù¼ ïîòðåáóåì, ÷òîáû è ϕ (a) = ϕ (b), ýòî çíà÷èò:

f (a)− λa = f (b)− λb.

Îòñþäà:

λ =
f (b)− f (a)

b− a
.

À òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî ϕ′ (c) = f ′ (c)− λ = 0,
ïîýòîìó λ = f ′ (c) . I
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Ñëåäñòâèå 19.3. (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ëàãðàíæà) Åñ-
ëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 19.3, òî íà ãðàôèêå ôóíêöèè f ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà M (c, f (c)), ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé f â
òî÷êå M ïàðàëëåëüíà ñåêóùåé, ïðîâåä¼ííîé ÷åðåç òî÷êè M1 (a, f (a))
è M2 (b, f (b)).

O

Ðèñóíîê 19.4 � Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ëàãðàíæà

Ñëåäñòâèå 19.4. (äðóãèå ôîðìû çàïèñè ôîðìóëû Ëàãðàíæà (19.1))

à) f (b)− f (a) = f ′ (c) (b− a) , (19.2)

á) f (b)− f (a) = f ′ (a+ θ (b− a)) (b− a) , (19.3)
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ãäå θ � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1):(
0 <

c− a
b− a

= θ < 1; c = a+ θ (b− a)

)
,

â) ∆y = f ′ (x+ θ∆x) ∆x, (19.4)

ãäå ïðèðàùåíèÿ ∆x è ∆y ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè (ïî ýòîé ïðè÷èíå
ôîðìóëà Ëàãðàíæà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé).

Áåð¼ì ëþáóþ òî÷êó x ∈ [a, b] è ïðèäà¼ì åé ëþáîå ïðèðàùåíèå ∆x 6= 0
òàê, ÷òî x+ ∆x ∈ [a, b]. Òîãäà íà [x, x+ ∆x] ([x+ ∆x, x]) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà. Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû
(19.4) (ñìîòðè (19.3)).

Ñëåäñòâèå 19.5. (êðèòåðèé ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè íà ïðîìåæóò-
êå) Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé íà íåâûðîæäåííîì ïðîìåæóòêå
X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ïðî-
ìåæóòêå X, äèôôåðåíöèðóåìà õîòÿ áû âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ óêà-
çàííîãî ïðîìåæóòêà, è f ′ (x) = 0.

JÍåîáõîäèìîå óñëîâèå. Ñïðàâåäëèâîñòü íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ âû-
òåêàåò èç òîãî, ÷òî (const)′ = 0.
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Áåð¼ì ëþáóþ òî÷êó x0 ∈ X, ôèêñèðóåì å¼,

à òàêæå áåð¼ì ïåðåìåííóþ òî÷êó x ∈ X, x 6= x0. Íà îòðåçêå [x0, x]
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âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî å¼ çà-
êëþ÷åíèå: ∃c ∈ (x0, x), ÷òî f ′ (c) = f(x0)−f(x)

x0−x . Îäíàêî f ′ (c) = 0, òîãäà
f (x) = f (x0) . I

19.4. Òåîðåìà Êîøè

Òåîðåìà 19.4. Åñëè ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà
îòðåçêå [a, b], à äèôôåðåíöèðóåìû õîòÿ áû â èíòåðâàëå (a, b), ïðè÷¼ì
g′ (x) 6= 0 ∀x ∈ (a, b), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ (a, b), ÷òî

f (b)− f (a)

g (b)− g (a)
=
f ′ (c)

g′ (c)
. (19.5)

JÏðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò íåðàâåí-
ñòâî g (b) 6= g (a), ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèè g íà
îòðåçêå [a, b] âûïîëíÿëèñü áû óñëîâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ, à, ýòî çíà÷èò, ñó-
ùåñòâîâàëà áû òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî g′ (c) = 0 (ó íàñ ∀x ∈ (a, b)
g′ (x) 6= 0).

Ââîäèì äîïîëíèòåëüíóþ ôóíêöèþ

ϕ (x) = f (x)− λg (x) ,

ãäå λ � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ �
íåïðåðûâíà íà [a, b], äèôôåðåíöèðóåìà õîòÿ áû íà èíòåðâàëå (a, b) � à
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ýòî äâà óñëîâèÿ òåîðåìû Ðîëëÿ äëÿ ϕ. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû è ϕ (a) = ϕ (b)
(òðåòüå óñëîâèå)

f (a)− λg (a) = f (b)− λg (b) .

Òîãäà ïîëó÷àåì: λ = f(b)−f(a)
g(b)−g(a) .

Ïðè òàêîì âûáîðå λ äëÿ ôóíêöèè ϕ âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðå-
ìû Ðîëëÿ, à ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî ϕ′ (c) = 0,
èëè f ′ (c)−λg′ (c) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (19.5).I

Çàìå÷àíèå 19.1. Òåîðåìà Ëàãðàíæà åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû
Êîøè ïðè g (x) = x.

19.5. Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëå-
íèÿ (Ôåðìà, Ðîëëÿ, Ëàãðàíæà). Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ èõ ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë?

2. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó Êîøè. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó
òåîðåìîé Êîøè è òåîðåìîé Ëàãðàíæà?
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 17

Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ è èõ
ïðèëîæåíèÿ

Çàäàíèå 1. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ëàãðàíæà äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
äëÿ ∀x ∈ R\ {0}:

ex > 1 + x. (19.6)

JÂîçüìåì ëþáîå x ∈ R, x 6= 0. Äëÿ îòðåçêà [0, x] âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà, åñëè f (x) = ex − x− 1 (ïîêàçàòü). Òîãäà

f (x)− f (0) = f ′ (θx) · x, (f ′ (θx) = f ′ (Cx) , Cx ∈ (0, x)) , 0 < θ < 1.
(19.7)

Äëÿ íàøåé ôóíêöèè ðàâåíñòâî (19.7) ïðèìåò âèä

ex − x− 1 =
(
eθx − 1

)
x. (19.8)

Åñëè â (19.8) x > 0, òî è eθx − 1 > 0, ò.å. eθx − x − 1 > 0. Åñëè æå â
(19.8) x < 0, òî è eθx − 1 < 0, çíà÷èò ex − x− 1 > 0. Íåðàâåíñòâî (19.6)
äîêàçàíî. I

Çàìå÷àíèå 19.2. Íåðàâåíñòâî (19.6) ìîæíî äîêàçàòü èñïîëüçóÿ äî-
ñòàòî÷íîå óñëîâèå êðèòåðèÿ ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè (óáûâàíèÿ èëè âîç-
ðàñòàíèÿ) ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå.
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Çàäàíèå 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f (x) óäîâëåòâîðÿåò íà îòðåçêå
[a, b] óñëîâèÿì òåîðåìû Ëàãðàíæà. Çàïèøèòå ôîðìóëó Ëàãðàíæà

f (b)− f (a) = f ′ (a+ θ (b− a)) , 0 < θ < 1,

è íàéòè çíà÷åíèå θ.

f (x) = arctg x,D (f) = [0, 1] .

JÂûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû Ëàãðàíæà ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
Çàïèøåì ôîðìóëó Ëàãðàíæà.

arctg 1− arctg 0 =
1

1 + (θ · (1− 0))2 (1− 0)

èëè
π

4
=

1

1 + θ2
. (19.9)

Ðåøàåì óðàâíåíèå (19.9) îòíîñèòåëüíî θ.

1 + θ2 =
4

π
; θ2 =

4

π
− 1; θ =

√
4

π
− 1. I

Çàäàíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f (x) � äèôôåðåíöèðóåìà
è íå îãðàíè÷åíà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå (a, b), òî è åå ïðîèçâîäíàÿ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé íà ýòîì èíòåðâàëå.
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JÒàê êàê ôóíêöèÿ f íå îãðàíè÷åíà íà èíòåðâàëå (a, b), òî ∀α ∈ R

∃x′ ∈ (a, b), ÷òî f (x′) > α. Äàëüøå äîïóñòèì, ÷òî f ′ (x) � îãðàíè÷åíà
íà (a, b), òî åñòü, ∃β ∈ R+, ÷òî äëÿ ∀x ∈ (a, b) ⇒ |f ′ (x)| ≤ β.

Áåðåì ∀x1 ∈ (a, b) è ôèêñèðóåì, à òàêæå ïóñòü x � ëþáîå ïåðåìåí-
íîå íà (a, b). Íà îòðåçêå [x1, x] äëÿ ôóíêöèé f âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
òåîðåìû Ëàãðàíæà.

Òîãäà

|f (x)| − |f (x1)| ≤ |f (x)− f (x1)| ≤ |f ′ (Cx)| · |x− x1| ⇒
⇒ |f (x)| ≤ |f (x1)|+ |f ′ (Cx)| · |x− x1| ≤ |f (x1)|+ β (b− a) = D ∈ R+.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.I

Çàäàíèå 4. Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x3 + 3x − 6 = 0 èìååò òîëüêî
îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.

JÐàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x3 + 3x − 6. Îíà íåïðåðûâíà íà R è
èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′(x) = 3x2 + 3 = 3(x2 + 1).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f ′(x) 6= 0 ïðè ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ
x. Íî òîãäà íàøå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî äåéñòâèòåëü-
íîãî êîðíÿ, òàê êàê åñëè áû îíî èìåëî, íàïðèìåð, äâà êîðíÿ c1 è c2 òî
f(c1) = f(c2) = 0, è ïî òåîðåìå Ðîëëÿ ìåæäó c1 è c2 íàøëàñü áû òà-
êàÿ òî÷êà c, ÷òî f ′(c) = 0. Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî. Ñóùåñòâîâàíèå æå
äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) íå÷åòíîé
ñòåïåíè.I
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Çàäàíèå 5. Â ôîðìóëå Ëàãðàíæà îïðåäåëèòå çíà÷åíèå c äëÿ ôóíê-
öèè f(x) = 4x3 − 5x2 + x− 2 íà îòðåçêå [0, 2].

JÂîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ëàãðàíæà (êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé)

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Òîãäà â äàííîì ñëó÷àå

f(b) = f(2) = 12, f(a) = f(0) = −2,

f ′(x) = 12x2 − 10x+ 1, f ′(c) = 12c2 − 10c+ 1.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â ôîðìóëó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì:
12 − (−2) = = f ′(c) · 2, îòêóäà f ′(c) = 7, ò.å. 12c2 − 10c + 1 = 7. Èç ïî-

ñëåäíåãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå c = 5+
√

97
12 . Çíà÷åíèå c = 5−

√
97

12

íå ãîäèòñÿ, òàê êàê îíî íå ëåæèò íà èíòåðâàëå (0, 2) . I

Çàäàíèå 6.Ìîæíî ëè íà îòðåçêå [−1, 1] ïðèìåíèòü ê ôóíêöèè f(x) =
= 2 − 3

√
x2: à) òåîðåìó Ðîëëÿ; á) òåîðåìó Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðà-

ùåíèÿõ?
JÏðîâåðèì, óäîâëåòâîðÿåò ëè äàííàÿ ôóíêöèÿ óñëîâèÿì òåîðåì Ðîë-

ëÿ è Ëàãðàíæà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = 2− 3
√
x2 íåïðåðûâ-

íà â êàæäîé òî÷êå ÷èñëîâîé îñè, ñëåäîâàòåëüíî, è íà îòðåçêå [−1, 1]
(ñìîòðè ðèñóíîê 19.5). Íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñîâ-
ïàäàþò: f(−1) = f(1) = 1. ×òî æå êàñàåòñÿ ïðîèçâîäíîé f ′(x) = − 2

3 3
√
x
,
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Ðèñóíîê 19.5

òî îíà íå ñóùåñòâóåò â òî÷êå x = 0. Íî òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé
òî÷êîé ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà [−1, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé íà (−1, 1), òðåáóåìîå â òåîðåìàõ Ðîëëÿ
è Ëàãðàíæà, íå âûïîëíÿåòñÿ. Óêàçàííûå òåîðåìû ê äàííîé ôóíêöèè íà
îòðåçêå [−1, 1] íåïðèìåíèìû.I

Çàäàíèå 7. Ïðèìåíèìà ëè òåîðåìà Ðîëëÿ ê ôóíêöèè

f(x) =

{
x sin π

x , x 6= 0
0, x = 0.

íà îòðåçêå [0; 1]?
JÒàê êàê lim

x→0
x sin π

x = 0, òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî îíà íåïðåðûâíà âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ îòðåçêà [0, 1].
Äàëåå, f ′(x) = sin π

x −
π
x cos π

x ïðè x 6= 0. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f(x)
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Ðèñóíîê 19.6

äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ îòðåçêà [0, 1] (îòìåòèì,
÷òî îíà íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå 0, òàê êàê ïðåäåë

lim
∆x→0

f(∆x)− f(0)

∆x
= lim

∆x→0
sin

π

∆x

íå ñóùåñòâóåò (ñìîòðè ðèñóíîê 19.6). Íàêîíåö, f(0) = f(1) = 0. Ïîýòîìó
òåîðåìà Ðîëëÿ ïðèìåíèìà ê ôóíêöèè f(x). I

Çàäàíèå 8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x)
êðàòíîñòè k, òî äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′(x) îí áóäåò êîðíåì êðàòíîñòè k−1.

JÏóñòü ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò k-êðàòíûé êîðåíü x1. Òîãäà, êàê èç-
âåñòíî èç êóðñà àëãåáðû, ýòîò ìíîãî÷ëåí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
f(x) = (x − x1)

kϕ(x), ãäå ϕ(x) � ìíîãî÷ëåí, íå äåëÿùåéñÿ íà x − x1.
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Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ:

f ′(x) = k(x− x1)
k−1ϕ(x) + (x− x1)

kϕ′(x) =

= (x− x1)
k−1 [kϕ(x) + (x− x1)ϕ

′(x)] .

Òàê êàê (x−x1)ϕ
′(x) äåëèòñÿ íà (x−x1), à ϕ(x) íå äåëèòñÿ íà (x − x1),

òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íå äåëèòñÿ íà (x− x1), îòêóäà ñëå-
äóåò, ÷òî f ′(x) äåëèòñÿ íà (x − x1)

k−1, íî íå äåëèòñÿ íà (x − x1)
k, ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî x = x1 � êîðåíü k−1-é êðàòíîñòè äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′(x). I

Çàäàíèå 9. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f ′′(x), ãäå f(x) = (x−4)2(x+2)2

èìååò íà ïðîìåæóòêå (−2, 4) äâà êîðíÿ.

JÒàê êàê f(x) � ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, òî f ′′(x) � êâàäðàòíûé
ìíîãî÷ëåí, à ïîòîìó èìååò íå áîëåå äâóõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Òàê êàê
f(−2) = f(4) = 0, òî ïî òåîðåìå Ðîëëÿ íà îòðåçêå [−2, 4] åñòü òî÷êà c,
òàêàÿ, ÷òî f ′(c) = 0. Íî x1 = −2 è x2 = 4 � êîðíè âòîðîé êðàòíîñòè
ôóíêöèè f(x). Ïîýòîìó f ′(−2) = f ′(4) = 0. Ïðèìåíèì òåîðåìó Ðîëëÿ
ê ôóíêöèè f ′(x) íà îòðåçêàõ [−2, c] è [c, 4]; Ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóþò
òî÷êè c1 è c2, −2 < c1 < c, c < c2 < 4, òàêèå, ÷òî f ′′(c1) = f ′′(c2) = 0.
Çíà÷èò, îáà êîðíÿ ôóíêöèè f ′′(x) âåùåñòâåííû è ëåæàò íà èíòåðâàëå
(−2, 4) . I
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1. Äîêàçæèòå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ðîëëÿ, ÷òî óðàâíåíèå
x4 − 4x − 1 = 0 íå ìîæåò èìåòü áîëåå äâóõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé, à ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè óñòàíîâèòå, ÷òî äâà âåùåñòâåííûõ
êîðíÿ äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò.

Çàäàíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîðíè ïðîèçâîäíîé îò ìíîãî÷ëåíà
f(x) = (x + 1)(x − 1)(x − 2)(x − 3) âåùåñòâåííû, è óêàæèòå ãðàíèöû,
ìåæäó êîòîðûìè îíè çàêëþ÷åíû.

Çàäàíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pn(x) = dn(x2−1)n

dxn èìååò n êîð-
íåé íà ïðîìåæóòêå (−1, 1).

Çàäàíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pn(x) = ex
2 dn(e−x

2
)

dxn èìååò n
âåùåñòâåííûõ êîðíåé (ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k èìååì
lim
x→∞

xke−x
2

= 0).

Çàäàíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pn(x) = ex d
n(xne−x)
dxn èìååò n

ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé.

Çàäàíèå 6. Îáíàðóæüòå îøèáêó â ñëåäóþùåì ðàññóæäåíèè.

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà: f(x+∆x)−f(x)
∆x = f ′(c), ãäå x < c < x+∆x. Ïåðåé-

äåì ê ïðåäåëó, ïðè ∆x→ 0. Òîãäà x+∆x→ x, à ïîýòîìó c→ x. Çíà÷èò,
lim
c→x

f ′(c) = lim
∆x→0

f(x+∆x)−f(x)
∆x = f ′(x), ò.å. ïðîèçâîäíàÿ ëþáîé ôóíêöèè,

óäîâëåòâîðÿþùåé íà íåêîòîðîì îòðåçêå óñëîâèÿì òåîðåìû Ëàãðàíæà,
íåïðåðûâíà íà ýòîì îòðåçêå.
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Çàäàíèå 7. Äàíà ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x2 sin π

x , x 6= 0
0, x = 0.

Ïîêàæèòå, ÷òî õîòÿ íà îòðåçêå [0, 1] äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðå-
ìû Ëàãðàíæà, åå ïðîèçâîäíàÿ ðàçðûâíà â òî÷êå x = 0. Íàéäèòå òî÷êè,
ãäå f ′(x) = f ′(0) = 0.

Çàäàíèå 8. Îáíàðóæèòü îøèáêó â ñëåäóþùåì äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåìû Êîøè. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íà [a, b] óäîâëåòâîðÿþò âñåì
óñëîâèÿì òåîðåìû Êîøè. Òîãäà êàæäàÿ èç íèõ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü è
óñëîâèÿì òåîðåìû Ëàãðàíæà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íèõ ìîæíî çàïèñàòü
ôîðìóëó Ëàãðàíæà:

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a), ãäåa < c < b,

g(b)− g(a) = g′(c)(b− a), ãäåa < c < b.

Ðàçäåëèâ ïî÷ëåííî ïåðâîå ðàâåíñòâî íà âòîðîå è ïðîèçâîäÿ ñîêðàùåíèÿ,
ïîëó÷èì ôîðìóëó Êîøè: f(a)−f(a)

g(b)−g(a) = f ′(c)
g′(c) , ãäå a < c < b.

Çàäàíèå 9. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ,
äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ:

à) |sinx2 − sinx1| ≤ |x2 − x1|, ãäå x1 è x2 � ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà;



435

á) arctg x2 − arctg x1 ≤ x2 − x1, x2 > x1;

â) |lnx2 − lnx1| < |x2−x1|
a , ãäå x1 è x2 èç [a; +∞), a > 0.

Çàäàíèå 10. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå c â ôîðìóëå Êîøè äëÿ ôóíêöèé
à) f(x) = x3 è g(x) = x2 + 1 íà [1, 2] è á) f(x) = sin x è g(x) = 1 + cosx
íà
[
0, π2
]
.

Çàäàíèå 11. Óäîâëåòâîðÿåò ëè óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x+ 3, x ≤ −1,
x4, x > −1.

Çàäàíèå 12. Â ôîðìóëå Ëàãðàíæà f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) îïðåäå-
ëèòü çíà÷åíèå c äëÿ ôóíêöèè f(x) = x3 + 3x2 + 6 íà îòðåçêå [1, 2].
Çàäàíèå 13. Ôóíêöèÿ f(x) = 2−x2

x4 èìååò ðàâíûå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ
îòðåçêà [−1, 1], íî åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íè â îäíîé
òî÷êå ýòîãî îòðåçêà. Íå ïðîòèâîðå÷èò ëè ýòî òåîðåìå Ðîëëÿ?
Çàäàíèå 14. Ïî÷åìó òåîðåìà Êîøè íå ïðèìåíèìà äëÿ ôóíêöèé

f(x) = x2 è g(x) = x3 íà îòðåçêå [−1, 1]?
Çàäàíèå 15.Óäîâëåòâîðÿåò ëè ôóíêöèÿ f(x) = 1

x2 óñëîâèÿì òåîðåìû
Ëàãðàíæà íà îòðåçêå [−1, 2]?
Çàäàíèå 16. Óäîâëåòâîðÿåò ëè óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ ôóíêöèÿ

f(x) =

{
x+ 1, x ≤ 0,
ex, x > 0,

íà îòðåçêå [−1, 1].
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Çàäàíèå 17. Äîêàæèòå òîæäåñòâà:
à) arcsinx+ arccosx = π

2 , x ∈ [−1, 1];

á) arcsinx =

{
arccos

√
1− x2, 0 ≤ x ≤ 1,

− arccos
√

1− x2, −1 ≤ x ≤ 1,
;

â) arcsinx = arctg x
1−x2 , −1 < x < 1.

Çàäàíèå 18. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ëàãðàíæà äîêàæèòå íåðàâåíñòâà:
1) cosx > 1− x2

2 x > 0;

2) sinx > x− x3

6 x > 0;

3) ex ≥ 1 + x+ x2

2! , x ≥ 0;

4) ex ≥ 1 + x+ x2

2! + . . .+ xn

n! , x ≥ 0;

5) ex ≤ 1 + x+ x2ex

2! , x ≥ 0;

6) ex ≤ 1 + x+ x2

2! + . . .+ xn

n! + xn+1ex

(n+1)! , x ≥ 0;

7) ln(1 + x) ≤ x, x ≥ 0;
8) ln(1 + x) ≥ x− x2

2 , x ≥ 0;

9) ln(1 + x) ≥ x− x2

2 + x3

3 − . . .−
x2n

2n , x ≥ 0;

10) ln(1 + x) ≤ x− x2

2 + x3

3 − . . .−
x2n+1

2n+1 , x ≥ 0.
Çàäàíèå 19. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå íåðàâåíñòâà, âû÷èñëèòå

çíà÷åíèÿ: à) sin 0, 21; á) cos 0, 32; â) e0,15; ã) ln 1, 12 ñ òî÷íîñòüþ äî 0,0001.
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ËÅÊÖÈß 20

Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ. Ôîðìóëà Òåéëîðà

20.1. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ (ðàñêðûòèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé ïðè
íàõîæäåíèè ïðåäåëîâ)

Òåîðåìà 20.1. (ïåðâîå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ) Åñëè ôóíêöèè f è g îïðå-
äåëåíû è äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

a:
◦
U (a, δ), δ > 0 ïðè÷¼ì:

1) äëÿ ëþáûõ x ∈
◦
U (a, δ) áóäåò g′ (x) 6= 0;

2) ∃ lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g (x) = 0;

3) ∃ lim
x→a

f ′(x)
g′(x) = A (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé),

òî ñóùåñòâóåò lim
x→a

f(x)
g(x) = A.

JÂîçüì¼ì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂
◦
U (a, δ), xn > a òà-

êóþ, ÷òî lim
n→∞

xn = a. Äîïóñòèì, ÷òî f (a) = g (a) = 0. Íà îòðåçêå

[a, xn] âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Êîøè äëÿ ôóíêöèé f è g,

ïîýòîìó ∃ξn ∈ (a, xn), ÷òî
f(xn)
g(xn) = f ′(ξn)

g′(ξn) (ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî

f (a) = g (a) = 0). Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè

n → ∞. Èìååì: lim
n→∞

f(xn)
g(xn) = lim

n→∞
f ′(ξn)
g′(ξn) = lim

x→a+0

f ′(x)
g′(x) (ìû èñïîëüçîâàëè
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òîò ôàêò, ÷òî lim
n→∞

ξn = a è óñëîâèå 3 òåîðåìû). À òîãäà ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

f(xn)
g(xn) = lim

x→a+0

f(x)
g(x) = lim

x→a+0

f ′(x)
g′(x) . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà è

äëÿ ëåâîñòîðîííåãî ïðåäåëà. À òàê êàê ∃ lim
x→a

f ′(x)
g′(x) , òî

lim
x→a

f ′ (x)

g′ (x)
= lim

x→a−0

f ′ (x)

g′ (x)
= lim

x→a+0

f ′ (x)

g′ (x)
=

= lim
x→a−0

f (x)

g (x)
= lim

x→a+0

f (x)

g (x)
= lim

x→a

f (x)

g (x)
. I

Çàìå÷àíèå 20.1. Åñëè ôóíêöèè f ′ è g′ íåïðåðûâíû â òî÷êå a è
g′ (x) 6= 0, òî lim

x→a
f(x)
g(x) = f ′(a)

g′(a) .

Çàìå÷àíèå 20.2. Åñëè ôóíêöèè f ′ è g′ óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óñëî-
âèÿì, ÷òî è f , g, òî ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ïîâòîðíî.

Ïðèìåð 20.1. Íàéòè lim
x→0

ex−e−x−2x
x−sinx .

JÓñëîâèÿ òåîðåìû 20.1 âûïîëíÿþòñÿ, ïîýòîìó:

lim
x→0

ex − e−x − 2x

x− sinx
=

[(
0

0

)]
Ïð.Ë.

= lim
x→0

ex + e−x − 2

1− cosx
=

[(
0

0

)]
Ïð.Ë.

=

Ïð.Ë.
= lim

x→0

ex − e−x

sinx
=

[(
0

0

)]
Ïð.Ë.

= lim
x→0

ex + e−x

cosx
= 2. I
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Òåîðåìà 20.2. (âòîðîå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ) Åñëè ôóíêöèè f è g

îïðåäåëåíû è äèôôåðåíöèðóåìû íà íåêîòîðîì áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå
(c,+∞), ïðè÷¼ì:

1) ∀x ∈ (c,+∞) g′ (x) 6= 0;
2) ∃ lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞
g (x) = 0;

3) ∃ lim
x→+∞

f ′(x)
g′(x) = A (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå),

òî ñóùåñòâóåò lim
x→+∞

f(x)
g(x) = A.

JÂâîäèì ïîäñòàíîâêó x = 1
t , t ∈

(
0, 1

c

)
. Òîãäà

lim
x→+∞

f (x)

g (x)
= lim

t→+0

f
(

1
t

)
g
(

1
t

) = lim
t→+0

F (t)

G (t)
.

Íî lim
t→+0

F ′(t)
G′(t) = lim

t→+0

f ′( 1
t )·(−

1
t2

)
g′( 1

t )·(−
1
t2

)
= lim

x→+∞
f ′(x)
g′(x) . Äëÿ ôóíêöèé F è G âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 20.1, çíà÷èò: ∃ lim
t→+0

F (t)
G(t) = lim

t→+0

F ′(t)
G′(t) , èëè

∃ lim
x→+∞

f(x)
g(x) = lim

x→+∞
f ′(x)
g′(x) . I

Çàìå÷àíèå 20.3. a) Òåîðåìû 20.1 è 20.2 ïîçâîëÿþò ðàñêðûòü íåîïðå-
äåë¼ííîñòè

(
0
0

)
. Äàëåå ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íûå ïðàâèëà äëÿ íåîïðåäå-

ë¼ííîñòåé
(∞
∞
)
; á) Òåîðåìó 20.2 àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü è ïðè

x→ −∞ èëè x→∞.
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Òåîðåìà 20.3. (òðåòüå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ) Åñëè ôóíêöèè f è g

îïðåäåëåíû è äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè a :
◦
U (a, δ), δ > 0, ïðè÷¼ì:

1) äëÿ ëþáûõ x ∈
◦
U (a, δ) g′ (x) 6= 0;

2) ∃ lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g (x) = ∞ (ëþáîãî çíàêà, ìîæíî è ðàçíîãî äëÿ

êàæäîé èç ôóíêöèé);

3) ∃ lim
x→a

f ′(x)
g′(x) = A (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé),

òî ñóùåñòâóåò lim
x→a

f(x)
g(x) = A.

JÂîçüì¼ì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂
◦
U (a, δ), xn < a. Âîçü-

ì¼ì íàòóðàëüíûå ÷èñëà n1, n2 (n1 < n2 è ÷èñëà äîñòàòî÷íî áîëüøèå). Íà
îòðåçêå [xn1

, xn2
] âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Êîøè, òîãäà ñóùåñòâóåò

òî÷êà ξn1,n2
∈ (xn1

, xn2
) òàêàÿ, ÷òî

f (xn2
)− f (xn1

)

g (xn2
)− g (xn1

)
=
f (xn2

)

g (xn2
)
·

1− f(xn1)
f(xn2)

1− g(xn1)
g(xn2)

=
f ′ (ξn1,n2

)

g′ (ξn1,n2
)
,

èëè

f (xn2
)

g (xn2
)

=
f ′ (ξn1,n2

)

g′ (ξn1,n2
)
·

1− g(xn1)
g(xn2)

1− f(xn1)
f(xn2)

.
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∀ε > 0 ôèêñèðóåì n1 òàêèì áîëüøèì, ÷òîáû ∀n2 > n1 âûïîëíÿëîñü

íåðàâåíñòâî

∣∣∣∣f ′(ξn1,n2)
g′(ξn1,n2)

− A
∣∣∣∣ < ε

2 . Äëÿ ýòîãî ôèêñèðîâàííîãî n1 ñóùåñòâó-

åò n′2, ÷òî ∀n2 ≥ n′2 áóäåò (óñëîâèå 2 òåîðåìû):

∣∣∣∣∣1−
g(xn1)
g(xn2)

1− f(xn1)
f(xn2)

− 1

∣∣∣∣∣ < ε

2(|A|+ ε
2)
.

Òîãäà ïðè n2 > n′2, èìååì:∣∣∣∣f (xn2
)

g (xn2
)
− A

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
f ′ (ξn1,n2

)

g′ (ξn1,n2
)
·

1− g(xn1)
g(xn2)

1− f(xn1)
f(xn2)

− A

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
f ′ (ξn1,n2

)

g′ (ξn1,n2
)
·

1− g(xn1)
g(xn2)

1− f(xn1)
f(xn2)

− A
1− g(xn1)

g(xn2)

1− f(xn1)
f(xn2)

+ A
1− g(xn1)

g(xn2)

1− f(xn1)
f(xn2)

− A

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣f ′ (ξn1,n2

)

g′ (ξn1,n2
)
− A

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1− g(xn1)

g(xn2)

1− f(xn1)
f(xn2)

− 1 + 1

∣∣∣∣∣∣∣+ |A|

∣∣∣∣∣∣∣
1− g(xn1)

g(xn2)

1− f(xn1)
f(xn2)

− 1

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣f ′ (ξn1,n2

)

g′ (ξn1,n2
)
− A

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1− g(xn1)

g(xn2)

1− f(xn1)
f(xn2)

− 1

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣f ′ (ξn1,n2

)

g′ (ξn1,n2
)
− A

∣∣∣∣+|A|
∣∣∣∣∣∣∣
1− g(xn1)

g(xn2)

1− f(xn1)
f(xn2)

− 1

∣∣∣∣∣∣∣ <
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<
ε

2

ε

2
(
|A|+ ε

2

) +
ε

2
+ |A| ε

2
(
|A|+ ε

2

) = ε.

Òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ xn < a.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è äëÿ xn > a. À çíà÷èò ñïðàâåäëèâî áóäåò

è ñàìî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 20.3.I

Òåîðåìà 20.4. (÷åòâ¼ðòîå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ) Åñëè ôóíêöèè f è g
îïðåäåëåíû è äèôôåðåíöèðóåìû íà íåêîòîðîì áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå
(c,+∞), ïðè÷¼ì

1) ∀x ∈ (c,+∞) g′ (x) 6= 0;
2) ∃ lim

x→+∞
f (x) = lim

x→+∞
g (x) = ∞ (ëþáîãî çíàêà, ìîæíî è ðàçíîãî

äëÿ êàæäîé ôóíêöèè);

3) ∃ lim
x→+∞

f ′(x)
g′(x) = A (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé),

òî ñóùåñòâóåò lim
x→+∞

f(x)
g(x) = A.

JÂâîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà x = 1
t , è, èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ðàññìîòðåí-

íûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 20.2 è òåîðåìû 20.3.I

Çàìå÷àíèå 20.4. Ïðè íàõîæäåíèè ïðåäåëîâ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ èñ-
ïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé âèäà (0 · ∞), (∞−∞),
1∞, 00, ∞0 è äðóãèõ, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê íåîïðåäåëåííîñòÿì âèäà

(
0
0

)
è(∞

∞
)
.



443

Ïðèìåð 20.2. Íàéòè lim
x→+0

xx.

JÏåðâûé ñïîñîá. y = xx, ln y = x lnx.

lim
x→+0

(ln y) = lim
x→+0

(x lnx) = lim
x→+0

lnx

1/x
=

=
[(∞
∞

)]
Ïð.Ë.

= lim
x→+0

1
x

−1/x2
= 0⇒ lim

x→+0
y = 1.

Çíà÷èò: lim
x→+0

xx = 1.

Âòîðîé ñïîñîá.

lim
x→+0

xx = lim
x→+0

ex lnx = e
lim
x→+0

ln x
1/x = e

lim
x→+0

1/x

−1/x2 = e0 = 1. I

Çàìå÷àíèå 20.5. Ïðè íàõîæäåíèè ïðåäåëà lim
x→a

(x→+∞)

f(x)
g(x) (êîòîðûé ñó-

ùåñòâóåò) ìîæåò áûòü è òàê, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè f ′(x)
g′(x) â óêàçàííîé òî÷êå

è íå ñóùåñòâóåò, òîãäà ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ïðèìåíÿòü íåëüçÿ, íåîáõîäèìû
äðóãèå ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ òàêèõ ïðåäåëîâ.

Ïðèìåð 20.3. Íàéòè lim
x→0

x2 sin 1
x

sinx .
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J lim
x→0

x2 sin 1
x

sinx = 0, òàê êàê lim
x→0( 0

0)

x2

sinx = lim
x→0

x2

x = 0, à ôóíêöèÿ sin 1
x

îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a = 0. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè f (x) = x2 sin 1

x , g (x) = sin x, òî ïðåäåë

lim
x→0

f ′ (x)

g′ (x)
= lim

x→0

2x sin 1
x + x2 cos 1

x ·
(
− 1
x2

)
cosx

= lim
x→0

(
2x sin 1

x

cosx
+

(
−

cos 1
x

cosx

))
íå ñóùåñòâóåò â òî÷êå x = 0, òàê êàê lim

x→0

2x sin 1
x

cosx = 0, à lim
x→0

− cos 1
x

cosx � íå

ñóùåñòâóåò (íå ñóùåñòâóåò lim
x→0

cos 1
x , à lim

x→0

1
cosx = 1).I

20.2. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Òåîðåìà 20.5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) (n+ 1) � ðàç (n ∈ N) äèôôåðåí-
öèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a : U (a, δ), δ > 0 è p � ëþ-
áîå ïîëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî ∀x ∈ U (a, δ) ñóùåñòâóåò ξ
ìåæäó a è x òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Òåéëîðà:

f (x) =
n∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k +Rn+1 (x) , (20.1)

ãäå

Rn+1 (x) =

(
x− a
x− ξ

)p
· (x− ξ)

n+1

n!p
f (n+1) (ξ) (20.2)
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åñòü îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Øë¼ìèëüõà-Ðîøà.

JÐàññìîòðèì ôóíêöèè

ϕ (x, a) =
n∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k è Rn+1 (x) = f (x)− ϕ (x, a) .

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî x > a. Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíî ïåðå-
ìåííóþ t ∈ [a, x]. Îáîçíà÷èì:

ψ (t) = f (x)− ϕ (x, t)− (x− t)pQ (x) ,

ãäå Q (x) = Rn+1(x)
(x−a)

p . Òîãäà

ψ (t) = f (x)−
n∑
k=0

f (k) (t)

k!
(x− t)k − (x− t)pQ (x) .

Íà îòðåçêå [a, x] ôóíêöèÿ ψ (t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîë-
ëÿ. Çíà÷èò, ∃ξ ∈ (a, x) òàêàÿ, ÷òî ψ′ (ξ) = 0. Ó íàñ

ψ′ (t) = −
n∑
k=0

f (k+1) (t)

k!
(x− t)k +

n∑
k=1

k
f (k) (t)

k!
(x− t)k−1 +

+p (x− t)p−1Q (x) = −f
(n+1) (t)

n!
(x− t)n + p (x− t)p−1Q (x) ; ψ′ (ξ) = 0,
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òîãäà Q (x) = (x−ξ)n−p+1

n!p f (n+1) (ξ) è Rn+1 (x) = (x−p)p(x−ξ)n−p+1

n!p f (n+1) (ξ).
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà x < a. Ïðè x = a ôîðìó-

ëà òàêæå ñïðàâåäëèâà.I

Ñëåäñòâèå 20.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 20.5 ñïðàâåäëè-
âî ïðåäñòàâëåíèå:

Rn+1 (x) =
(x− a)n+1 (1− θ)n−p+1

n! p
f (n+1) (a+ θ (x− a)) , ãäå 0 < θ < 1 �

íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
(

0 < ξ−a
x−a = θ < 1⇒ ξ = a+ θ (x− a)

)
.

Ñëåäñòâèå 20.2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 20.1, p=n+1,
n ∈ N , òî èìååì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â òàê íàçûâàåìîé ôîðìå Ëàãðàí-
æà:

Rn+1 (x) =
f (n+1) (a+ θ (x− a))

(n+ 1)!
(x− a)n+1 . (20.3)

Åñëè æå p = 1, òî

Rn+1 (x) =
f (n+1) (a+ θ (x− a)) · (1− θ)n

n!
(x− a)n+1 (20.4)

(îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êîøè).

Çàìå÷àíèå 20.6. Åñëè â òåîðåìå 20.5 âçÿòü a = 0, òî ôîðìóëà Òåé-
ëîðà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà.
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Òåîðåìà 20.6. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) (n− 1) ðàç (n ∈ N) äèôôåðåí-
öèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a : U (a, δ), δ > 0 è ñóùåñòâóåò
f (n) (a), òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå
Ïåàíî

f (x) =
n∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k + o ((x− a)n) , (20.5)

ãäå lim
x→a

o((x−a)
n
)

(x−a)
n = 0.

20.2.1. Ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà íåêîòîðûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé

1) f (x) = ex, f (n) (x) = ex, f (n) (0) = 1 ∀n ∈ N ,

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+Rn+1 (x) , ∀x ∈ R. (20.6)

Rn+1 (x) =
xn+1

(n+ 1)!
eθx, 0 < θ < 1 (ôîðìà Ëàãðàíæà). (20.7)

Rn+1 (x) = o (xn) , x→ 0 (ôîðìà Ïåàíî). (20.8)

Íà ëþáîì îòðåçêå [−r, r], r > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëå-
íà (20.7) (ó÷åñòü, ÷òî íà [−r, r] áóäåò

∣∣eθx∣∣ < er):

|Rn+1 (x)| < rn+1

(n+ 1)!
er. (20.9)



448

2) f (x) = sin x, f (n) (x) = sin
(
x+ nπ2

)
, ∀n ∈ N .

f (n) (0) = sinn
π

2
=

{
0, åñëè n = 2m, m = 0, 1, 2, . . . ,

(−1)
n−1

2 , åñëè n = 2m− 1.

sinx = x−x
3

3!
+
x5

5!
−. . .+(−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+R2n+1 (x) , ∀x ∈ R. (20.10)

R2n+1 (x) =
x2n+1 sin

(
θx+ (2n+ 1) π2 + π

)
(2n+ 1)!

, 0<θ<1 (ôîðìà Ëàãðàíæà),

(20.11)
R2n+1 (x) = o

(
x2n
)
, x→ 0 (ôîðìà Ïåàíî). (20.12)

Íà ëþáîì îòðåçêå [−r, r], r > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëå-
íà (20.11):

|R2n+1 (x)| ≤ r2n+1

(2n+ 1)!
. (20.13)

3) f (x) = cos x, f (n) (x) = cos
(
x+ nπ2

)
∀n ∈ N ,

f (n) (0) = cosn
π

2
=

{
0, åñëè n = 2m− 1, m = 1, 2, . . . ,

(−1)n/2 , åñëè n = 2m, m = 0, 1, 2, . . .

cosx = 1− x
2

2!
+
x4

4!
− x

6

6!
+ . . .+(−1)n

x2n

(2n)!
+R2n+2 (x) , ∀x ∈ R. (20.14)
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R2n+2 (x) =
x2n+2 cos

(
θx+ 2n · π2 + π

)
(2n+ 2)!

, 0 < θ < 1 (ôîðìà Ëàãðàíæà),

(20.15)

R2n+2 (x) = o
(
x2n+1

)
, x→ 0 (ôîðìà Ïåàíî). (20.16)

Íà ëþáîì îòðåçêå [−r, r], r > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëå-
íà (20.15)

|R2n+2 (x)| ≤ r2n+2

(2n+ 2)!
. (20.17)

4) f (x) = ln (1 + x),

f (n) (x) = (−1)n−1 (n− 1)!

(x+ 1)n
, f (0) = 0, f (n) (0) = (−1)n−1 (n− 1)!,

ln (1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . .+ (−1)n−1 x

n

n
+Rn+1 (x) , (20.18)

∀x ∈ [−1, 1], ïðè÷¼ì äëÿ 0 ≤ x ≤ 1 èñïîëüçóåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå
Ëàãðàíæà:

Rn+1 (x) =
(−1)n xn+1

(n+ 1) (1 + θx)n+1 , 0 < θ < 1, (20.19)

|Rn+1 (x)| < 1

n+ 1
. (20.20)
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Äëÿ −1 < x ≤ 0 áåð¼ì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Êîøè

Rn+1 (x) = (−1)xn+1 (1− θ)n

(1 + θx)n+1 , (20.21)

|Rn+1 (x)| < rn+1

1− r
, −r ≤ x ≤ 0, 0 < r < 1. (20.22)

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ïåàíî äëÿ f (x) = ln (1 + x):

Rn+1 (x) = o (xn) , x→ 0. (20.23)

5) f (x) = (1 + x)α, α ∈ R, α 6= 0.

f (n) (x) = α (α− 1) . . . (α− (n− 1)) (1 + x)α−n ∀n ∈ N,

f (n) (0) = α (α− 1) . . . (α− (n− 1)) ,

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x+

α (α− 1)

2!
x2 + . . .+

+
α (α− 1) ... (α− (n− 1))

n!
xn +Rn−1 (x) , (20.24)

Rn+1 (x) =
α (α− 1) . . . (α− n)

(n+ 1)!
(1 + θx)α−(n+1) xn+1, (20.25)
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0 < θ < 1 (ôîðìà Ëàãðàíæà),

Rn+1 (x) =
α (α− 1) . . . (α− n) (1 + θx)α−(n+1)

n!
(1− θ)n xn, (20.26)

0 < θ < 1 (ôîðìà Êîøè),

Rn+1 (x) = o (xn) , x→ 0 (ôîðìà Ïåàíî),

lim
n→∞

Rn+1 (x) = 0, (20.27)

∀x ∈ (−1, 1); ∀α ∈ R.
Åñëè α > 0, òî ðàâåíñòâî (20.27) ñïðàâåäëèâî è ïðè x = ±1; åñëè

−1 < α < 0, òî (20.27) ñïðàâåäëèâî ïðè x = 1.

Çàìå÷àíèå 20.7. Ôîðìóëû Ìàêëîðåíà èñïîëüçóþò ïðè ïðèáëèæåí-
íûõ âû÷èñëåíèÿõ è âû÷èñëåíèÿõ ïðåäåëîâ.

Ïðèìåð 20.4. Âû÷èñëèòü e0,11 ñ òî÷íîñòüþ äî 10−3, èñïîëüçóÿ ôîð-
ìóëó Ìàêëîðåíà.

J x = 0, 11, Rn+1 (x) = xn+1

(x+1)!e
θx, 0 < θ < 1, r = 1,

|Rn+1 (0, 11)| = 0, 11n+1

(n+ 1)!
eθ·0,11 <

3

9n+1 (n+ 1)!
< 0, 001,
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ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè n = 2.∣∣∣∣ 3

9n+1 (n+ 1)!

∣∣∣∣
n=2

=
3

93 · 3!
=

1

18 · 81
=

1

1458
< 10−3

(
ïðè n = 1 :

∣∣∣∣ 3

9n+1 (n+ 1)!

∣∣∣∣
n=1

=
3

92 · 2!
=

1

27 · 2
=

1

54
> 10−3

)
.

Òîãäà

e0,11 ≈ 1 +
0, 11

1!
+

0, 112

2!
= 1, 11 + 0, 00605 ≈ 1, 116(

1

1458
+ 0, 00005 = 0, 0007359 . . . < 0, 001

)
. I

Ïðèìåð 20.5. Íàéòè lim
x→0

cosx−1+x2

2

x4 = I.

J I = lim
x→0

1− x2

2! + x4

4! + 0
(
x5
)
− 1 + x2

2

x4
= lim

x→0

x4

4!

x4
= lim

x→0

1
4!

1
=

1

24
. I

Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé
òèïà: à)

(
0
0

)
ïðè x→ a; á)

(
0
0

)
ïðè x→ +∞; â)

(∞
∞
)
ïðè x→ a; ã)

(∞
∞
)

ïðè x→ +∞.
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2. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè ôîðìóëîé Òåé-
ëîðà.

3. Çàïèøèòå ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà íåêîòîðûõ ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé (ex, sinx, cosx, ln(1 + x), (1 + x)α).

4. Îáúÿñíèòå ñóòü ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè è
ïðåäåëîâ.

ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 18

Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ. Ôîðìóëà Òåéëîðà è åå ïðèëîæåíèÿ

Çàäà÷à 1. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, âû÷èñëèòå ïðåäåë

I = lim
x→+∞

(
2

π
arctg x

)x
.

JÈìååì íåîïðåäåëåííîñòü (1∞). Ïðåîáðàçîâûâàåì ïðåäåë, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó

lim
x→x0

1∞

(u (x))υ(x) = e
lim
x→x0

(u(x)−1)υ(x)
. (20.28)

Â íàøåì ñëó÷àå:

I = e
lim

x→+∞
( 2
π arctg x−1)x

=
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=

 lim
x→+∞

( 0
0)

2
π arctg x− 1

1
x

Ïð.Ë.
= lim

x→+∞

2
π ·

1
1+x2

− 1
x2

=

= lim
x→+∞

(−1) · 2

π
· x2

x2 + 1
= −2

π

]
= e−

2
π . I

Çàäà÷à 2. lim
x→+0

n
√
x · ln2 x = I.

JÈìååì íåîïðåäåëåííîñòü (0 · ∞).

I = lim
x→+0

(∞∞)

ln2 x

x−
1
n

Ïð.Ë.
= lim

x→+0

2 lnx · 1
x(

− 1
n

)2
x−

1
n−1

= lim
x→+0

(∞∞)

2 lnx

− 1
nx
− 1
n

Ïð.Ë.
=

Ïð.Ë.
= lim

x→+0

2 · 1
x(

− 1
n

)2
x−

1
n−1

= lim
x→+0

2(
− 1
n

)2
n
√
x = 0. I

Çàäà÷à 3. lim
x→0

( 0
0)

e−(1+x)
1
x

x = I.

J I
Ïð.Ë.

= lim
x→0

0−
(

(1 + x)
1
x ln (1 + x) ·

(
− 1
x2

)
+ 1

x (1 + x)
1
x−1
)

1
=



455

= lim
x→0

(−1) (1 + x)
1
x · lim

x→0

( 0
0)

(1 + x) ln (1 + x)− x
−x2 (1 + x)

=

= e · lim
x→0

1

x+ 1
· lim
x→0

( 0
0)

(1 + x) ln (1 + x)− x
x2

Ïð.Ë.
=

= e · lim
x→0

ln (x+ 1) + 1− 1

2x
=
e

2
. I

Çàäà÷à 4. lim
x→+0
(∞0)

|lnx|2x = I.

J I = e

lim
x→+0

(∞∞ )

2 ln|ln x|
1
x

Ïð.Ë.
= e

lim
x→+0

2· 1
− ln x

·(− 1
x )

(− 1
x2 ) = e

lim
x→+0

−2x
ln x = e0 = 1. I

Çàäà÷à 5. Âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà 3
√

25 ñ òî÷íîñòüþ
äî 10−3.

J 3
√

25 = 3
√

27− 2 = 3

√
27

(
1− 2

27

)
= 3

(
1 +

(
− 2

27

)) 1
3

=

= 3

(
1 +

1

3
·
(
− 2

27

)
+

1
3

(
1
3 − 1

)
2!

(
− 2

27

)2

+
1
3

(
1
3 − 1

) (
1
3 − 2

)
3!

(
− 2

27

)3

+
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+ . . .+
1
3

(
1
3 − 1

) (
1
3 − 2

)
. . .
(

1
3 − (n− 1)

)
n!

(
− 2

27

)n
+Rn+1

(
− 2

27

))
.

Çàïèøåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà â ôîðìå Ëàãðàíæà è
îöåíèì ñâåðõó åãî ìîäóëü.

3Rn+1

(
− 2

27

)
=

= 3
1
3

(
1
3 − 1

) (
1
3 − 2

)
. . .
(

1
3 − n

) (
1 + θ ·

(
− 2

27

)) 1
3−(n+1)

(n+ 1)!

(
− 2

27

)n+1

,

ãäå 0 < θ < 1.
Âîçüìåì n = 2.

3R3

(
− 2

27

)
= 3

1
3

(
1
3 − 1

) (
1
3 − 2

) (
1− 2θ

27

) 1
3−3

3!

(
− 2

27

)3

.

Òîãäà

3

∣∣∣∣R3

(
− 2

27

)∣∣∣∣ ≤ 3 ·
1
3 ·

2
3 ·

5
3 · 8

6 · 273
=

40

312
<

1

38
=

1

6561
= 0, 0001524 . . .

Ïðè n = 2:

3
√

25 ≈ 3− 2

27
− 1

3
· 4

272
= 3− 2 · 3 · 27 + 4

3 · 272
= 3− 166

2187
= 3−0, 07590 . . . =
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= 2, 92409 . . . ≈ 2, 924.

Ñ ó÷åòîì îøèáêè îêðóãëåíèÿ è îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ôîðìóëå
Òåéëîðà ïîëó÷èì, ÷òî 3

√
25 ≈ 2, 924 ñ òî÷íîñòüþ äî 10−3. I

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà sin 12◦ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî 10−4.

JÏî ôîðìóëå Òåéëîðà (12◦ = π
15 ðàäèàí)

sin
π

15
=

π

15
−
(
π
15

)3

3!
+

(
π
15

)5

5!
− . . .+ (−1)n−1

(
π
15

)2n−1

(2n− 1)!
+R2n+1

( π
15

)
.

Çàïèøåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè sinx â
òî÷êå x = π

15 â ôîðìå Ëàãðàíæà

R2n+1

( π
15

)
=

(
π
15

)2n+1

(2n+ 1)!
sin
(
θ · π

15
+ (2n+ 1)

π

2
+ π
)
.

Îöåíèì ìîäóëü îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà R2n+1

(
π
15

)
ñâåðõó

(
π
15 <

1
4

)
∣∣∣R2n+1

( π
15

)∣∣∣ < 1

42n+1 · (2n+ 1)!
(20.29)

Âîçüìåì n = 1. Òîãäà∣∣∣R2n+1

( π
15

)∣∣∣ < 1

43 · 6
=

1

64 · 6
=

1

384
> 10−4.
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Âîçüìåì n = 2. Â ýòîì ñëó÷àå∣∣∣R2n+1

( π
15

)∣∣∣ < 1

45 · 5!
=

1

64 · 16 · 120
=

1

122880
= 0, 0000081 . . . < 10−4.

Òîãäà

sin 12◦ ≈ π

15
−
(
π
15

)3

3!
= 0, 20943951 . . .− 0, 00153117 . . . =

= 0, 207908 . . . ≈ 0, 2079

ñ òî÷íîñòüþ äî 10−4. I
Çàäà÷à 7. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîð-

ìå Ïåàíî âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→0

1 + x cosx−
√

1 + 2x

ln (1 + x)− x
= I.

JÏðè âû÷èñëåíèè óêàçàííîãî ïðåäåëà èñïîëüçóåì ïðèíöèï îòáðàñû-
âàíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, à òàêæå àñèìïòîòè÷å-
ñêèå ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé cosx, (1 + x)α, ln (1 + x).

1) cosx = 1− x2

2! + x4

4! − . . .+ (−1)n x2n

(2n)! + o
(
x2n+1

)
, x→ 0;

2) ln (1 + x) = x− x2

2 + x3

3 − . . .+ (−1)n−1 xn

n + o (xn), x→ 0;

3) (1 + x)α = 1 + αx+ α(α−1)
2! x2 + α(α−1)(α−2)

3! x3 + . . .+
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+
α (α− 1) . . . (α− (n− 1))

n!
xn + o (xn) , x→ 0.

Òîãäà

I = lim
x→0

1 + x (1 + o (x))−
(

1 + 1
22x+

1
2(

1
2−1)
2! 4x2 + o

(
x2
))

x− x2

2 + o (x2)− x
=

= lim
x→0

1 + x− 1− x+ 1
2x

2 + o
(
x2
)

−x2

2 + o (x2)
= lim

x→0

1
2x

2

−1
2x

2
= −1. I

Çàìå÷àíèå 20.8. Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé â âèäå ìíîãî÷ëåíà â àñ-
ñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ çàêàí÷èâàåì ïîÿâëåíèåì ïåðâîãî ñòàðøåãî
÷ëåíà ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, êîòîðûé ñ ýòîé ñòåïåíüþ íå óíè÷òîæàåòñÿ ïîñëå
ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, à äàëüøå çàïèñûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé
ñèìâîë.

Çàäà÷à 8. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîð-
ìå Ïåàíî âû÷èñëèòü

lim
x→0

sin (x cosx) + x ln
(
1 + 2

3x
2
)
− x

√
1 + x5 − 1

= I.

JÇäåñü íåîïðåäåëåííîñòü âèäà
(

0
0

)
. Ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöè-

ïîì çàìåíû áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Òàê êàê
√

1 + x5 − 1 ýêâèâàëåíòíî 1
2x

5
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ïðè x → 0, à ÷èñëèòåëü äðîáè ïîä çíàêîì ïðåäåëà ýêâèâàëåíòåí ñàì
ñåáå ïðè x→ 0, òî

I = lim
x→0

sin (x cosx) + x ln
(
1 + 2

3x
2
)
− x

1
2x

5
.

Âèäíî, ÷òî ìíîãî÷ëåíû â àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ ïåðâîãî è âòî-
ðîãî ñëàãàåìûõ ÷èñëèòåëÿ äðîáè ïîä çíàêîì ïðåäåëà äîëæíû çàêàí÷è-
âàòüñÿ ÷ëåíàìè âèäà ax5, ãäå a 6= 0.

I = lim
x→0

sin
(
x
(

1− x2

2! + x4

4! + o
(
x5
)))

+ x

(
2
3x

2 − ( 2
3x

2)
2

2 + o
(
x4
))
− x

1
2x

5
=

= lim
x→0

(
x− x3

2! + x5

4!

)
−
(
x−x

3

2

)3

3! + x5

5! + 2
3x

3 − 2
9x

5 − x
1
2x

5
=

= lim
x→0

x− x3

2 + x5

24 −
1
3!

(
x3 − 3x2 · x3

2

)
+ x5

5! + 2
3x

3 − 2
9x

5 − x
1
2x

5
=

= lim
x→0

x5
(

1
24 + 1

4 + 1
120 −

2
9

)
1
2x

5
=

1

12
+

1

2
+

1

60
−4

9
=

15 + 90 + 3− 80

180
=

7

45
. I
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ:

1.1 lim
x→0

x2 cosx
cosx−1 ;

1.2 lim
x→0

ex−e−x
ln(1+x) ;

1.3 lim
x→0

ex−esin x

x−sinx ;

1.4 lim
x→0

e−(1+x)
1
x

x ;

1.5 lim
x→0

x sin(sinx)−sin2 x
x6 ;

1.6 lim
x→0

sinx−x cosx
sin3 x

;

1.7 lim
x→0

ex−e−x−2x
x−sinx ;

1.8 lim
x→0

ln(1+x2)
cos 3x−e−x ;

1.9 lim
x→2

arcsin(2−x)√
x2−3x+2

;

1.10 lim
x→1

√
2x−x4− 3

√
x

1− 4
√
x3

;

1.11 lim
x→∞

x+2 lnx
x ;

1.12 lim
x→+∞

ex+sinx
x+sinx ;

1.13 lim
x→π

2

[
tgx− 1

1−sinx

]
;

1.14 lim
x→1

[
1

x−1 −
1

lnx

]
;

1.15 lim
x→2

ln(x2−3)
x2+3x−10 ;

1.16 lim
x→0

(
1
x2 − ctg2x

)
;

1.17 lim
x→0

[
π
4x −

π
2x(e2x+1)

]
;

1.18 lim
x→+0

xx;

1.19 lim
x→+0

(
1
x

)tg x
;

1.20 lim
x→a

(
2− x

a

)tg πx
2a ;

1.21 lim
x→+∞

(
π
2 − arctgx

) 1
x ;

1.22 lim
x→+∞

(π − 2arctgx) lnx;

1.23 lim
x→π

4

(tg x)tg 2x;

1.24 lim
x→0

(
tgx
x

) 1
x2 ;

1.25 lim
x→+∞

(
2
π arctg x

)x
;

1.26 lim
x→−a

ln
(
1− x

a

)
ctg πx

a .
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Çàäàíèå 2. Ìíîãî÷ëåí P (x) = 1 + 3x + 5x2 − 2x3 ðàçëîæèòü ïî
öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì äâó÷ëåíà x+ 1.

Çàäàíèå 3. Íàïèñàòü ðàçëîæåíèÿ ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòå-
ïåíÿì ïåðåìåííîé x äî ÷ëåíîâ óêàçàííîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî:

1) e2x−x2

äî ÷ëåíà x5; 2)
3
√

sinx3 äî ÷ëåíà x13; 3) ln cosx äî ÷ëåíà x6;
4) sin(sinx) äî ÷ëåíà x3; 5) tg x äî ÷ëåíà x5; 6) ln sinx

x äî ÷ëåíà x6.

Çàäàíèå 4. Îöåíèòü àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííûõ ôîð-
ìóë: 1) ex ≈ 1 + x + x2

2! + . . . + xn

n! ïðè 0 ≤ x ≤ 1; 2) sinx ≈ x − x3

6 ïðè

|x| ≤ 1
2 ; 3) tg x ≈ x + x3

3 ïðè |x| ≤ 0, 1; 4)
√

1 + x ≈ 1 + x
2 −

x2

8 ïðè
0 ≤ x ≤ 1.

Çàäàíèå 5. C ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü:
1) 3
√

30; 2)
√
e;3) sin 18◦; 4) ln 1, 2; 5) arctg0, 8; 6) arcsin 0, 8; 7) (1, 1)1,2.

Çàäàíèå 6.Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîð-
ìå Ïåàíî íàéòè ïðåäåëû ôóíêöèé:

6.1 lim
x→0

ex−
√

1+2x
ln cosx ;

6.2 lim
x→0

x
√

1+sinx− 1
2 ln(1+x2)−x

tg3x
;

6.3 lim
x→0

ln(1+x3)−2 sinx+2x cosx2

arctgx3 ;

6.4 lim
x→0

cosx−e−x2/2

x4 ;

6.5 lim
x→0

ex sinx−x(1+x)
x3 ;

6.6 lim
x→+∞

(
6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5

)
;

6.7 lim
x→∞

[
x− x2 ln

(
1 + 1

x

)]
.



463

ËÅÊÖÈß 21

Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ
ñâîéñòâ ôóíêöèé

21.1. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè â òî÷êå. Êðèòåðèé
ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå

Îïðåäåëåíèå 21.1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþ-
ùåé) â òî÷êå x0 ∈ D (f), åñëè ∃U (x0, δ) ⊂ D (f), δ > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ
âñåõ x ∈ U (x0, δ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f (x) < f (x0) (f (x) > f (x0)),
åñëè x < x0 è f (x) > f (x0) (f (x) < f (x0)), åñëè x > x0.

x

y

0,5

0,5-0,5

1

0

Ðèñóíîê 21.1

Ïðèìåð 21.1. Ôóíêöèÿ

f (x) =

{
{x} , åñëè 0 < |x|< 0, 5;
0, 5, åñëè x = 0,
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(ðèñóíîê 21.1) óáûâàåò â òî÷êå x0 = 0, îäíàêî â êàæäîì èç èíòåðâà-
ëîâ (−0, 5; 0) è (0; 0, 5) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò (â êàæäîé èç òî÷åê ýòèõ
èíòåðâàëîâ ôóíêöèÿ f òîæå âîçðàñòàåò).

Òåîðåìà 21.1. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ D (f)
è f ′ (x0) > 0 (f ′ (x0) < 0), òî ýòà ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò (óáûâàåò) â òî÷êå
x0.

JÄîêàæåì òåîðåìó, íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ f ′ (x0) > 0. Ïî îïðåäåëå-

íèþ f ′ (x0) = lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

, ýòî çíà÷èò:

∀ε > 0

(
ε =

1

2
f ′ (x0)

)
∃δ > 0 ∀x ∈ D (f)

0 < |x− x0| < δ ⇒
∣∣∣∣f (x)− f (x0)

x− x0
− f ′ (x0)

∣∣∣∣ < f ′ (x0)

2
⇔

⇔ 1

2
f ′ (x0) <

f (x)− f (x0)

x− x0
<

3

2
f ′ (x0) .

Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî f(x)−f(x0)
x−x0

> 0 ïðè 0 < |x− x0| < δ. À ýòî çíà÷èò,
÷òî

∀x ∈ (x0, x0 + δ)⇒ f (x) > f (x0) , ∀x ∈ (x0 − δ, x0)⇒ f (x) < f (x0) .
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Òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå. Àíàëî-
ãè÷íî ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ îá óáûâàíèè ôóíêöèè â
òî÷êå.I

Çàìå÷àíèå 21.1. f ′ (x0) > 0 (<) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî äîñòàòî÷íûì óñëî-
âèåì (à íå íåîáõîäèìûì) âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ) ôóíêöèè â òî÷êå. Íà-
ïðèìåð, f (x) = x3 âîçðàñòàåò â òî÷êå x0 = 0, íî f ′ (0) = 0.

Òåîðåìà 21.2. (êðèòåðèé ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè íà ïðî-
ìåæóòêå) Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà íåâûðîæäåí-
íîì ïðîìåæóòêå I, äèôôåðåíöèðóåìà õîòÿ áû âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ
óêàçàííîãî ïðîìåæóòêà. Ôóíêöèÿ f áóäåò âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé)
íà ïðîìåæóòêå I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ′ (x) ≥ 0 (f ′ (x) ≤ 0) â
òî÷êàõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé íà ïðîìåæóòêå I, ïðè÷¼ì f ′ (x) = 0
ìîæåò áûòü òîëüêî â îòäåëüíûõ òî÷êàõ ïðîìåæóòêà I, à íå íà ÷àñòè÷-
íûõ íåâûðîæäåííûõ ïðîìåæóòêàõ èç I.

JÍåîáõîäèìîå óñëîâèå. Äîïóñòèì äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ÷òî f âîç-
ðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå I. Òîãäà äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè x ∈ I
áóäåò: f(x+∆x)−f(x)

∆x ≥ 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå,
ïîëó÷àåì: f ′ (x) ≥ 0.

Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò I1 ⊂ I (I1 � íåâûðîæäåííûé ïðîìåæóòîê),
÷òî ∀x ∈ I1 áóäåò f

′ (x) = 0. Òîãäà (êðèòåðèé ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè íà
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ïðîìåæóòêå) f = const íà I1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå (ïî óñëîâèþ f �
âîçðàñòàåò íà I1). Óòâåðæäåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ äîêàçàíî.
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Ïóñòü f ′ (x) ≥ 0 íà ïðîìåæóòêå I è f ′ (x) = 0

ìîæåò áûòü òîëüêî â îòäåëüíûõ òî÷êàõ óêàçàííîãî ïðîìåæóòêà. Âîçü-
ìåì ∀x1, x2 ∈ I, x1 < x2. Íà îòðåçêå [x1, x2] ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû Ëàãðàíæà, çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî è çàêëþ÷åíèå ýòîé
òåîðåìû f (x2) − f (x1) = f ′ (c) (x2 − x1), ãäå c ∈ (x1, x2), f

′ (c) ≥ 0,
x2 − x1 > 0. Òîãäà: f (x2) − f (x1) ≥ 0. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f ÿâëÿåò-
ñÿ íåóáûâàþùåé íà ïðîìåæóòêå I. Äîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå îíà
âîçðàñòàåò íà I. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê: ∃x1, x2 ∈ I, x1 < x2, ÷òî
f (x1) = f (x2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû (f � íåóáûâàþùàÿ íà [x1, x2]): äëÿ
∀x ∈ [x1, x2] ⇒ f (x1) ≤ f (x) ≤ f (x2). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî f = const
íà [x1, x2]. Ïîýòîìó f ′ (x) = 0 íà [x1, x2], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Çíà÷èò, f � âîçðàñòàåò íà I. I

Ïðèìåð 21.2. Ôóíêöèÿ f (x) = x3 âîçðàñòàåò íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
òàê êàê f ′ (x) = 3x2 ≥ 0 ∀x ∈ R, ïðè÷¼ì f ′ (x) = 0 òîëüêî â òî÷êå x = 0.



467

21.2. Ïîíÿòèå ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíêöèè. Íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ýêñòðåìóìà. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìàêñèìóìà è

ìèíèìóìà ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 21.2. Òî÷êà x0 ∈ D (f) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà
(ìèíèìóìà) ôóíêöèè f , à f(x0) � ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì), åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U (x0, δ) ⊂ D (f), ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ U (x0, δ)
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ f (x) ≤ f (x0) (≥), ïðè÷¼ì, åñëè f (x) < f (x0) (>),
òî x0 íàçûâàþò òî÷êîé ñòðîãîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà).

Ðèñóíîê 21.2 � Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ôóíêöèè

Çàìå÷àíèå 21.2. Èç ðèñóíêà 21.2 âèäíî, ÷òî x1 � òî÷êà ñòðîãîãî
ìàêñèìóìà ôóíêöèè, ëþáàÿ æå òî÷êà ïðîìåæóòêà [c, b) � òî÷êà ìàê-
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ñèìóìà (íåñòðîãîãî), òî÷êà x2 � ñòðîãîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè, à òî÷êè
èíòåðâàëà (c, b) � òî÷êè ìèíèìóìà (íåñòðîãîãî).

Ìàêñèìóìû (ìèíèìóìû) íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ íàèáîëüøèìè (íàè-
ìåíüøèìè) çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå (ðè-
ñóíîê 21.2).

Îïðåäåëåíèå 21.3. Òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíêöèè íàçû-
âàþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà, à çíà÷åíèÿ â íèõ � ýêñòðåìóìàìè.

Òåîðåìà 21.3. (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà) Åñëè ôóíêöèÿ f
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, è x0 � òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f , òî
f ′ (x0) = 0.

JÄëÿ ôóíêöèè f â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (x0, δ) ⊂ D (f) âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Ôåðìà, à çíà÷èò ñïðàâåäëèâî è çàêëþ÷åíèå
óêàçàííîé òåîðåìû: f ′ (x0) = 0. I

Çàìå÷àíèå 21.3. Óêàçàííîå â òåîðåìå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè â òî÷êå. Íàïðèìåð,
f (x) = x3, f ′ (x) = 3x2, çíà÷èò f ′ (0) = 0, îäíàêî íàøà ôóíêöèÿ â òî÷êå
x = 0 ýêñòðåìóìà íå èìååò.

Çàìå÷àíèå 21.4. Ôóíêöèÿ f ìîæåò èìåòü ýêñòðåìóì è â òî÷êàõ,
â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðîèçâîäíûõ íå èìååò. Íàïðèìåð, y = |x| â òî÷êå
x = 0 íå äèôôåðåíöèðóåìà, îäíàêî èìååò â íåé ìèíèìóì.
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Îïðåäåëåíèå 21.4. Òî÷êè D (f), â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f
ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè, ïðè÷¼ì, åñëè
f ′ (x0) = 0, òî x0 íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé.

Òåîðåìà 21.4. (ïåðâûé äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñòðîãîãî ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè â òî÷êå) Ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 ∈ D (f) ñòðîãèé ìàêñè-
ìóì (ìèíèìóì), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U (x0, δ) ⊂ D (f),
÷òî â íåé, êðîìå ìîæåò áûòü òî÷êè x0, ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, à
â òî÷êå x0 � íåïðåðûâíà, ïðè÷¼ì ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0 ïðîèçâîäíàÿ
ìåíÿåò çíàê ñ ¾+¿ íà ¾−¿ (ñ ¾−¿ íà ¾+¿).

JÄëÿ îïðåäåëåííîñòè äîïóñòèì, ÷òî f ′ (x) < 0 ∀x ∈ (x0 − δ;x0) è
f ′ (x) > 0 ∀x ∈ (x0, x0 + δ). Äëÿ ïðîìåæóòêîâ (x0 − δ;x0] è [x0;x0 + δ)
âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ äîñòàòî÷íîãî ïðèçíàêà (òåîðåìà 21.2) ñòðî-
ãîé ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f , ïîýòîìó íà (x0 − δ;x0] f � óáûâàåò, à íà

[x0;x0 + δ) � âîçðàñòàåò, çíà÷èò f (x) > f (x0) ∀x ∈
0

U (x0, δ). Ïîëó÷èëè,
÷òî x0 � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè f . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è äëÿ
ñëó÷àÿ ìàêñèìóìà.I

Ïðèìåð 21.3. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ f (x) =
∣∣x2 − x

∣∣.
J D (f) = (−∞,+∞). Îïðåäåëèì ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà

ôóíêöèè ϕ (x) = x2 − x. Íóëè ϕ : x1 = 0, x2 = 1.
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Òîãäà: f (x) =

{
x2 − x, åñëè x ≤ 0 èëè x ≥ 1;
x− x2, åñëè 0 < x < 1.

Åñëè îáîçíà÷èòü: f1 (x) = x2−x è f2 (x) = x−x2 (íà ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîìåæóòêàõ), òî f ′1 (x) = 2x − 1 äëÿ x < 0 èëè x > 1; f ′1 (−0) = −1 è
f ′1 (1− 0) = 1; f ′2 (x) = 1 − 2x, f ′2 (+0) = 1, f ′2 (1− 0) = −1; f ′2 (x) = 0
åñëè 1− 2x = 0, x3 = 1

2 .
Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè áóäóò: x1 = 0, x2 = 1, x3 = 1

2 . Ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà íà R, çíà÷èò, íåïðåðûâíà è â òî÷êàõ xi, i = 1, 2, 3. Êðîìå
òîãî, äëÿ êàæäîé èç óêàçàííûõ òî÷åê ñóùåñòâóþò ïðîêîëîòûå îêðåñò-
íîñòè, ãäå f � äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷¼ì ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x1 = 0
ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ ¾−¿ íà ¾+¿, ÷åðåç x2 = 1 ñ ¾−¿ íà ¾+¿, à
÷åðåç x3 = 1

2 ñ ¾+¿ íà "−".
Âûâîä: x1 = 0, x2 = 1 � òî÷êè ñòðîãîãî ìèíèìóìà, à x3 = 1

2 � ñòðîãîãî
ìàêñèìóìà ôóíêöèè f ; fmin (0) = fmin (1) = 0; fmax

(
1
2

)
= 1

4 (ðèñóíîê
21.3).I

Òåîðåìà 21.5. (âòîðîé äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñòðîãîãî ýêñòðåìó-
ìà ôóíêöèè â òî÷êå) Ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x0 ∈ D (f) ñòðîãèé ìàê-
ñèìóì (ìèíèìóì), åñëè x0 ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (f ′ (x0) = 0) è ∃f ′′ (x0) < 0
(∃f ′′ (x0) > 0).

JÄëÿ îïðåäåë¼ííîñòè äîïóñòèì, ÷òî f ′′ (x0) > 0. Ðàç ñóùåñòâóåò

f ′′ (x0), òî ∃f ′ (x) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
◦
U (x0, δ). Ïî îïðåäåëåíèþ
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x

y

2

1

4

1

10

Ðèñóíîê 21.3 � Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ôóíêöèè

f ′′ (x) = lim
∆x→0

f ′(x0+∆x)−f ′(x0)
∆x = lim

x→x0

f ′(x)
x−x0

. À òîãäà (ïî òåîðåìå î ñîõðàíå-

íèè ôóíêöèåé çíàêà ïðåäåëà), èìååì, ÷òî: f
′(x)

x−x0
> 0 â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè
◦
U (x0, δ1) ⊂

◦
U (x0, δ). Çíà÷èò, f

′ (x) < 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ (x0 − δ1, x0)
è f ′ (x0) > 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ (x0, x0 + δ) è f (x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Îòêóäà (òåîðåìà 21.4) ñëåäóåò, ÷òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ìèíèìóìà
ôóíêöèè f . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è äëÿ ñòðîãîãî ìàêñèìóìà.I

Ïðèìåð 21.4. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

f (x) = sinx− sin 2x

íà èíòåðâàëå
(
0, π2
)
.
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JÍàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå
(
0, π2
)
.

f ′ (x) = cos x− 2 cos 2x; f ′ (x) = 0; cosx− 2 cos 2x = 0;

cosx− 2
(
2 cos2 x− 1

)
= 0; 4 cos2 x− cosx− 2 = 0;

t = cosx, 4t2 − t− 2 = 0; t1,2 =
1±
√

33

8;
,

cosx =
1±
√

33

8
; x = ± arccos

1±
√

33

8
+ 2kπ, k ∈ Z.

Òîëüêî x0 = arccos 1+
√

33
8 ∈

(
0, π2
)
. Äàëåå íàõîäèì

f ′′ (x) = − sinx+ 4 sin 2x = sinx (8 cosx− 1) .

f ′′ (x0) = sinx0

(
81+

√
33

8 − 1
)
> 0. Çíà÷èò, x0 = arccos 1+

√
33

8 � òî÷êà

ìèíèìóìà íàøåé ôóíêöèè.I

21.3. Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå.
2. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó î âîçðàñòàíèè è óáûâàíèè ôóíêöèè.
3. Ñôîðìóëèðóéòå êðèòåðèé ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè íà ïðî-

ìåæóòêå.
4. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.
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5. Êàê íàéòè òî÷êè, ¾ïîäîçðèòåëüíûå¿ íà ýêñòðåìóì?

6. Ñôîðìóëèðóéòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.

ËÅÊÖÈß 22

Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ê èññëåäîâàíèþ
ñâîéñòâ ôóíêöèé

22.1. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

Èçâåñòíî (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà), ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà
íà îòðåçêå [a, b], òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì îòðåçêå ñâîåãî íàèìåíüøåãî è
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé, ïðè÷¼ì ýòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðèíèìàþòñÿ èëè
â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà èç èíòåðâàëà (a, b), èëè � íà êîíöàõ îòðåçêà. Îòêó-
äà ñëåäóåò ïîðÿäîê (àëãîðèòì) íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè f :

1) Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f èç èíòåðâàëà (a, b).

2) Íàõîäèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óêàçàííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ è
â òî÷êàõ x = a è x = b. Ñðàâíèâàåì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.
Íàèáîëüøåå èç íèõ � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f , à íàèìåíüøåå �
íàèìåíüøåå íà óêàçàííîì îòðåçêå.
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Ïðèìåð 22.1. Ôóíêöèþ

f (x) =

{
x, åñëè 0 ≤ x < 1
1
x , åñëè 1 ≤ x ≤ 4

èññëåäîâàòü íà íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå â å¼ îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ.

JÔóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0; 4], òàê êàê

f (1− 0) = lim x
x→1
x<1

= 1 = lim
x→1
x>1

1

x
= f (1 + 0) = f (1) = 1,

à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ îíà íåïðåðûâíà (íà [0, 1) f (x) = x íåïðåðûâíà êàê
ìíîãî÷ëåí, à íà (1; 4) f (x) = 1

x íåïðåðûâíà êàê äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ
ôóíêöèÿ â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ). Âèäíî, ÷òî f ′ (1−0) = (x)′x=1 =1,

f ′ (1 + 0) =
(

1
x

)′
x=1

=
(
− 1
x2

)
x=1

= −1. Çíà÷èò, â òî÷êå x = 1 è ôóíêöèÿ
f ïðîèçâîäíîé íå èìååò, à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (0; 4) ïðîèç-
âîäíàÿ ôóíêöèè ñóùåñòâóåò è îíà íå ðàâíà íóëþ.

f ′ (x) =

{
1, åñëè 0 <x< 1
− 1
x2 , åñëè 1 < x < 4.

Òàêèì îáðàçîì, x = 1 êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè f íà èíòåðâàëå
(0; 4).

f (1) =

(
1

x

)∣∣∣∣
x=1

= 1; f (0) = x
∣∣
x=0

= 0; f (4) =

(
1

x

)∣∣∣∣
x=4

=
1

4
.
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Îòâåò: Ôóíêöèÿ f â òî÷êå x = 1 ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå,
îíî ðàâíî 1, à â òî÷êå x = 0 � íàèìåíüøåå, îíî ðàâíî 0.I

Çàìå÷àíèå 22.1. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I,
êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì, òî å¼ èññëåäîâàíèå íà íàèáîëüøåå (íàè-
ìåíüøåå) çíà÷åíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè äî-
ïóñòèì, ÷òî I = (a,+∞)):

1) íàõîäèì âíóòðåííèå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïðîìåæóòêà I,

2) íàõîäèì ïðåäåëû lim
x→a+0

f (x) := α è lim
x→+∞

f (x) := β,

3) ñðàâíèâàåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â óêàçàííûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ
ñ íàéäåííûìè ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè α è β.

Åñëè íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå èç ñðàâíèâàåìûõ ÷èñåë áó-
äåò ñðåäè çíà÷åíèé ôóíêöèè â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ, òî ýòî è áóäåò íàè-
áîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå I. Åñëè æå
íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå áóäåò ñðåäè ÷èñåë α è β, òî ôóíê-
öèÿ f íà ïðîìåæóòêå I íàèáîëüøåãî (íàèìåíüøåãî) çíà÷åíèÿ íå èìååò.

Çàìå÷àíèå 22.2. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå I,
èìååò íà ýòîì ïðîìåæóòêå îäèí ýêñòðåìóì, êîòîðûé áóäåò ìàêñèìó-
ìîì (ìèíèìóìîì), òî ýòî è áóäåò íàèáîëüøèì (íàèìåíüøèì) çíà÷åíèåì
ôóíêöèè f íà ïðîìåæóòêå I.
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Çàìå÷àíèå 22.3. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîíå÷íîì ïðîìå-
æóòêå I íàïðèìåð I = (a, b], è åñëè ôóíêöèþ ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäîë-
æèòü íà îòðåçîê [a, b], òî å¼ èññëåäîâàíèå íà íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå)
çíà÷åíèå ïðîâîäèì êàê âûøå ñêàçàíî (äëÿ ñëó÷àÿ îòðåçêà). È åñëè ýòî
íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè äîñòèãàåò â òî÷êå èç ïðî-
ìåæóòêà I, òî îíî áóäåò èñêîìûì, åñëè íåò (íàïðèìåð â òî÷êå x = a),
òî ôóíêöèÿ åãî íå èìååò.

Ïðèìåð 22.2. Êàêèå ðàçìåðû äîëæíû èìåòü ðàäèóñ îñíîâàíèÿ è
âûñîòà îòêðûòîãî öèëèíäðè÷åñêîãî áàêà, ÷òîáû ïðè äàííîì îáú¼ìå V
íà åãî ïðîèçâîäñòâî ïîøëî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ëèñòîâîãî ìåòàëëà?

JÈçó÷àåì óñëîâèå çàäà÷è (íàïðèìåð êîðîòêîå óñëîâèå ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè). Íàéä¼ì â óñëîâèè çàäà÷è âåëè÷è-
íó, ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ ñëîâî íàèìåíüøåå. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî áóäåò
ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè îòêðûòîãî öèëèíäðè÷åñêîãî áàêà. Îáîçíà÷èì å¼
÷åðåç S (îáû÷íî, íî íå âñåãäà, ýòà âåëè÷èíà è åñòü ôóíêöèÿ, èññëåäóå-
ìàÿ íà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå). Äàëåå îáîçíà÷èì äðóãèå âåëè÷èíû, ÷åðåç
êîòîðûå âûðàæàåì S: R � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ áàêà, H � åãî âûñîòà. Ïî-
ëó÷àåì:

S = 2πRH + πR2 = S (R,H) . (22.1)

Ïîëó÷èëè S êàê ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ R è H. Ñîñòàâèì óðàâ-
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íåíèå ñâÿçè R è H
V = πR2H. (22.2)

Èç (22.1)�(22.2) âèäíî, ÷òî çà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ äëÿ ôóíêöèè
S ëó÷øå âçÿòü R. Òîãäà èç (22.2):

H =
V

πR2
.

Áóäåì èìåòü:

S = 2πR · V

πR2
+ πR2 =

2V

R
+ πR2. (22.3)

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è íàéä¼ì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (22.3):

D (S) = (0; +∞) . (22.4)

Ïîëó÷èëè ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü: ôóíêöèþ (22.3) ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ (22.4) èññëåäîâàòü íà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Òàê êàê îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ íå åñòü îòðåçîê, òî ôóíêöèþ S (R) áóäåì èññëåäîâàòü íà
ýêñòðåìóì.

S ′ = −2V

R2
+ 2πR =

2πR3 − 2V

R2
.

Ìåòîäîì èíòåðâàëîâ èññëåäóåì çíàê ïðîèçâîäíîé. Â òî÷êå R = 3

√
V
π

S ′ (R) = 0; åñëè R > 3

√
V
π òî S ′ (R) > 0

(
R < 3

√
V
π , äëÿ S ′ (R) < 0).
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R = 3

√
V
π � òî÷êà ìèíèìóìà, à òàê êàê îíà åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ýêñòðå-

ìóìà è ôóíêöèÿ S(R) íåïðåðûâíà íà D(S), òî â ýòîé òî÷êå è áóäåò
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå. Òîãäà

H =
V
π(
V
π

) 2
3

=
3

√
V

π
. I

22.2. Âûïóêëûå ôóíêöèè. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè
ôóíêöèè íà èíòåðâàëå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a, b). Âîçüì¼ì ëþáûå òî÷-
êè x1, x2 ∈ (a, b), a < x1 < x2 < b. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êè A (x1, f (x1)) è
B (x2, f (x2)) ãðàôèêà ôóíêöèè ñåêóùóþ l (x). Å¼ óðàâíåíèå:

y − f (x1)

f (x2)− f (x1)
=

x− x1

x2 − x1

èëè

y =
f (x2) (x− x1) + f (x1) (x2 − x)

x2 − x1
(y = l (x)) .

Îïðåäåëåíèå 22.1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ (âûïóê-
ëîé âíèç) íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè ∀x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2, è ëþáîé
òî÷êè x0 ∈ (x1, x2) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî l (x0) ≤ f (x0) (≥)
(ðèñóíîê 22.1).
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x

y

O 0x1x 2x

)( 0xf

)( 0xl

)( xf )( xl

Ðèñóíîê 22.1 � Âûïóêëàÿ ââåðõ íà (x1;x2) ôóíêöèÿ

Çàìå÷àíèå 22.4. Åñëè íåðàâåíñòâà (îïðåäåëåíèå 22.1) ñòðîãèå, òî
ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé ââåðõ (ñòðîãî âûïóêëîé âíèç)
íà èíòåðâàëå (a, b).

Òåîðåìà 22.1. (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè íà èí-
òåðâàëå) Åñëè ôóíêöèÿ f äâà ðàçà äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå
(a, b) è f ′′ (x) > 0 (<) äëÿ ëþáûõ x ∈ (a, b), òî ôóíêöèÿ f ñòðîãî âûïóê-
ëà âíèç (ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ) íà èíòåðâàëå (a, b).

JÁåð¼ì ëþáûå x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2, x ∈ (x1, x2). Îöåíèì ðàçíîñòü
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l (x)− f (x):

l (x)− f (x) =
f (x2) (x− x1) + f (x1) (x2 − x)

x2 − x1
− f (x) =

=
(f (x2)− f (x)) (x− x1)− (f (x)− f (x1)) (x2 − x)

x2 − x1
= (òåîðåìà 19.3) =

=
f / (c2) (x2 − x) (x− x1)− f ′ (c1) (x− x1) (x2 − x)

x2 − x1
=

=
(f ′ (c2)− f ′ (c1)) (x2 − x) (x− x1)

x2 − x1
= [x1 < c1 < x < c2 < x2] =

=
f ′ (c̄) (x2 − x) (x− x1) (c2 − c1)

x2 − x1
, c1 < c̄ < c2.

Îòêóäà âèäíî, ÷òî l (x) < f (x), åñëè f ′′ (x) < 0 íà (a, b) (l (x) > f (x)
åñëè f ′′ (x) > 0 íà (a, b)). I

Çàìå÷àíèå 22.5. Äîêàçàííûé ïðèçíàê âûïóêëîñòè íå ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìûì. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f (x) = x4 ñòðîãî âûïóêëà âíèç (ìîæíî
äîêàçàòü) íà R, íî f ′′ (0) = 0 (â îñòàëüíûõ òî÷êàõ f ′′ (x) > 0).
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22.3. Òî÷êè ïåðåãèáà. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ïåðåãèáà

Îïðåäåëåíèå 22.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ïðè x = x0

è y = L (x) � óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f â òî÷êå
M0 (x0, f (x0)). Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè f (òî÷êà
M0 (x0, f (x0)) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè f), åñëè
ðàçíîñòü f (x)− L (x) ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0.

Ïðèìåð 22.3. Òî÷êà x0 = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè
f (x) = x3, ïîòîìó ÷òî ñóùåñòâóåò f ′ (0) è ðàçíèöà ìåæäó f è êàñà-
òåëüíîé L (x) = 0 ìåíÿåò çíàê (ñ ¾−¿ íà ¾+¿ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó
x0 = 0.

Òåîðåìà 22.2. (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ïåðåãèáà) Åñëè ôóíêöèÿ f

äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (x0, δ1), â òî÷êå
x = x0 f

′′ (x) íåïðåðûâíà è x0 � òî÷êà ïåðåãèáà, òî f
′′ (x0) = 0.

JÏðåäïîëîæèì, ÷òî f ′′ (x0) 6= 0, íàïðèìåð f ′′ (x0) > 0. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò U(x0, δ2) ⊂ U(x0, δ1) ÷òî ∀x ∈ U(x0, δ2) ⇒ f ′(x) > 0 (ñâîé-
ñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé), çíà÷èò (òåîðåìà 22.1), ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãî âûïóêëîé âíèç íà èíòåðâàëå (x0 − δ2, x0 + δ2), à ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f. I
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Çàìå÷àíèå 22.6. Ïîäîçðèòåëüíûìè íà ïåðåãèá áóäóò è òî÷êè, â êî-
òîðûõ f ′′ íå ñóùåñòâóåò, èëè f ′ (x) =∞.

Ïðèìåð 22.4. f (x) =

{
x2

2 , x ≥ 0

−x2

2 , x < 0

Òåîðåìà 22.3. (ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà) Åñëè ôóíê-
öèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x = x0:
0

U (x0, δ), â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò f
′ (x), à f ′′ (x) ìåíÿåò çíàê

ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = x0, òî x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f .

J L (x) = f (x0) + f ′ (x) (x− x0) = y � êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíê-
öèè f â òî÷êå M0 (x0, f (x0)). Îöåíèì f (x)− L (x):

f (x)− L (x) = (f (x)− f (x0))− f ′ (x0) (x− x0) =

(ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ëàãðàíæà 2 ðàçà, x0− δ < x0 < c̄ < c < x < x0 + δ)

= f ′ (c) (x− x0)− f ′ (x0) (x− x0)− f ′ (x0) (x− x0) =

= (f ′ (c)− f ′ (x0)) (x− x0) = f ′′ (c̄) (c− x0) (x− x0) .

Âèäíî, ÷òî sign (f (x)− L (x)) = signf ′′ (c̄) (çíàê ðàçíîñòè ñîâïàäàåò
ñî çíàêîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé).I
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Òåîðåìà 22.4. (âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà)

Åñëè f ′′ (x0) = 0, à f ′′′ (x0) 6= 0, òî x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíê-
öèè f .

Ïðèìåð 22.5. Íàéäèòå èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà
ôóíêöèè f (x) = 2x2 + lnx.

J D (f) = (0; +∞), f ′ (x) = 4x+ 1
x ;

f ′′ (x) = 4− 1

x2
=

4x2 − 1

x2
=

(2x− 1)(2x+ 1)

x2
.

Íàõîäèì ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà âòîðîé ïðîèçâîäíîé:

x0 ½
+

_

Âèäíî, ÷òî íà èíòåðâàëå
(
0; 1

2

)
ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé

âåðõ, à íà
(

1
2 ; +∞

)
� ñòðîãî âûïóêëîé âíèç (òåîðåìà 22.1): x = 1

2 � òî÷êà
ïåðåãèáà ôóíêöèè (òåîðåìà 22.3).I
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22.4. Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Äàéòå ïîíÿòèå íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, è
óêàæèòå, â ÷åì îòëè÷èå ýòîãî ïîíÿòèÿ îò ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

2. Ñôîðìóëèðóéòå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà îòðåçêå [a; b].

3. Ñôîðìóëèðóéòå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå (a; +∞).

4. Ñôîðìóëèðóéòå çàìå÷àíèå, êîòîðîå èñïîëüçóþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷
íà íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå.

5. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà íàõîæäåíèå íàèìåíü-
øåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé.

6. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ íà íàõîæäåíèå íàèìåíüøåãî
è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé.

7. Äàéòå îïðåäåëåíèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè.
8. Ñôîðìóëèðóéòå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè.
9. Äàéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè.
10. Ñôîðìóëèðóéòå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè.
11. Ñôîðìóëèðóéòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè.



485

ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 19

Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè.
Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

Çàäàíèå 1. Îïðåäåëèòå ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé:

1) f (x) = x5 + 2x3 + x; 2) ϕ (x) = 1− x3; 3) ψ (x) = x2

10 − lnx.

JÏîñêîëüêó âñå ýòè ôóíêöèè èìåþò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, îá-
ðàùàþùóþñÿ â íóëü íå áîëåå ÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, òî ðåøåíèå
çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ äëÿ êàæäîé èç äàííûõ ôóíêöèé ïðî-
ìåæóòêîâ, ãäå ïðîèçâîäíàÿ íå ìåíÿåò çíàêà. Ôóíêöèÿ áóäåò ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) òàì, ãäå åå ïðîèçâîäíàÿ áîëüøå (ìåíüøå)
íóëÿ.

1) Äëÿ ïåðâîé ôóíêöèè ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà f ′ (x) = 5x4 + 6x2 + 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f ′ (x) > 0 â ëþáîé òî÷êå ÷èñëîâîé îñè. Ñëåäîâàòåëüíî,
f (x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà R.

2) Äëÿ ôóíêöèè ϕ (x) ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà ϕ′ (x) = −3x2. Òàê êàê
ϕ′ (x) < 0 ïðè âñåõ x, è ëèøü â îäíîé òî÷êå ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â
íóëü (ϕ′ (x) = 0 ïðè x = 0), òî ôóíêöèÿ ϕ (x) áóäåò ìîíîòîííî óáûâàþ-
ùåé íà R.

3) Ôóíêöèÿ ψ (x) îïðåäåëåíà ïðè x > 0 è å¼ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà
ψ′ (x) = x

5 −
1
x .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîìåæóòêîâ óáûâàíèÿ ôóíêöèè ψ (x) ðåøàåì íåðà-
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âåíñòâî x2−5
5x < 0. Íî òàê êàê îäíîâðåìåííî x > 0, òî, çíà÷èò, ψ (x) < 0

â ïðîìåæóòêå 0 < x <
√

5 è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ψ (x) ìîíîòîííî
óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå

(
0,
√

5
)
.

Â äàííîì ñëó÷àå ïðîèçâîäíàÿ íå èìååò íà âñåì ïðîìåæóòêå (0,∞)
ïîñòîÿííîãî çíàêà. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîìåæóòêîâ ìîíîòîííîãî
âîçðàñòàíèÿ ψ (x) ðåøàåì íåðàâåíñòâî: x2−5

5x > 0. Èç êîòîðîãî ñëåäóåò,
÷òî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè äîëæíû áûòü îäíîãî çíàêà. Íî òàê
êàê x > 0, òî äîëæíî áûòü è x2− 5 > 0, îòêóäà x >

√
5. Ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ ψ (x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå
(√

5,+∞
)
. I

Çàäàíèå 2. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

f (x) = (x− 2)2(x+ 1)3.

JÔóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè (−∞,+∞).
Åå ïðîèçâîäíàÿ f ′ (x) = 5(x− 2)(x+ 1)2

(
x− 4

5

)
íåïðåðûâíà íà R. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ¾ïîäîçðèòåëüíûìè¿ íà ýêñòðåìóì áóäóò ëèøü òî÷êè, â êî-
òîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ. Ðåøàÿ óðàâíåíèå f ′(x) = 0, ïîëó÷èì:
x1 = −1, x2 = 4

5 , x3 = 2. Ýòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ðàçáèâàþò îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íà ñëåäóþùèå ïðîìåæóòêè:

(−∞,−1) ,

(
−1,

4

5

)
,

(
4

5
, 2

)
, (2,+∞) .

Çíàê ¾+¿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò íà ïðîìåæóòêàõ (−∞,−1),
(
−1, 4

5

)
,

(2,+∞). Çíàê ¾−¿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò íà ïðîìåæóòêå
(

4
5 , 2
)
.
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Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x1 = −1 ïðîèçâîä-
íàÿ çíàê íå ìåíÿåò, çíà÷èò, ýêñòðåìóìà íåò. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó
x2 = 4

5 ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ ¾+¿ íà ¾−¿, à, çíà÷èò, ýòî òî÷êà
ñòðîãîãî ìàêñèìóìà fmax

(
4
5

)
≈ 8, 7. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x3 = 2

ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ ¾−¿, íà ¾+¿, à çíà÷èò, ýòî òî÷êà ñòðîãîãî
ìèíèìóìà fmin (2) = 0.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñòîÿíñòâî çíàêà ïðîèçâîäíîé âíóòðè êàæäîãî
èç ïðîìåæóòêîâ óêàçûâàåò íà ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè â êàæäîì ïðîìå-
æóòêå.I

Çàäàíèå 3. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ y = |x|.
JÍàõîäèì ïðîèçâîäíóþ. Äëÿ x > 0 áóäåò |x| = x è y′ = 1, äëÿ x < 0

áóäåò |x| = −x è y′ = −1. Â òî÷êå x = 0 ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò, íî
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà. Îäíàêî â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ
¾−¿ íà ¾+¿, à çíà÷èò, ýòî òî÷êà ñòðîãîãî ìèíèìóìà fmin (0) = 0. I

Çàäàíèå 4. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ y = x
2
3 .

JÍàéäåì ïðîèçâîäíóþ y′ = 2
3 3
√
x
. Â òî÷êå x = 0 ïðîèçâîäíàÿ íå ñó-

ùåñòâóåò è lim
x→0

y′ = ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ¾ïîäîçðè-

òåëüíîé¿ íà ýêñòðåìóì (ðèñóíîê 14.3). Îäíàêî â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîä-
íàÿ ìåíÿåò çíàê ñ ¾−¿ íà ¾+¿, à çíà÷èò, ýòî òî÷êà ñòðîãîãî ìèíèìóìà
fmin (0) = 0. I

Çàäàíèå 5. Îò êàíàëà øèðèíîé a ïîä ïðÿìûì óãëîì ê íåìó îòõîäèò
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êàíàë øèðèíîé b. Ñòåíêè êàíàëîâ ïðÿìîëèíåéíû. Íàéòè íàèáîëüøóþ
äëèíó áðåâíà l, êîòîðîå ìîæíî ñïëàâëÿòü ïî ýòèì êàíàëàì èç îäíîãî â
äðóãîé.

a

b

A

a

b

B

D
K

CO

y

l-y

x

Ðèñóíîê 22.2

JÈññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ AB = l (ñìîò-
ðè ðèñóíîê 22.2). Ñ÷èòàåì, ÷òî òî÷êà D
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé áðåâíà. Â ýòîì ñëó-
÷àå ñðåäè ìíîæåñòâà äëèí áðåâåí, äëÿ
êîòîðûõ òî÷êà D ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé
òî÷êîé áðåâíà, íàäî íàéòè íàèìåíüøóþ
äëèíó. Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-
íîé èññëåäóåìîé íà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ôóíêöèè l âîçüìåì CA = x. Åùå îáîçíà-
÷èì: DA = y, òîãäà BD = l − y. Èç òðå-
óãîëüíèêà CDA íàõîäèì: y =

√
a2 + x2.

Òðåóãîëüíèêè BKD è DCA � ïîäîáíû,
ïîýòîìó x

y = b
l−y . Òîãäà l − y = by

x ; l − y = b
√
a2+x2

x è

l =
b
√
a2 + x2

x
+
√
a2 + x2 =

√
a2 + x2 · b+ x

x
èëè

l2 =

(
a2 + x2

)
(b+ x)2

x2
= f (x) . (22.5)
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Ôóíêöèè f (x) è l (x) áóäóò èìåòü íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðè îäíîì è
òîì æå çíà÷åíèè x.

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè f (x) âçÿòü èíòåðâàë:

D (f) = (0,+∞) . (22.6)

Ïîëó÷èëè ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü: ôóíêöèþ f (x) (23.1) ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ D (f) (23.2) èññëåäîâàòü íà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Áóäåì
èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ýêñòðåìóì.

f ′ (x) =

(
2x (x+ b)2 + 2 (x+ b)

(
a2 + x2

))
x2 − 2x

(
a2 + x2

)
(x+ b)2

x4
=

=
2 (x+ b)

(
x3 − a2b

)
x3

.

Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f . f ′(x) = 0⇒ x =
3
√
a2b.

Ìåòîäîì èíòåðâàëîâ èññëåäóåì f ′ (x) íà èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿí-
ñòâà.

3 2
b
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Çíà÷èò, x =
3
√
a2b � òî÷êà ìèíèìóìà êàê ôóíêöèè f (x), òàê è l (x).

Òàê êàê ýêñòðåìóì åäèíñòâåííûé è îí ìèíèìóì, òî îí è áóäåò íàèìåíü-
øèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè â åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Íàéäåì åãî

l
(

3
√
a2b
)

=

(
3
√
a2b+ b

)√
a2 +

3
√
a4b2

3
√
a2b

=
(
a

2
3 + b

2
3

) 3
2

.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëüøàÿ äëèíà áðåâíà, êîòî-

ðûå ìîæíî ñïðàâëÿòü ïî ýòèì êàíàëàì, áóäåò ðàâíà
(
a

2
3 + b

2
3

) 3
2

(åä.

äëèíû).I
Çàäàíèå 6. Ðû÷àã âòîðîãî ðîäà èìååò òî÷êó îïîðû â A (ñìîòðè

ðèñóíîê 22.3); â òî÷êå B (AB = a) ïîäâåøåí ãðóç P . Âåñ åäèíèöû äëè-
íû ðû÷àãà ðàâåí k. Êàêîâà äîëæíà áûòü äëèíà ðû÷àãà, ÷òîáû ãðóç P
óðàâíîâåøèâàëñÿ íàèìåíüøåé ñèëîé? (Ìîìåíò óðàâíîâåøèâàþùåé ñè-
ëû äîëæåí ðàâíÿòüñÿ ñóììå ìîìåíòîâ ãðóçà P è ðû÷àãà)

A B C

F

P

a

Ðèñóíîê 22.3

JÂ êà÷åñòâå èññëåäóåìîé íà íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå âîçüìåì ôóíêöèþ F , à íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé áåðåì AC = x � äëèíó ðû÷àãà.

Èìååì óðàâíåíèå

F (x) =
k

2
x+

Pa

x
(22.7)
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èç óñëîâèÿ F ·x = x·k
2 ·x+Pa. Â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

F âîçüìåì

D (F ) = (0,+∞) . (22.8)

Ôóíêöèþ (23.3) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ (23.4) èññëåäóåì íà ýêñòðå-
ìóì (ñìîòðè çàäà÷ó 1)

F ′ (x) =
k

2
− Pa

x2
=
kx2 − 2Pa

2x2
;F ′ (x) = 0; x =

√
2Pa

k
.

Âèäíî, ÷òî x =
√

2Pa
k � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

F (x), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå óêàçàííàÿ
òî÷êà áóäåò è òî÷êîé íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F (x), ò.å. èñêîìàÿ

äëèíà ðû÷àãà áóäåò x =
√

2Pa
k . I

Çàäàíèå 7.Äîæäåâàÿ êàïëÿ, íà÷àëüíàÿ ìàññà êîòîðîém0 ïàäàåò ïîä
äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, ðàâíîìåðíî èñïàðÿÿñü, òàê ÷òî óáûëü ìàññû
ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè (êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåí k).
×åðåç ñêîëüêî ñåêóíä ïîñëå íà÷àëà ïàäåíèÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êàïëè
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áóäåò íàèáîëüøåé è êàêîâà îíà? (Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíåáðåãà-
åì)

JÇíàåì ôîðìóëó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

E =
mυ2

2
. (22.9)

Áåðåì ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t (êàïëÿ ïàäàåò è íå èñïàðèëàñü â ýòî
âðåìÿ). Òîãäà óáûëü ìàññû ê óêàçàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè t áóäåò: kt,
à ìàññà êàïëè ñòàíåò ðàâíà: m0 − kt. Ñêîðîñòü ïàäåíèÿ êàïëè â ýòîò
ìîìåíò âðåìåíè t áóäåò: gt. Òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êàïëè â ìîìåíò
âðåìåíè t áóäåò:

E (t) =
(m0 − kt) g2t2

2
. (22.10)

Äëÿ ôóíêöèè E (t) íàõîäèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ:m0−kt = 0, t = m0

k .
Òîãäà

D (E) =
(

0,
m0

k

)
. (22.11)

(ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî êàïëÿ èñïàðèëàñü íå äîëåòàÿ äî Çåìëè).
Ôóíêöèþ E (t) èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì.

E ′ (t) =
g2

2

(
−kt2 + (m0 − kt) · 2t

)
=
g2t

2
(2m0 − 3kt) ;

E ′ (t) = 0, 2m0 − 3kt = 0, 0 < t =
2m0

3k
<
m0

k
.
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+
_

t0
k

m

3

2 0

k

m 0

t = 2
3 ·

m0

k � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè E (t), êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà. Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå:

E

(
2

3
· m0

k

)
=

2

27
· m

3
0g

2

k2
.

Çíà÷èò, ÷åðåç âðåìÿ t = 2
3 ·

m0

k ïîñëå íà÷àëà ïàäåíèÿ êèíåòè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ E êàïëè áóäåò íàèáîëüøåé è áóäåò ðàâíà 2
27 ·

m3
0g

2

k2 . I

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y = arctg x−x óáûâàåò íà âñåé
÷èñëîâîé îñè.

Çàäàíèå 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y = x−sinx âîçðàñòàåò íà âñåé
÷èñëîâîé îñè.

Çàäàíèå 3. Îïðåäåëèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíê-
öèé: à) f(x) = 3x2 − 2x; á) f(x) = ex + 5x.
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Çàäàíèå 4. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
êðèòåðèÿ ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè (óáûâàíèÿ èëè âîçðàñòàíèÿ) ôóíêöèè
íà ïðîìåæóòêå:

4.1 cosx > 1− x2

2 , x > 0;

4.2 sinx > x− x3

6 , x > 0;

4.3 ex ≥ 1 + x+ x2

2! , x ≥ 0;

4.4 ex ≥ 1 + x+ x2

2! + . . .+ xn

n! , x ≥ 0;

4.5 ex ≤ 1 + x+ x2ex

2! , x ≥ 0;

4.6 ex ≤ 1 + x+ x2

2! + . . .+ xn

n! + xn+1ex

(n+1)! , x ≥ 0;

4.7 ln(1 + x) ≤ x, x ≥ 0;

4.8 ln(1 + x) ≥ x− x2

2 , x ≥ 0;

4.9 ln(1 + x) ≥ x− x2

2 + x3

3 − . . .−
x2n

2n , x ≥ 0;

4.10 ln(1 + x) ≤ x− x2

2 + x3

3 − . . .−
x2n+1

2n+1 , x ≥ 0.

Çàäàíèå 5. Íàéäèòå ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ôóíêöèé:

5.1 y = x2 − 6x+ 8;
5.2 y = x2(x− 4);
5.3 y = 3

√
2x3 + 3x2;

5.4 y = x3 − 12x+ 1;

5.5 y = sinx+ cosx;
5.6 y = ex + e−x;
5.7 y = −x2 5

√
(x− 2)2;

5.8 y = 14
x4−8x2+2 ;

5.9 y = x2e−x;
5.10 y = sinx− x.

Çàäàíèå 6. Êàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, áóäó÷è ñëîæåííûì ñ îáðàò-
íûì åìó ÷èñëîì, äàåò íàèìåíüøóþ ñóììó?
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Çàäàíèå 7. Òðåáóåòñÿ èçãîòîâèòü ÿùèê ñ êðûøêîé, îáúåì êîòîðîãî
áûë áû ðàâåí 72 ñì3, ïðè÷åì ñòîðîíû îñíîâàíèÿ îòíîñèëèñü áû êàê 1:2.
Êàêîâû äîëæíû áûòü ðàçìåðû âñåõ ðåáåð, ÷òîáû ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü
áûëà íàèìåíüøåé?

Çàäàíèå 8. Íà îêðóæíîñòè äàíà òî÷êà A. Ïðîâåñòè õîðäó BC ïàðàë-
ëåëüíî êàñàòåëüíîé â òî÷êå A òàê, ÷òîáû ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC
áûëà íàèáîëüøåé.

Çàäàíèå 9. Êàêîâ äîëæåí áûòü óãîë ïðè âåðøèíå ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà çàäàííîé ïëîùàäè, ÷òîáû ðàäèóñ âïèñàííîãî â ýòîò òðå-
óãîëüíèê êðóãà áûë íàèáîëüøèì?

Çàäàíèå 10. Îáúåì ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ðàâåí V . Êàêî-
âà äîëæíà áûòü ñòîðîíà îñíîâàíèÿ, ÷òîáû ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü ïðèçìû
áûëà íàèìåíüøåé?

Çàäàíèå 11. Òðåáóåòñÿ èçãîòîâèòü êîíè÷åñêóþ âîðîíêó ñ îáðàçóþ-
ùåé l = 20 ñì. Êàêîâà äîëæíà áûòü âûñîòà âîðîíêè, ÷òîáû åå îáúåì
áûë íàèáîëüøèì?

Çàäàíèå 12. Íàéäèòå âûñîòó öèëèíäðà íàèáîëüøåãî îáúåìà, êîòî-
ðûé ìîæíî âïèñàòü â øàð ðàäèóñà R.

Çàäàíèå 13. Â êîíóñ, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî R è âûñîòà H,
òðåáóåòñÿ âïèñàòü öèëèíäð, èìåþùèé íàèáîëüøóþ ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü.
Íàéäèòå ðàäèóñ öèëèíäðà.
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Çàäàíèå 14. Îêîëî äàííîãî öèëèíäðà îïèñàòü êîíóñ íàèìåíüøåãî
îáúåìà (ïëîñêîñòè îñíîâàíèé öèëèíäðà è êîíóñà ñîâïàäàþò).

Çàäàíèå 15. Íàéäèòå âûñîòó êîíóñà íàèìåíüøåãî îáúåìà, îïèñàí-
íîãî îêîëî øàðà ðàäèóñà R.

Çàäàíèå 16. Íàéäèòå âûñîòó êîíóñà íàèìåíüøåãî îáúåìà, îïèñàííî-
ãî îêîëî ïîëóøàðà ðàäèóñà R, òàê, ÷òîáû öåíòð îñíîâàíèè êîíóñà ëåæàë
â öåíòðå øàðà.

Çàäàíèå 17. Îêíî èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà, çàâåðøåííîãî ïî-
ëóêðóãîì. Îïðåäåëèòå ðàçìåðû îêíà, èìåþùåãî íàèáîëüøóþ ïëîùàäü
ïðè çàäàííîì ïåðèìåòðå.

Çàäàíèå 18. Êàðòèíà âûñîòîé 1, 4 ì. ïîâåøåíà íà ñòåíó òàê, ÷òî åå
íèæíèé êðàé íà 1, 8 ì âûøå ãëàç íàáëþäàòåëÿ. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè
îò ñòåíû äîëæåí âñòàòü íàáëþäàòåëü, ÷òîáû åãî ïîëîæåíèå áûëî íàè-
áîëåå áëàãîïðèÿòíî äëÿ îñìîòðà êàðòèíû (ò.å., ÷òîáû óãîë çðåíèÿ ïî
âåðòèêàëè áûë íàèáîëüøèì)?

Çàäàíèå 19. Ñòàòóÿ âûñîòîé 4 ì ñòîèò íà êîëîíå, âûñîòà êîòîðîé
5, 6 ì. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè äîëæåí âñòàòü ÷åëîâåê ðîñòîì (äî óðîâíÿ
ãëàç) 1,6 ì., ÷òîáû âèäåòü ñòàòóþ ïîä íàèáîëüøèì óãëîì?

Çàäàíèå 20. Íà ñòðàíèöå òåêñò äîëæåí çàíèìàòü 384 ñì2. Âåðõíåå
è íèæíåå ïîëÿ äîëæíû áûòü ïî 3 ñì., ïðàâîå è ëåâîå � ïî 2 ñì. Åñëè
ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òîëüêî ýêîíîìèþ áóìàãè, òî êàêîâû äîëæíû
áûòü íàèáîëåå âûãîäíûå ðàçìåðû ñòðàíèöû?
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Çàäàíèå 21.Êàìåíü áðîøåí ââåðõ ñ ïîâåðõíîñòè çåìëè. Ïðåíåáðåãàÿ
ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà è ñ÷èòàÿ óñêîðåíèå ñèëû ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
g ≈ 9, 8 ì

ñ2 , íàéäèòå: 1) íàèáîëüøóþ âûñîòó ïîäúåìà êàìíÿ â çàâèñèìî-
ñòè îò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0; 2) ñêîðîñòü êàìíÿ â ñàìîì âåðõíåì ïîëî-
æåíèè; 3) âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå êàìåíü óïàäåò íà çåìëþ, åñëè ñêîðîñòü
èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ â ñåêóíäó.
Çàäàíèå 29. Ñâåòÿùàÿñÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ëèíèè öåíòðîâ äâóõ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ ðàäèóñîâ R è r (R > r) è ðàñïîëîæåíà âíå
ýòèõ øàðîâ. Ïðè êàêîì ïîëîæåíèè òî÷êè ñóììà îñâåùåííûõ ÷àñòåé ïî-
âåðõíîñòåé øàðîâ áóäåò íàèáîëüøàÿ?
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ËÅÊÖÈß 23

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå å¼ ãðàôèêà

23.1. Âåðòèêàëüíàÿ, ãîðèçîíòàëüíàÿ è íàêëîííàÿ àñèìïòîòû.
Êðèòåðèé ãîðèçîíòàëüíûõ è íàêëîííûõ àñèìïòîò

Îïðåäåëåíèå 23.1. Ïðÿìàÿ x = a íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìï-
òîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè f , åñëè õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ
f (a− 0) èëè f (a+ 0) ðàâåí −∞ èëè +∞.

Ïðèìåð 23.1. Ïðÿìàÿ x = 0 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðà-
ôèêà ôóíêöèè f (x) = lnx, òàê êàê

f (0 + 0) = f (+0) = lim
x→0
x>0

lnx = −∞.

Çàìå÷àíèå 23.1. Åñëè ôóíêöèÿ f äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ (îòíîøåíèå
ìíîãî÷ëåíîâ: f (x) = Pn(x)

Qm(x)), òî âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû íàõîäèì â ñëå-
äóþùåì ïîðÿäêå:

1) Íàõîäèì äåéñòâèòåëüíûå íóëè çíàìåíàòåëÿ Qm (x), êîòîðûå íå ÿâ-
ëÿþòñÿ íóëÿìè ÷èñëèòåëÿ Pn (x). Äîïóñòèì ýòî áóäóò xk, k ∈ N, k ≤ m.

2) Òîãäà ïðÿìûå x = xk áóäóò âåðòèêàëüíûìè àñèìïòîòàìè (ïðè
íåîáõîäèìîñòè íàõîäèì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f (xk ± 0)).
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Îïðåäåëåíèå 23.2. Ïðÿìàÿ y = kx+b íàçûâàåòñÿ íàêëîííîé àñèìï-
òîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f (x) ïðè x→ +∞ (x→ −∞, x→∞) åñëè
ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå

f (x) = kx+ b+ α (x) ,

ãäå lim
x→+∞

α (x) = 0

(
lim

x→−∞
α (x) = 0 , lim

x→∞
α (x) = 0

)
.

Ñëåäñòâèå 23.1. Åñëè f(x) = Pn(x)
Qm(x) � äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíê-

öèÿ, è n < m, òî y = 0 � ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà; ïðè n = m
lim

x→+∞
Pn(x)
Qm(x) = a, ãäå a � îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ

÷èñëèòåëÿ Pn (x) è çíàìåíàòåëÿ Qm (x), y = a � áóäåò ãîðèçîíòàëü-

íîé àñèìïòîòîé; ïðè n = m + 1 � f (x) = Pn(x)
Qm(x) = kx + b + α (x), ãäå

lim
x→∞

α (x) = 0 è y = kx+b � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà. Â îñòàëüíûõ ñëó÷à-

ÿõ äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íàêëîííûõ (ãîðèçîíòàëüíûõ) àñèìï-
òîò íå èìååò.

Ïðèìåð 23.2. Íàéòè àñèìïòîòû êðèâîé

f (x) =
2x3 − 5x2 + 4x+ 1

2x2 − x− 1
=

Pn (x)

Qm (x)
.

JÍàõîäèì íóëè çíàìåíàòåëÿ.

2x2 − x− 1 = 0, D = 12 + 8 = 9; x1,2 =
1± 3

4
; x1 = 1, x2 = −1

2
.
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Âèäíî, ÷òî íóëè çíàìåíàòåëÿ íå ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ÷èñëèòåëÿ.

Pn (1) = 2, Pn

(
1

2

)
=

1

4
− 5

4
+ 2 + 1 = 2.

Çíà÷èò, x = 1 è x = 1
2 � âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû.

Òàê êàê n = m+ 1, òî ôóíêöèÿ f èìååò è íàêëîííóþ àñèìïòîòó ïðè
x→∞. Âûäåëèì öåëóþ ÷àñòü äåëåíèåì ÷èñëèòåëÿ íà çíàìåíàòåëü:

2x3 − 5x2 + 4x+ 1
2x3 − x2 − x
−4x2 + 5x+ 1
−4x2 + 2x+ 2

3x− 1

∣∣∣∣ 2x2 − x− 1
x− 2

Òîãäà f (x) = x−2+ 3x−1
2x2−x−1 , ïðè÷¼ì lim

x→∞
3x−1

2x2−x−1 = 0. Çíà÷èò, y = x−2
� íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ïðè x→∞. I

Òåîðåìà 23.1. Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) èìååò ïðè x→ +∞ (x→ −∞,
x → ∞) àñèìïòîòó y = kx + b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò
è êîíå÷íû ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

lim
x→+∞

(x→−∞,∞)

f (x)

x
= k è lim

x→+∞
(x→−∞,∞)

(f (x)− kx) = b.
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JÍåîáõîäèìîå óñëîâèå. Òàê êàê y = kx + b � àñèìïòîòà ïðè
x→ +∞, òî f (x) = kx+ b+ α (x), ãäå lim

x→+∞
α (x) = 0. Òîãäà

lim
x→+∞

f (x)

x
= lim

x→+∞

kx+ b+ α (x)

x
= k è

lim
x→+∞

(f (x)− kx) = lim
x→+∞

(b+ α (x)) = b.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. lim
x→+∞

(f (x)− kx) = b, à èç êðèòåðèÿ ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ó ôóíêöèè êîíå÷íîãî ïðåäåëà, âûòåêàåò, ÷òî f (x) − kx =
= b+ α (x), ãäå lim

x→+∞
α (x) = 0. I

Ïðèìåð 23.3. Íàéòè àñèìïòîòû êðèâîé f (x) = 4x+ arctg x
4 .

JÂåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò ôóíêöèÿ íå èìååò, òàê êàê îíà îïðåäåëåíà
è íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Íàéä¼ì:

1) lim
x→∞

f(x)
x = lim

x→∞

(
4 +

arctg x
4

x

)
= 4;

2) lim
x→+∞

(f (x)− kx) = lim
x→+∞

arctg x
4 = π

2 ;

3) lim
x→−∞

(f (x)− kx) = lim
x→−∞

arctg x
4 = −π

2 .

Çíà÷èò, y = 4x+ π
2 � àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèè f ïðè x→ +∞, à

y = 4x− π
2 � ïðè x→ −∞. I
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23.2. Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ê
èññëåäîâàíèþ ôóíêöèè è ïîñòðîåíèþ å¼ ãðàôèêà

Ïðèìåðíûé ïëàí èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè è ïîñòðîåíèÿ å¼
ãðàôèêà

1. Íàõîæäåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ).
2. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ÷åòíîñòü-íå÷åòíîñòü.
3. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ïåðèîäè÷íîñòü.
4. Íàõîæäåíèå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäè-

íàò, íóëåé ôóíêöèè.
5. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà íåïðåðûâíîñòü. Ïðåäåëû â áåñêîíå÷íûõ

òî÷êàõ.
6. Íàõîæäåíèå èíòåðâàëîâ çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè.
7. Íàõîæäåíèå àñèìïòîò ãðàôèêà ôóíêöèè.
8. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ýêñòðåìóì è ìîíîòîííîñòü.
9. Íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè.
10. Íàõîæäåíèå èíòåðâàëîâ âûïóêëîñòè ôóíêöèè è òî÷åê ïåðåãèáà.

Çàìå÷àíèå 23.2. Ïîðÿäîê ïóíêòîâ èññëåäîâàíèÿ (ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè) ìîæíî ìåíÿòü. Íàïðèìåð, êîãäà (ïóíêò 8) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íàøà
ôóíêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííàÿ â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (D (f) äîïóñ-
êàåò ðàçáèåíèÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîìåæóòêîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ
f âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò), òî ôóíêöèÿ áóäåò íåïåðèîäè÷åñêîé.
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Çàìå÷àíèå 23.3. Åñëè èññëåäîâàíèå ôóíêöèè â íåêîòîðûõ òî÷êàõ
ñëèøêîì ãðîìîçäêî, èëè åãî ïðàêòè÷åñêè òî÷íî íåëüçÿ âûïîëíèòü, òî
òàêèå òî÷êè èññëåäîâàíèÿ îïóñêàþòñÿ, èëè ïðèìåíÿþòñÿ ïðèáëèæåííûå
ìåòîäû, íàïðèìåð, ïðè íàõîæäåíèè íóëåé ôóíêöèè f (x) = x3−x+1

x2 .

Ïðèìåð 23.4. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ f (x) = x3−x+1
x2 è ïîñòðîèòü å¼

ãðàôèê.

1. D (f) = (−∞; 0) ∪ (0; +∞).
2. Ôóíêöèÿ íè ÷¼òíàÿ, íè íå÷¼òíàÿ.
3. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò:
à) ñ Oy � íåò (x 6= 0),
á) ñ Ox � x0 ≈ −1, 3 � íîëü ôóíêöèè (èñïîëüçîâàíèå ãðàôè÷åñêîãî

ìåòîäà è òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè).
4. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êàê äðîáíî-

ðàöèîíàëüíàÿ. x = 0 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, òàê êàê

f (−0) = lim
x→0
x<0

x3 − x+ 1

x2
= +∞ = f (+0) ,

lim
x→−∞

x3 − x+ 1

x2
= −∞; lim

x→+∞

x3 − x+ 1

x2
= +∞.

5. Èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè (ïðèìåíèì ìåòîä èíòåðâà-
ëîâ):
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x00
x

+
_

+

f (x) > 0, åñëè x ∈ (x0, 0) èëè x ∈ (0,+∞);

f (x) < 0, åñëè x ∈ (−∞;x0).

6. Àñèìïòîòû. x = 0 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà. x3−x+1
x2 = x + −x+1

x2 .
Çíà÷èò, y = x � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà.

7. Èññëåäîâàíèå íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóì.

y′ =

(
x− x− 1

x2

)′
= 1− 2− x

x3
=
x3 + x− 2

x3
;

x3 + x− 2 = 0⇔ (x− 1)
(
x2 + x+ 2

)
= 0,

y′′ = 2
3− x
x4

, ïðè÷¼ì y′′|x=1 > 0.

Çíà÷èò, x = 1 � òî÷êà ìèíèìóìà, ymin (1) = 1. Íà ïðîìåæóòêàõ
(−∞; 0) è (1; +∞) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò (ïî çíàêó f ′ (x)), à íà ïðîìå-
æóòêå (0; 1) � óáûâàåò.

8. Ôóíêöèÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ, òàê êàê îíà ñòðîãî êóñî÷íî-ìîíîòîííàÿ
â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
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9. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè. Íà ïðîìåæóòêå (−∞; 0) ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà, lim

x→−∞
f (x) = −∞, à lim

x→0
x<0

f (x) = +∞, çíà÷èò, E (f) = R.

10. Èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà. y′′ = 23−x
x4 ; y′′ = 0 ïðè

x = 3. Íàõîäèì (ìåòîäîì èíòåðâàëîâ) èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà y′′:
(−∞; 0); (0; 3) � èíòåðâàëû ñòðîãîé âûïóêëîñòè âíèç; (3; +∞) � èíòåð-
âàëû ñòðîãîé âûïóêëîñòè ââåðõ. x = 3 � òî÷êà ïåðåãèáà, f (3) = 26

9 .

x

y

1 2 3-1-2-3 0

9

26

Ðèñóíîê 23.1 � Ãðàôèê ôóíêöèè

Äàëåå áóäåì ñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå.
1. Ñòðîèì àñèìïòîòû.
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2. Íàíîñèì òî÷êè ýêñòðåìóìà, ïåðåãèáà, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè
êîîðäèíàò.

3. Ïðè íåîáõîäèìîñòè íàõîäèì äðóãèå òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè. Íà-
ïðèìåð: à) x = 2, y = 7

4 á) x = 0, 5, y = 1, 5; â) x = −1, y = 1; ã) x = −2,
y = −5

4 .

23.3. Âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

1. Êàê íàéòè íàêëîííûå àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè?
2. Êàê íàéòè íàêëîííûå, âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû

äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè?
3. Ñôîðìóëèðóéòå ïëàí èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè.
4. Èññëåäóéòå è ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè y = 1

1−x2 .
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 20

Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Âûïóêëîñòü
ôóíêöèè, àñèìïòîòû êðèâîé

Çàäàíèå 1. Êàìåíü áðîøåí ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ υ0 ïîä
óãëîì α ê ãîðèçîíòó. Ïðåíåáðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà, îïðåäåëèòü,
ïðè êàêîì óãëå α äàëüíîñòü ïîëåòà êàìíÿ áóäåò íàèáîëüøåé.

x

y

O xv

yv 0
v

a

JÍàõîäèì ïðîåêöèþ âåêòîðà −→υ0 íà-
÷àëüíîé ñêîðîñòè íà êîîðäèíàòíûå îñè
(|−→υ0| = υ0). Ýòî áóäóò:

υx = υ0 cosα, υy = υ0 sinα.

Áåðåì ëþáîé òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè
ïîëåòà êàìíÿ è îïðåäåëÿåì ãîðèçîíòàëü-
íûå è âåðòèêàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå çàêîíà

ðàññòîÿíèÿ ïîëåòà êàìíÿ:

x (t) = υxt = υ0 cosα · t (23.1)

è

y (t) = υyt−
gt2

2
= υ0 sinα · t− gt2

2
. (23.2)
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Ïîëíîå âðåìÿ ïîëåòà íàõîäèì èç óðàâíåíèÿ

υ0 sinα · t− gt2

2
= 0, t =

2υ0 sinα

g
. (23.3)

Òîãäà êàìåíü ïðîëåòåë ðàññòîÿíèå îò òî÷êè áðîñàíèÿ äî òî÷êè ïàäå-
íèÿ íà Çåìëþ

x = υ0 cosα · 2υ0 sinα

g
=
υ2

0

g
sin 2α.

Ôóíêöèþ

x (α) =
υ2

0

g
sin 2α (23.4)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D (x (α)) =
(

0,
π

2

)
(23.5)

èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì.

x′ =
υ2

0

g
cos 2α · 2; x′ = 0, cos 2α = 0, 2α =

π

2
+ πn, n ∈ Z.

Äëÿ èíòåðâàëà
(
0, π2
)
n = 0, α = π

4 .

Íàõîäèì x′′ = −4υ2
0

g sin 2α, x′′
(
π
4

)
= −4υ2

0

g < 0. Òîãäà α = π
4 � òî÷-

êà ñòðîãîãî ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè (23.4), à òàê êàê ýêñòðåìóì åäèí-
ñòâåííûé â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (23.5) ôóíêöèè, òî ýòî è åñòü èñêîìûé
óãîë.I
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Çàäàíèå 2. Ñâåòÿùàÿñÿ òî÷êà C íàõîäèòñÿ íà ëèíèè öåíòðîâ äâóõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ ðàäèóñîâ R è r (R > r) è ðàñïîëîæåíà ìåæäó
ýòèìè øàðàìè. Ïðè êàêîì ïîëîæåíèè òî÷êè C ñóììà îñâåùåííûõ ÷àñòåé
ïîâåðõíîñòåé øàðîâ (ïëîùàäåé ýòèõ ïîâåðõíîñòåé) áóäåò íàèáîëüøåé?
Äëèíà îòðåçêà ëèíèè öåíòðîâ ýòèõ øàðîâ ðàâíà a è

a ≥ r +R

√
R

r
. (23.6)

O

R

S

M

P

A C

L

K

B F
r

1
O

JÂâåäåì îáîçíà÷åíèå: OC = x,
òîãäà CO1 = a− x.

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
OMC (∠OMC = 90◦) ïîëó÷èì:
R2 = OS · x, OS = R2

x , SA = R− R2

x .

Àíàëîãè÷íî: BF = r − r2

a−x . Äàëüøå
íàõîäèì ïëîùàäü îñâåùåííûõ ÷à-
ñòåé óêàçàííûõ ñôåð.

S = 2πR · SA+ 2πr ·BF = 2πR

(
R− R2

x

)
+ 2πr

(
r − r2

a− x

)
.

Ïîëó÷èëè ôóíêöèþ

S (x) = 2π
(
R2 + r2

)
− 2π

(
R3

x
+

r3

a− x

)
. (23.7)
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Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè:

D (S) = (0, a− r] . (23.8)

Ôóíêöèÿ S (x) áóäåò èìåòü íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â òîé òî÷êå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ, â êîòîðîé ôóíêöèÿ f (x) = R3

x + r3

a−x áóäåò èìåòü íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèå.

f ′ (x) = −R
3

x2
+

r3

(a− x)2 =
r3x2 −R3 (a− x)2

x2 (a− x)2 ;

f ′ (x) = 0; r3x2 = R3 (a− x)2 ;

x2

(a− x)2 =
R3

r3
;

x

a− x
=

√
R3

√
r3

;
x

a
=

√
R3

√
R3 +

√
r3

; x =

√
R3a√

R3 +
√
r3
.

Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè òî÷êà x =
√
R3a√

R3+
√
r3
òî÷êîé îáëàñòè îïðåäåëå-

íèÿ ôóíêöèè.
√
R3a√

R3 +
√
r3
≤ a− r;

√
R3a ≤ a

(√
R3 +

√
r3
)
− r

(√
R3 +

√
r3
)

;

a
√
r3 ≥ r

(√
R3 +

√
r3
)

; a ≥ r +R

√
R

r
.

Óñëîâèå (23.6) âûïîëíÿåòñÿ.
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Íàõîäèì f ′′ = 2R3

x3 + 2r3

(a−x)
3 > 0. Âûâîä: òî÷êà x =

√
R3a√

R3+
√
r3
åñòü òî÷êà

ìèíèìóìà ôóíêöèè f , à, çíà÷èò, òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè S, à ïîýòîìó

ïðè x =
√
R3a√

R3+
√
r3
ïëîùàäü îñâåùåííîñòè øàðîâ áóäåò íàèáîëüøåé.I

Çàäàíèå 3. Öåíòðû 3-õ âïîëíå óïðóãèõ øàðîâ A, B, C ðàñïîëîæåíû
íà îäíîé ïðÿìîé.ØàðA ìàññûM ñî ñêîðîñòüþ v óäàðÿåò â øàð C ìàññû
m. Êàêîâà äîëæíà áûòü ìàññà øàðà B, ÷òîáû ñêîðîñòü C îêàçàëàñü íàè-
áîëüøåé?

A B C

M m
1

m

v 1
v

2
v

x
v

JÎáîçíà÷èì: m1 � ìàññà øàðà B, v1 �
ñêîðîñòü øàðà B, v2 � ñêîðîñòü øàðà C, vx
� ñêîðîñòü øàðà A ïîñëå óäàðà.

Èñïîëüçóÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ êîëè÷å-
ñòâà äâèæåíèÿ è ýíåðãèè, ïîëó÷èì

{
Mv = Mvx +m1v1,
Mv2

2 = Mv2
x

2 + m1v
2
1

2 ;
(23.9)

{
M(v−vx)
M(v2−v2

x) = m1v1

m1v2
1
,

Mv = Mvx +m1v1;
(23.10)
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{
1

v+vx
= 1

v1
,

m1v1

M = v − vx;

{
v + vx = v1,

v − vx = m1v1

M ;
2v = v1 +

mv1

M
; v1 =

2vM

M +m1
.

(23.11)

Àíàëîãè÷íî (23.11) áóäåò

v2 =
2v1m1

m1 +m
=

2 · 2vM
M+m1

m1

m1 +m
=

4vMm1

(m1 +m) (M +m1)
= v2 (m1) . (23.12)

Îáîçíà÷èì m1 = x. Ôóíêöèÿ v2 (m1) ïðèìåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ m1, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ f (x) = x

(x+m)(M+x) ïðèìåò

(îòíîñèòåëüíî x ∈ (0,+∞)) òàêæå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

f ′ (x) =
(x+m) (x+M)− x (x+M + x+m)

(x+m)2 (x+M)2 =
mM − x2

(x+m)2 (x+M)2 ,

x =
√
mM, åñëè f ′ (x) = 0.

Òî÷êà x =
√
mM åñòü òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè f , à çíà÷èò, è ôóíê-

öèè v2, à ïîýòîìó ïðèm1 =
√
mM ñêîðîñòü øàðà C áóäåò íàèáîëüøåé.I
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Çàäàíèå 4. Êðèâóþ y = 3x4− 8x3 + 6x2 + 12 èññëåäîâàòü íà íàïðàâ-
ëåíèå âûïóêëîñòè è íàéòè òî÷êè ïåðåãèáà.

JÍàõîäèì ïðîèçâîäíûå:

y′ = 12x3 − 24x2 + 12x, y′′ = 36 (x− 1)

(
x− 1

3

)
.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå y′′ = 0 ïîëó÷èì x1 = 1, x2 = 1
3 . Âñÿ îáëàñòü îïðåäåëå-

íèÿ ôóíêöèè ðàçáèâàåòñÿ ýòèìè òî÷êàìè íà òðè ïðîìåæóòêà:
(
−∞, 1

3

)
,(

1
3 , 1
)
, (1,+∞). Îïðåäåëÿÿ çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà êàæäîì ïðîìå-

æóòêå, ïîëó÷èì çíàê ¾+¿ íà ïðîìåæóòêàõ
(
−∞, 1

3

)
, (1,+∞) è çíàê ¾−¿

íà ïðîìåæóòêå
(

1
3 , 1
)
. Íà ïðîìåæóòêàõ

(
−∞, 1

3

)
, (1,+∞) ôóíêöèÿ âû-

ïóêëà âíèç, à íà ïðîìåæóòêå
(

1
3 , 1
)
âûïóêëà ââåðõ. Òî÷êè x1 = 1, x2 = 1

3

ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà, òàê êàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòè òî÷êè âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê.I

Çàäàíèå 5. Êðèâóþ y =
3
√
x5 èññëåäîâàòü íà íàïðàâëåíèå âîãíóòîñòè

è íàéòè åå òî÷êè ïåðåãèáà.
JÍàõîäèì ïðîèçâîäíûå y′ = 5

3x
2
3 , y′′ = 10

9 3
√
x
. Â äàííîì ñëó÷àå y′′

íèãäå â íóëü íå îáðàùàåòñÿ. Â òî÷êå x = 0 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ y′′ íå
ñóùåñòâóåò. Íî òàê êàê y′′ < 0 ïðè x < 0 è y′′ > 0 ïðè x > 0, òî â òî÷êå
x = 0 êðèâàÿ èìååò ïåðåãèá, è íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ââåðõ ñìåíÿåòñÿ
íà íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè âíèç.I

Çàäàíèå 6. Íàéòè àñèìïòîòû êðèâîé y = 2x2+12x+10
x+2 .
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JÍàéäåì íàêëîííóþ àñèìïòîòó. 1-é ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â äåëåíèè
÷èñëèòåëÿ íà çíàìåíàòåëü è ïîëó÷åíèÿ öåëîé ëèíåéíîé ÷àñòè, êîòîðàÿ
è ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé. Â íàøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå íàêëîííîé
àñèìïòîòû èìååò âèä y = 2x+ 8. 2-é ñïîñîá íàéäåì êîýôôèöèåíòû k è
b â óðàâíåíèè àñèìïòîòû y = kx+ b.

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= lim

x→±∞

2x2 + 12x+ 10

x2 + 2x
= 2,

b = lim
x→±∞

[f(x)− kx] = lim
x→±∞

[
2x2 + 12x+ 10

x+ 2
− 2x

]
= 8.

Ïîëó÷èì y = 2x+8 óðàâíåíèå íàêëîííîé àñèìïòîòû. Èìååòñÿ âåðòè-
êàëüíàÿ àñèìïòîòà x = −2, òî÷êà, â êîòîðîé çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â
íîëü, íî íå îáðàùàåò ÷èñëèòåëü â íîëü. Ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìïòîò ôóíê-
öèÿ íå èìååò.I

Çàäàíèå 7. Íàéòè àñèìïòîòû êðèâîé y = x2−7x+12
x2−x−6 .

J lim
x→±∞

x2−7x+12
x2−x−6 = 1. y = 1 è åñòü ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà. Íàêëîí-

íûõ àñèìïòîò ôóíêöèÿ íå èìååò. Îíà èìåëà áû íàêëîííóþ àñèìïòîòó,
åñëè áû ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ÷èñëèòåëÿ áûëà íà åäèíèöó áîëüøå ñòåïå-
íè ìíîãî÷ëåíà çíàìåíàòåëÿ. Íàéäåì íóëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ, òî
åñòü ðåøèì óðàâíåíèÿ x2 − 7x + 12 = 0 è x2 − x − 6 = 0. Ïîëó÷èì
x1 = 3, x2 = 4 äëÿ ÷èñëèòåëÿ è x3 = 3, x4 = −2 äëÿ çíàìåíàòåëÿ. Òî-
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ãäà x = −2 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé, òàê êàê òî÷êà x = −2
îáðàùàåò çíàìåíàòåëü â íîëü, íî íå îáðàùàåò ÷èñëèòåëü â íîëü.I

Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ y = x2 + x4 âñþäó âûïóêëà âíèç.
Çàäàíèå 2. Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ y = 2x2 + 3x− 1 âñþäó âûïóêëà

âíèç.
Çàäàíèå 3. Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ y = ln

(
x2 − 1

)
âñþäó âûïóêëà

ââåðõ.
Çàäàíèå 4. Ïîêàæèòå, ÷òî êðèâàÿ y = (x+ 1)4 + ex âñþäó âûïóêëà

âíèç.
Çàäàíèå 5. Èññëåäóéòå äàííûå êðèâûå íà íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè

è ïåðåãèá:

5.1 y = x4 − 6x2 + 5;
5.2 y = x4(12 lnx− 7);
5.3 y = a− 3

√
x− b;

5.4 y = ln
(
1 + x3

)
;

5.5 y = esinx
(
−π

2 ≤ x ≤ π
2

)
.

Çàäàíèå 6. Îïðåäåëèòå â òî÷êàõ x = 1 è x = 3 íàïðàâëåíèå âûïóê-
ëîñòè êðèâîé y = x5 − 5x3 − 15x2 + 30.
Çàäàíèå 7. Íàéäèòå àñèìïòîòû êðèâûõ:

7.1 y = x2+5
x2−1 + 2x;

7.2 y = 2x3−5x2+4x+1
2x2−x−1 ;

7.3 y = lnx
x ;

7.4 y = xe
1
x ;
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7.5 y = x3

(1+x)2 ;

7.6 y = (1 + x)
1
x (x > 0);

7.7 y = x
(
1 + 1

x

) 1
x (x > 0);

7.8 y = 2x−1
x−1 ;

7.9 y = x2−sin3 x
x2+9 ;

7.10 y = 1
2x2+x−1 ;

7.11 y = 3x− arcos 1
x ;

7.12 y = 4x− arctg x
4 ;

7.13 y = x ln
(
e+ 2

x

)
.

Çàäàíèå 8. Ãðóç âåñîì P , ëåæàùèé íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè,
äîëæåí áûòü ñäâèíóò ïðèëîæåííîé ê íåìó ñèëîé F . Ñèëà òðåíèÿ ïðî-
ïîðöèîíàëüíà ñèëå, ïðèæèìàþùåé òåëî ê ïëîñêîñòè, è íàïðàâëåíà ïðî-
òèâ ñäâèãàþùåé ñèëû. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (êîýôôèöè-
åíò òðåíèÿ) ðàâåí k. Ïîä êàêèì óãëîì ϕ ê ãîðèçîíòó íàäî ïðèëîæèòü
ñèëó F , âåëè÷èíà åå îêàçàëàñü íàèìåíüøåé? Îïðåäåëèòü íàèìåíüøóþ
âåëè÷èíó ñäâèãàþùåé ñèëû.
Çàäàíèå 9. Íàéòè âûñîòó öèëèíäðà íàèáîëüøåãî îáúåìà, êîòîðûé

ìîæíî âïèñàòü â øàð ðàäèóñà R.
Çàäàíèå 10. Íàéòè âûñîòó êîíóñà íàèáîëüøåãî îáúåìà, êîòîðûé

ìîæíî âïèñàòü â øàð ðàäèóñà R.
Çàäàíèå 11. Îêíî èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà, çàâåðøåííîãî ïî-

ëóêðóãîì. Ïåðèìåòð ðàâåí P . Êàêîâû äîëæíû áûòü ðàçìåðû îêíà, ÷òî-
áû îíî ïðîïóñêàëî íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñâåòà?
Çàäàíèå 12. Äàí ÿùèê ñ êâàäðàòíûì îñíîâàíèåì è îáúåìîì V . Êà-

êîâû äîëæíû áûòü åãî ðàçìåðû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü (áåç êðûø-
êè) áûëà íàèìåíüøåé?
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Çàäàíèå 13. Ïðÿìî íàä öåíòðîì êðóãëîé ïëîùàäêè ðàäèóñà R íóæ-
íî ïîâåñèòü ôîíàðü. Íà êàêîé âûñîòå íóæíî ýòî ñäåëàòü, ÷òîáû îí íàè-
ëó÷øèì îáðàçîì îñâåùàë äîðîæêó, êîòîðîé îáâåäåíà ïëîùàäêà (ñòåïåíü
îñâåùåíèÿ íåêîòîðîé ïëîùàäêè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà êîñèíóñó óãëà
ïàäåíèÿ ëó÷åé è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò èñ-
òî÷íèêà ñâåòà)?

Çàäàíèå 14. Äîæäåâàÿ êàïëÿ, íà÷àëüíàÿ ìàññà êîòîðîé m0, ïàäàåò
ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè, ðàâíîìåðíî èñïàðÿÿñü, òàê ÷òî óáûëü ìàñ-
ñû ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè (êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðàâåí
k). ×åðåç ñêîëüêî ñåêóíä ïîñëå íà÷àëà ïàäåíèÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
êàïëè áóäåò íàèáîëüøåé è êàêîâà îíà? (Ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ïðåíå-
áðåãàåì)

Çàäàíèå 15. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå îòêðûòîãî êàíàëà èìååò ôîðìó
ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè. Ïðè êàêîì íàêëîíå ϕ áîêîâ ¾ìîêðûé ïåðè-
ìåòð¿ ñå÷åíèÿ áóäåò íàèìåíüøèì, åñëè ïëîùàäü ¾æèâîãî ñå÷åíèÿ¿ âîäû
â êàíàëå ðàâíà S, à óðîâåíü âîäû ðàâåí h.

Çàäàíèå 16. Òåëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð,
çàâåðøåííûé ñâåðõó ïîëóøàðîì. Ïðè êàêèõ ëèíåéíûõ ðàçìåðàõ ýòî òåëî
áóäåò èìåòü íàèìåíüøóþ ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü, åñëè îáúåì åãî ðàâåí V .

Çàäàíèå 17. Ïðè êàêèõ ëèíåéíûõ ðàçìåðàõ çàêðûòàÿ öèëèíäðè÷å-
ñêàÿ áàíêà äàííîé âìåñòèìîñòè V áóäåò èìåòü íàèìåíüøóþ ïîëíóþ ïî-
âåðõíîñòü?



518

Çàäàíèå 18. Áóðîâàÿ âûøêà ðàñïîëîæåíà â ïîëå â 9 êì îò áëè-
æàéøåé òî÷êè øîññå. Ñ áóðîâîé íàäî íàïðàâèòü êóðüåðà â íàñåëåííûé
ïóíêò, ðàñïîëîæåííûé îò øîññå â 15 êì îò óïîìÿíóòîé òî÷êè øîññå
(ñ÷èòàåì øîññå ïðÿìîëèíåéíûì). Ñêîðîñòü êóðüåðà íà âåëîñèïåäå ïî
ïîëþ 8 êì/÷, à ïî øîññå 10 êì/÷. Ê êàêîé òî÷êå øîññå åìó íàäî åõàòü,
÷òîáû â êðàò÷àéøåå âðåìÿ äîñòè÷ü íàñåëåííîãî ïóíêòà?
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 21

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå åå ãðàôèêà

Çàäàíèå 1. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ è ïîñòðîèòü åå ãðàôèê:

f (x) = x+
lnx

x
.

J1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: D (f) = (0,+∞).

2. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ÷åòíîñòü-íå÷åòíîñòü.

Ôóíêöèÿ áóäåò íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé, òàê êàê åå îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ íå ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

3. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ïåðèîäè÷íîñòü.

Ôóíêöèÿ áóäåò íåïåðèîäè÷åñêîé, òàê êàê íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, à ïîýòîìó êàæäîå ñâîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò â åäèí-
ñòâåííîé òî÷êå. Ïåðèîäè÷åñêàÿ æå ôóíêöèÿ ëþáîå ñâîå çíà÷åíèå ïðè-
íèìàåò íà áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê.

4. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy: òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ íåò, òàê êàê
x > 0.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ox:

y = 0⇒ x+
lnx

x
= 0 èëè x2 = − lnx.
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x

0

y
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1
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xy =

xy ln-=

0x

Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé:

y = x2 è y = − lnx.

Èñïîëüçóÿ ïåðâóþ òåîðåìó Áîëüöàíî-Êîøè íàõîäèì, ÷òî

0, 65 < x0 < 0, 66.

Âûâîä: x0 � íóëü ôóíêöèè.
5. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà íåïðåðûâíîñòü.
Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (îáîñíîâàòü ñàìî-

ñòîÿòåëüíî).
6. Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè.
lim
x→+0

(
x+ lnx

x

)
= −∞ ⇒ x = 0 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà. Äðóãèõ

âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò ôóíêöèÿ íå èìååò, òàê êàê ∀x = x0 > 0 áóäåò
(â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå x0) lim

x→x0

f (x) = f (x0) ∈ R.
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Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà íàëè÷èå íàêëîííûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìï-
òîò âèäà y = kx+ b.

k = lim
x→+∞

f (x)

x
= lim

x→+∞

x+ lnx
x

x
= lim

x→+∞

(
1 +

lnx

x2

)
=

=

 lim
x→+∞
(∞∞)

lnx

x2

Ïð.Ë.
= lim

x→+∞

1
x

2x
= 0

 = 1.

b = lim
x→+∞

(f (x)− kx) = lim
x→+∞
(∞∞)

lnx

x

Ïð.Ë.
= lim

x→+∞

1
x

1
= 0.

Âûâîä: y = x � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèè.

7. Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå x = +∞. Ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé ôóíêöèè. lim

x→+∞

(
x+ lnx

x

)
= +∞. E (f) = R (èñïîëüçóÿ òåîðåìó

î ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå, ïîêàçàòü
ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

8. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóì.

f ′ (x) = 1 +
1− lnx

x2
=
x2 + 1− lnx

x2
.
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Äëÿ èñëåäîâàíèÿ çíàêà ïðîèçâîäíîé ïîñòðîèì ýñêèçû ãðàôèêîâ ôóíê-
öèé y = x2 +1 è y = lnx. Èç ÷åðòåæà âèäíî, ÷òî x2 +1 > lnx ïðè x > 0.

Âûâîä: Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, à ïîýòîìó
îíà ýêñòðåìóìîâ íå èìååò.

9. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà.

f ′′ (x) =
x2
(
− 1
x

)
− 2x (1− lnx)

x4
=

2 lnx− 3

x3
.

Íàéäåì íóëè âòîðîé ïðîèçâîäíîé:

f ′′ (x) = 0⇔ lnx =
3

2
,

4, 48 < x1 < 4, 49⇒ x1 ≈ 4, 49.



523

x0

y

21 3

e

1

xy ln=
2

3

4 1

Ìåòîäîì èíòåðâàëîâ èññëåäóåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà èíòåðâàëû
çíàêîïîñòîÿíñòâà.

x0 4 51x

_
+

x1 � òî÷êà ïåðåãèáà, f (x1) ≈ 4, 82.

Â èíòåðâàëå (0, x1) ôóíêöèÿ f âûïóêëà ââåðõ, à â èíòåðâàëå (x1,+∞) �
âûïóêëà âíèç.

10. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íåêîòîðûõ ¾ðÿäîâûõ¿ òî÷êàõ.

à) Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ íàêëîííîé àñèìï-
òîòîé y = x.

x+
lnx

x
= x, lnx = 0, x = 1, y = 1, A1 (1, 1) .
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á) f (3) ≈ 3, 37; f (4) ≈ 4, 35; f (5) ≈ 5, 32; f (6) ≈ 6, 3; f (0, 5) ≈ −0, 9.
Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè (ðèñóíîê 23.2).I

x
0

1

y

1

y=x 5
1x

5

y=f x( )

Ðèñóíîê 23.2
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Çàäàíèå 2. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = 3x2

3x−1 è ïîñòðîéòå åå ãðàôèê.

J1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè D(f) =
(
−∞; 1

3

)
∪
(

1
3 ; +∞

)
.

2. Ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé, òàê êàê îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ íå ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

3. Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò:
O(0; 0).

4. Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà íåïðåðûâíîñòü è âûÿñíèì õàðàêòåð òî÷åê
ðàçðûâà. Î÷åâèäíî, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà D(f). Â òî÷êå
x = 1

3 ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà. Ïðè ýòîì lim
x→ 1

3−0

3x2

3x−1 = −∞;

lim
x→ 1

3+0

3x2

3x−1 = +∞. Ïðÿìàÿ x = 1
3 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé.

5. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè:

lim
x→−∞

3x2

3x− 1
= −∞; lim

x→+∞

3x2

3x− 1
= +∞.

6. Íàéäåì èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè

x

_
+

0

_

3

1

7. Âûÿñíèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè íàêëîííûõ àñèìïòîò. Íàéäåì
óãëîâîé êîýôôèöèåíò k íàêëîííîé àñèìïòîòû: k = lim

x→±∞
3x

3x−1 = 1.
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Íàéäåì ïðåäåë ðàçíîñòè y − kx ïðè x→ ±∞:

b = lim
x→±∞

(
3x2

3x− 1
− x
)

= lim
x→±∞

x

3x− 1
=

1

3
.

Ïðÿìàÿ y = x+ 1
3 � ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé äàííîé êðèâîé.

8. Íàéäåì ýêñòðåìóìû è ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíê-
öèè: y′ = 6x(3x−1)−3·3x2

(3x−1)2 = 3x(3x−2)
(3x−1)2 .

Ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ â òî÷êàõ x = 0 è x = 2
3 .

Ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò ïðè x = 1
3 , îäíàêî ýòà òî÷êà íå ïðèíàä-

ëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Ïîýòîìó òî÷êàìè, ¾ïîäîçðèòåëü-
íûìè¿ íà ýêñòðåìóì, áóäóò òîëüêî òî÷êè x = 0 è x = 2

3 . Ñîñòàâèì
òàáëèöó:

x (−∞; 0) 0
(
0; 1

3

)
1
3

(
1
3
; 2
3

)
2
3

(
2
3
; +∞

)
y ↗ 0 ↘ @ ↘ 4

3
↗

y′ + 0 − @ − 0 +

max min

Â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìóì, à â òî÷êå x = 2
3 ôóíêöèÿ

èìååò ìèíèìóì.

9. Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà íàëè÷èå òî÷åê ïåðåãèáà è íàéäåì ïðîìå-
æóòêè âûïóêëîñòè ââåðõ è âíèç
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y′′ =
(18x− 6)(3x− 1)2 − (9x2 − 6x)(3x− 1) · 6

(3x− 1)4
=

6

(3x− 1)3
.

Íåò òî÷åê, â êîòîðûõ y′′ = 0.
y′′ íå ñóùåñòâóåò ïðè x = 1

3 , íî x = 1
3 /∈ D(f). Ôóíêöèÿ íå èìååò

òî÷åê ïåðåãèáà. Ñîñòàâèì òàáëèöó:

x
(
−∞; 1

3

)
1
3

(
1
3
; +∞

)
y ∩ @ ∪
y′ − @ +

10. Ôóíêöèÿ íå ïåðèîäè÷åñêàÿ (îáîñíîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî ñ ó÷åòîì
ïóíêòà 8 èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè).

11. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé (−∞; 0] ∪ [4/3; +∞).
Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè (ðè-

ñóíîê 23.3).
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Ðèñóíîê 23.3
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Çàäàíèå 3. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ è ïîñòðîèòü åå ãðàôèê:

f (x) =
(x+ 1)3

(x− 1)2 .

J1. D (f) = R\ {1} = (−∞; 1) ∪ (1; +∞) .

2. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ÷åòíîñòü-íå÷åòíîñòü.

Ôóíêöèÿ íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ, òàê êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íå ñèì-
ìåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (äëÿ òî÷êè x = −1 ñèììåò-
ðè÷íàÿ åé òî÷êà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò x = 1 íå ïðèíàäëåæèò
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè).

3. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ïåðèîäè÷íîñòü.

Ôóíêöèÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ: ∀T ∈ R, T 6= 0, x = −T + 1 ∈ D (f), íî
x+ T = −T + 1 + T = +1 /∈ D (f).

4. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò, íóëè ôóíê-
öèè.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy: x = 0⇒ y = 1, A1 (0, 1).

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ox: y = 0⇒ x = −1, A2 (−1, 0).

x = −1 � íóëü ôóíêöèè.

5. Èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè.

Â èíòåðâàëå (−∞,−1) f (x) < 0, à â èíòåðâàëàõ (−1, 1) è (1,+∞)
f (x) > 0.
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x-1 1

_
+ +

6. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà íåïðåðûâíîñòü. Ïðåäåëû â áåñêîíå÷íûõ
òî÷êàõ.

Â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà êàê äðîáíî-ðàöèî-
íàëüíàÿ.

Òî÷êà x = 1 /∈ D (f) áóäåò òî÷êîé ðàçðûâà, òàê êàê â ëþáîé îêðåñò-
íîñòè ýòîé òî÷êè êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà åñòü áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Íàéäåì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíê-
öèè â ýòîé òî÷êå.

f (1− 0) = lim
x→1
x<1

(x+ 1)3

(x− 1)2 = +∞, f (1 + 0) = lim
x→1
x<1

(x+ 1)3

(x− 1)2 = +∞.

Âûâîä: òî÷êà x = 1 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ôóíêöèè f .
Íàéäåì ïðåäåëû ôóíêöèè â áåñêîíå÷íûõ òî÷êàõ:

lim
x→+∞

(x+1)
3

(x−1)
2 = +∞, lim

x→−∞
(x+1)

3

(x−1)
2 = −∞ (îáîñíóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

7. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè.

Ñ ó÷åòîì f (1− 0) è lim (x+1)
3

(x−1)
2 = −∞ íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ìíî-

æåñòâå çíà÷åíèé íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå ôóíêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî
E (f) = R.
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8. Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè.
x = 1 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà (îáîñíóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî).
Äàëüøå âûäåëÿåì öåëóþ ÷àñòü ôóíêöèè.

x3 + 3x2 + 3x+ 1
x3 − 2x2 + x

∣∣∣∣∣ x
2 − 2x+ 1

x+ 5
5x2 + 2x+ 1
5x2 − 10x+ 5

12x− 4

f (x) = x+ 5 +
12x− 4

x2 − 2x+ 1
.

Âûâîä: y = x+ 5 � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèè êàê ïðè
x→ +∞, òàê è ïðè x→ −∞.

9. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóì

y′ =
3 (x+ 1)2 (x− 1)2 − 2 (x− 1) (x+ 1)3

(x− 1)4 =

=
(x+ 1)2 (3x− 3− 2x− 2)

(x− 1)3 =
(x+ 1)2 (x− 5)

(x− 1)3 .

Ìåòîäîì èíòåðâàëîâ èññëåäóåì ïðîèçâîäíóþ f ′ (x) íà èíòåðâàëû çíà-
êîïîñòîÿíñòâà.

Íà ïðîìåæóòêàõ (−∞, 1) è [5,+∞) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, à íà ïðîìå-
æóòêå (1, 5] � óáûâàåò (îáîñíóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî).
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x-1 1

_
++

5

+

Â òî÷êå x = 5 ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ìèíèìóì f (5) = 27
2 . A3

(
5; 27

2

)
.

10. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà âûïóêëîñòü è íàëè÷èå òî÷åê ïåðåãèáà.

y′′ =

(
2 (x+ 1) (x− 5) + (x+ 1)2

)
(x− 1)3 − 3 (x− 1)2 (x+ 1)2 (x− 5)

(x− 1)6 =

=
(x+ 1) ((2x− 10 + x+ 1) (x− 1)− (3x+ 3) (x− 5))

(x− 1)4 =

=
(x+ 1)

(
(3x− 9) (x− 1)−

(
3x2 − 12x− 15

))
(x− 1)4 =

=
(x+ 1)

(
3x2 − 12x+ 9− 3x2 + 12x+ 15

)
(x− 1)4 =

(x+ 1) · 24

(x− 1)4 .

Ìåòîäîì èíòåðâàëîâ èññëåäóåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà èíòåðâàëû
çíàêîïîñòîÿíñòâà. x = −1 � òî÷êà ïåðåãèáà, f (−1) = 0. Â èíòåðâàëå

x-1 1

_
+ +
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(−∞,−1) ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ, à â èíòåðâàëàõ (−1, 1) è (1,+∞) �
âûïóêëà âíèç.

f

(
1

2

)
=

(
1 + 1

2

)3(
1− 1

2

)2 =
27

2
;

f (7) =
83

62
=

8 · 42

32
= 14

2

9
;

f (−4) =
(−4 + 1)3

(−4− 1)2 = −27

25
.

Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè (ðèñóíîê 23.4).I
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x

y

0 1 2 3 4 6 7

1

13

14

16

-1-2-5

y=x+5

5

Ðèñóíîê 23.4
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1. Èññëåäóéòå è ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñëåäóþùèõ ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé:

1.1 y = x
1−x2 ;

1.2 y = 1
x2−3x+2 ;

1.3 y = x2−1
x2+4 ;

1.4 y = (x−1)4

x(x2−4) ;

1.5 y = x3−4x2+7x−4;
1.6 y = x(x− 1)3;
1.7 y = 4x2 − x6 + 1

x2 .

Çàäàíèå 2. Èññëåäóéòå è ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñëåäóþùèõ èððàöèî-
íàëüíûõ ôóíêöèé:

2.1 y =
√
x2 + x+ 1 +

√
x2 − x+ 1;

2.2 y =
√
x2 + 1−

√
x2 − 1;

2.3 y = 3
√

1− x3;

2.4 y = x+ 3
√

(x2 − 1)3;

2.5 y = 2(x+ 1)− 3(x+ 1)
2
3 .

Çàäàíèå 3. Èññëåäóéòå è ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñëåäóþùèõ ïîêàçàòåëü-
íûõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé:

4.1 y = e−
1
x2 ;

4.2 y = ex
2−2x;

4.3 y = x3e−x;

4.4 y = e−x
2

x+1 ;

4.5 y = e
1−x2

x4 ;
4.6 y = x− ln(x+ 1);

4.7 y = x+ lnx
x ;

4.8 y = x3 ln2 x;
4.9 y = x− ln

(
x− 1

x

)
.
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ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÀÍßÒÈÅ 22

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå åå ãðàôèêà

Çàäàíèå 1. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ è ïîñòðîèòü åå ãðàôèê:

f (x) = cos2 x− cosx.

J1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: D (f) = R.

2. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ÷åòíîñòü-íå÷åòíîñòü.

à) D (f) = R � ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò;

á) ∀x ∈ D(f) áóäåò

f (−x) = cos2 (−x)− cos (−x) = cos2 x− cosx = f(x).

Âûâîä: Ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ.
3. Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, îñíîâíîé åå ïåðèîä T = 2π.

Çàìå÷àíèå 23.4. Ñ ó÷åòîì ÷åòíîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè, åå
äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ìîæíî ïðîâîäèòü òîëüêî äëÿ îòðåçêà [0, π].
Ãðàôèê äëÿ âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷èì: 1) îòîáðàæåíèåì îòíî-
ñèòåëüíî îñè Oy, 2) ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì.

4. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Íóëè
ôóíêöèè.



537

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Oy: x = 0, f (0) = cos2 0−cos 0 = 0. Ãðàôèê
ôóíêöèè ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ox: cos2 x− cosx = 0, cosx (cosx− 1) = 0,[
cosx = 0,
cosx = 1,

[
x = π

2 + πn,

x = 2πn,
n = 0,±1,±2, . . . .

Îòðåçîê [0, π] èìååò íóëè ôóíêöèè: x1 = 0, x2 = π
2 , à ìíîæåñòâî âñåõ

íóëåé:
{
−π

2 + 2πn, 2πn, π2 + 2πn
∣∣n ∈ Z}.

5. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà íåïðåðûâíîñòü.
Ïðåäåëû â áåñêîíå÷íûõ òî÷êàõ. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà R (îáîñíî-

âàòü ñàìîñòîÿòåëüíî). Ïðåäåëû â áåñêîíå÷íûõ òî÷êàõ ôóíêöèè íå ñó-
ùåñòâóþò (îáîñíîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

6. Èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè.

x0

2

p p

_
+

Âûáèðàåì äëÿ ïðîâåðêè òî÷êè x = π
4 è x = 3

4π.

f
(π

4

)
= cos2 π

4
− cos

π

4
=

(√
2

2

)2

−
√

2

2
=

1

2
−
√

2

2
< 0;
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f

(
3

4
π

)
= cos2 3

4
π − cos

3

4
π =

1

2
+

√
2

2
> 0.

Ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ:

{(
−π

2 + 2πn, 2πn
)

;
(
2πn, π2 + 2πn

)}
, ãäå n ∈ Z.

Ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ:

{(
−π + 2πn,−π

2 + 2πn
)

;
(
π
2 + 2πn, π + 2πn

)}
, ãäå n ∈ Z.

7. Àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè. Ïðåäåëû â áåñêîíå÷íûõ òî÷êàõ.

1) Âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò ôóíêöèÿ íå èìååò (â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ R
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, ïîýòîìó lim

x→x0

f (x) = f (x0) ∈ R);

2) k = lim
x→∞

f(x)
x = lim

x→∞
cos2 x−cosx

x = 0;

3) b = lim
x→+∞

(x→−∞)

(f (x)− kx) = lim
x→+∞

(x→−∞)

(
cos2 x− cosx

)
� ïðåäåëû íå ñó-

ùåñòâóþò.

Âûâîä: íàêëîííûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìïòîò ôóíêöèÿ íå èìååò,
íåò ïðåäåëîâ è â áåñêîíå÷íûõ òî÷êàõ.

8. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ýêñòðåìóì è ìîíîòîííîñòü.

f ′ (x) = 2 cosx (− sinx) + sin x = sinx (1− 2 cosx) .

Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè, îíè áóäóò ñòàöèîíàðíûìè (f ′ (x) = 0).
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Ïðîèçâîäíàÿ èìååò ïåðèîä 2π.[
sinx = 0,
cosx = 1

2 ;

[
x = πn,

x = ±π
3 + 2πn.

x

1x 5x 2x 4x 3x

p-

3

p

-
0

3

p p

_
+

_
+

Ìåòîäîì èíòåðâàëîâ èññëåäóåì ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [−π, π] íà
èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà.

Âíà÷àëå îïðåäåëèì êðàòíîñòü íóëåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Íàõîäèì
âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ

f ′′ (x) = cos x− 2 cos2 x+ 2 sin2 x = cosx− 2 cos 2x = ϕ (x) .

Ôóíêöèÿ ϕ (x) � ÷åòíàÿ.

f ′′ (0) = −1, f ′′
(π

3

)
= cos

π

3
− cos

2

3
π =

1

2
+ 1 =

3

2
= f ′′

(
−π

3

)
,

f ′′
(π

3

)
= cos

π

3
− cos

2

3
π =

1

2
+ 1 =

3

2
= f ′′

(
−π

3

)
Âñå íóëè f ′ (x) ïåðâîé êðàòíîñòè, òàê êàê â ýòèõ òî÷êàõ f ′′ (x) 6= 0.

f ′
(
π
2

)
= sin π

2

(
1− 2 cos π

2

)
= 1 > 0; ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íóëè çíàêè f ′ (x)

ìåíÿþòñÿ, òàê êàê âñå íóëè ïåðâîé êðàòíîñòè.



540

Ìíîæåñòâî ïðîìåæóòêîâ óáûâàíèÿ ôóíêöèè f (x):

A =
{[
−π + 2πn;−π

3
+ 2πn

]
;
[
2πn;

π

3
+ 2πn

]}
, n ∈ Z.

Ìíîæåñòâî ïðîìåæóòêîâ âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè f (x):

B =
{[
−π

3
+ 2πn; 2πn

]
;
[π

3
+ 2πn; π + 2πn

]}
, n ∈ Z.

Ìíîæåñòâî òî÷åê ñòðîãîãî ìàêñèìóìà: C = {2πn; π + 2πn} , n ∈ Z,
ïðè÷åì f (0) = 0; f (π) = 2.

Ìíîæåñòâî òî÷åê ñòðîãîãî ìèíèìóìà:

D =
{
−π

3
+ 2πn;

π

3
+ 2πn

}
, n ∈ Z,

ïðè÷åì f
(
−π

3

)
= f

(
π
3

)
= −1

4 .

Çàìå÷àíèå 23.5. Ìîæíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ íà ýêñòðåìóì ïðèìåíèòü
âòîðîé äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñòðîãîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè â òî÷êå.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ ýêñòðåìóìà:
à) f (0) = 0 � ñòðîãèé ìàêñèìóì;
á) f

(
π
3

)
= −1

4 � ñòðîãèé ìèíèìóì;
â) f (π) = 2 � ñòðîãèé ìàêñèìóì.
9. Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè: E (f) =

[
−1

4 ; 2
]
.
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10. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà âûïóêëîñòü è íàëè÷èå òî÷åê ïåðåãèáà.

f ′′ (x) = cos x− 2 cos 2x; f ′′ (x) = 0; cosx− 2
(
2 cos2 x− 1

)
= 0;

4 cos2 x− cosx− 2 = 0; t = cosx; 4t2 − t− 2 = 0; D = 1 + 8 · 4 = 33;

t1,2 =
1±
√

33

8
;

[
t1 = 1+

√
33

8 ≈ 0, 84,

t2 = 1−
√

33
8 ≈ −0, 59;

[
cosx = 1+

√
33

8 ,

cosx = 1−
√

33
8 ;[

x = ± arccos 1+
√

33
8 + 2πn,

x = ± arccos 1−
√

33
8 + 2πn,

n ∈ Z.

Åñëè cosx = 1+
√

33
8 , òî x ≈ 0, 57 (x ≈ 32, 86◦); åñëè cosx = 1−

√
33

8 , òî
x ≈ 2, 20 (x ≈ 126, 16◦).

Ìåòîäîì èíòåðâàëîâ èññëåäóåì f ′′ (x) íà îòðåçêå [0, π] íà èíòåðâàëû
çíàêîïîñòîÿíñòâà.

xp0
8

331
arccos

+

8

331
arccos

-

Îïðåäåëèì êðàòíîñòü íóëåé âòîðîé ïðîèçâîäíîé

f ′′′ (x) = − sinx+ 4 sin 2x; f ′′′ (x) = 0; − sinx+ 8 sinx · cosx = 0;

sinx (−1 + 8 cosx) = 0;

[
sinx = 0,
cosx = 1

8 .
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Î÷åâèäíî, ÷òî íóëè f ′′′ (x) íà îòðåçêå [0, π] íå ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè
f ′′ (x) íà ýòîì ïðîìåæóòêå, ò.å. èìååì ïðîñòûå íóëè f ′′ (x), à ïîýòîìó
f ′′ (x) ìåíÿåò çíàêè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ñâîè íóëè.

xp0
8

331
arccos

+

8

331
arccos

-

_
+

_

f ′′
(π

2

)
= cos

π

2
− 2 cosπ = 2 > 0.

Âûâîä: x1 = arccos 1+
√

33
8 è x2 = arccos 1−

√
33

8 � òî÷êè ïåðåãèáà.

f (x1) =

(
cos arccos

1 +
√

33

8

)2

− cos arccos
1 +
√

33

8
=

=

(
1 +
√

33

8

)2

− 1 +
√

33

8
=

1 +
√

33

8

(
1 +
√

33

8
− 1

)
≈ −0, 13.

f (x2) =
1−
√

33

8

(
1−
√

33

8
− 1

)
≈ 0, 94.

Ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ âûïóêëîñòè ââåðõ ãðàôèêà ôóíêöèè:{(
− arccos

1 +
√

33

8
+ 2πn, arccos

1 +
√

33

8
+ 2πn

)
;
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(
arccos

1−
√

33

8
+ 2πn, − arccos

1−
√

33

8
+ 2π (n+ 1)

)}
, n ∈ Z.

Ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ âûïóêëîñòè âíèç ãðàôèêà ôóíêöèè:{(
arccos

1 +
√

33

8
+ 2πn, arccos

1−
√

33

8
+ 2πn

)
;

(
− arccos

1−
√

33

8
+ 2πn, − arccos

1 +
√

33

8
+ 2πn

)}
, n ∈ Z.

x′1, x
′
2 � òàêæå òî÷êè ïåðåãèáà:

xp

0

p-

2

p

3

p

2

p
-

3

p
-

1
x

1
x ¢

2
x2

x ¢

y

2

1

x′1 = − arccos
1 +
√

33

8
, x′2 = − arccos

1−
√

33

8
. I
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Çàäàíèå 2. Ïîñòðîèòü êðèâóþ çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè:

x (t) =
t2

t− 1
, y (t) =

t

t2 − 1
.

J1) Íàõîäèì îáùóþ ÷àñòü îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ x (t) è y (t), îòìåòèâ
òå çíà÷åíèÿ ti, âêëþ÷àÿ ti = ±∞, äëÿ êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ
lim

t→ti±0
x (t), lim

t→ti±0
y (t) ðàâåí +∞ èëè (−∞). Ïîëó÷àåì:

à) t ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,+∞);

á) x ∈
(
−∞,−1

2

)
∪
(
−1

2 ,−∞
)
∪ (+∞,+∞);

â) y ∈ (0,+∞) ∪ (+∞,−∞) ∪ (+∞, 0).

2) Íàõîäèì àñèìïòîòû êðèâîé.

à) Èç ïóíêòà 1) âèäíî, ÷òî x = −1
2 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà lim

t→−1−0

x→− 1
2−0

y (t) = −∞

∣∣∣∣∣∣∣ lim
t→−1+0

x→− 1
2+0

y (t) = +∞

 .

á) y = 0 � ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà lim
t→−∞
x→−∞

y (t) = 0

∣∣∣∣∣∣ lim
t→+∞
x→+∞

y (t) = 0

 .
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â) Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàêëîííûõ àñèìïòîò âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèì êðèòåðèåì äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîò âèäà y = kx+ b(

k = lim
x→±∞

f (x)

x
= lim

x→±∞

y

x

∣∣∣∣ b = lim
x→+∞

(y − kx)

)
.

Ó íàñ lim
x→±∞

y
x = lim

t→∞
t→1

1
t(t+1) =

{
0, ïðè à), á);
1
2 , ïðè â), ã).

à) t→ −∞ (x→ −∞), â) t→ 1− 0 (x→ −∞),

á) t→ +∞ (x→ +∞), ã) t→ 1 + 0 (x→ +∞).

à,á) lim
t→∞

(y − 0x) = lim
t→∞

t
t2−1 = 0 (y = 0);

lim
x→±∞
t→1±0

(
y − 1

2x
)

= lim
t→1±0

−t2−2t
2(t+1) = −3

4 .

y = 1
2x−

3
4 � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà.

3) Óñòàíàâëèâàåì, îáëàäàåò ëè êðèâàÿ ñèììåòðèåé, ïîçâîëÿþùåé ñî-
êðàòèòü è óïðîñòèòü âûêëàäêè. Ïðèâåäåì íèæå îáùóþ òåîðèþ äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ (äëÿ íàøåé çàäà÷è íè îäíî èç óêàçàííûõ ñâîéñòâ
íå èìååò ìåñòà).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T � îáùóþ ÷àñòü îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé
x (t), y (t).

à) ∀t ∈ T ⇒ x (−t) = x (t), y (−t) = −y (t) (ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî
îñè Ox);
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á) ∀t ∈ T ⇒ x (−t) = −x (t), y (−t) = y (t) (ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî
îñè Oy);

â) ∀t ∈ T ⇒ x (−t) = −x (t), y (−t) = −y (t) (ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò);

ã) ∀t ∈ T ⇒ x (−t) = x (t), y (−t) = y (t) (íàëîæåíèå).
4) Íàõîäèì íóëè ôóíêöèé x (t), y (t) è èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà

ýòèõ ôóíêöèé (ó÷èòûâàåì îáùèå íóëè). 5) Íàõîäèì òî÷êè tk, â êîòîðûõ

t-1 1

_
+

0

_ _

1
)(

2

-

=

t

t
tx

t-1 1

_
+

0

_
+

1
)(

2
-

=

t

t
ty

õîòÿ áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ x′ (t) èëè y′ (t) ðàâíà íóëþ èëè ðàçðûâíà è
óñòàíàâëèâàåì òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà (ò.max ò.min) xmax (0) = 0,
xmin (2) = 4.

x′ (t) = 2t(t−1)−t2

(t−1)
2 = t(t−2)

(t−1)
2 ; y′ (t) = t2−1−2t2

(t2−1)
2 = −1−t2

(t2−1)
2 � ýêñòðåìóìà íåò.

Çàìå÷àíèå 23.6. Òî÷êè ti (èç ïóíêòà 1 ⇒ õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòî-
ðîííèõ ïðåäåëîâ x (t) èëè y (t) áûë áû ðàâåí ±∞) è òî÷êè tk (èç ïóíêòà
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t-1 1

_
+

0

_
+

2

_

_ _ _ _ _
)(tx¢

)(ty ¢

т. max т. min

5 ⇒ ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ èëè ðàçðûâíû) ðàçáèâàþò îáëàñòü T íà
èíòåðâàëû (tp, tp+1) çíàêîïîñòîÿíñòâà x

′ (t) è y′ (t). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
íà ëþáûõ òàêèõ èíòåðâàëàõ (tp, tp+1) ñèñòåìà ôóíêöèé x (t) è y (t) çàäàåò
ôóíêöèþ y = f (x) (x (t) � ñòðîãî ìîíîòîííà).

6) Èññëåäóåì f ′′ (x) íà èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà:

f ′ (t) =
y′

x′
=

−(1+t2)
(t−1)

2
(1+t)

2

t(t−2)

(t−1)
2

=
−
(
1 + t2

)
(1 + t)2 t (t− 2)

;

f ′′ =
d
dt (f ′)

x′
=

2(t−1)(t3+3t+1)
(t+1)

3
t2(t−2)

2

t(t−2)

(t−1)
2

=
2 (t− 1)

(
t3 + 3t+ 1

)
(t+ 1)3 t3 (t− 2)3 .

Íàéäåì êîðíè óðàâíåíèÿ t3 + 3t + 1 = 0 ⇔ t3 = −3t + 1. Èç ðè-
ñóíêà 23.5 ñëåäóåò, ÷òî óêàçàííîå âûøå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî îäèí
äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü t ≈ −1

3 .
Èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà f ′′ (x):
7) Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó:
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1

1

-1
-1

0 x

y

Ðèñóíîê 23.5

t-1 1

_
+

0

_
+

2
3

1
-»

_
+

(tp, tp+1) (−∞,−1)
(
−1,≈ −1

3

) (
≈ −1

3
, 0
)

(0, 1) (1, 2) (2,+∞)

(xp, xp+1)
(
−∞,−1

2

) (
−1

2
,≈ − 1

12

) (
≈ − 1

12
, 0
)

(0,−∞) (+∞, 4) (4,+∞)

(yp, yp+1) (0,−∞)
(
−1,≈ −1

3

) (
≈ −1

3
, 0
)

(0, 1) (1, 2) (2,+∞)

Çíàê f ′′ − + − + − +

Èñïîëüçóÿ òàáëèöó, ñòðîèì âåòâè êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùèå óêàçàí-
íûì èíòåðâàëàì (ðèñóíîê 23.6).
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x

y

0 1 2 3 4

1

-1-2 5

-1

-2

2

3

2

1
-

3

4
-

10

9
-

5

6
-

2

3

3

2
-

3

2

8

3

12

1
-»

Ðèñóíîê 23.6
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäàíèå 1. Èññëåäóéòå è ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñëåäóþùèõ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

3.1 y = sinx+ sin 2x;
3.2 y = cos 3x− 3 cosx;

3.3 y = 1
sinx+cosx ;

3.4) y = sin3 x+ cos3 x.

Çàäàíèå 2. Èññëåäóéòå è ïîñòðîéòå ãðàôèêè ñëîæíûõ ôóíêöèé:

5.1 y = ln sin x;
5.2 y = arctg x−3

x2+4 ;
5.3 y = arcsin x

x2−1 ; 5.4 y = ln arctg x+1
x−1 ;

5.5 y = e−2x sin 3x.

Çàäàíèå 3. Èññëåäóéòå è ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé, çàäàííûõ
ïàðàìåòðè÷åñêè:

6.1 x(t) = t2

t2−1 , y(t) = t2

t−1 ;

6.2 x(t) = t3

t2+1 , y(t) = t2

t+1 ;

6.3 x(t) = ln t
t2 , y(t) = t2 ln t;

6.4 x(t) = 2t
t2+1 , y(t) = t3 − 3t;

6.5 x(t) = (t+2)2

t+1 , y(t) = (t−2)2

t−1 ;

6.6 x(t) = t
3−t2 , y(t) = t(2−t2)

3−t2 ;

6.7 x(t) = t3

t3+1 , y(t) = t2

t3+1 .

Çàäàíèÿ äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó è çà÷åòó

1. Íàéäèòå ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ, óáûâàíèÿ è òî÷êè ìàêñèìóìà è
ìèíèìóìà ôóíêöèè y = cos 2x− 2 cosx.
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2. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ïî îáùåé ñõåìå è ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíê-
öèé y = x3− 3x, y = x4(x− 12)2, y = cos2 x− cosx, y =

√
|x|(x− 3).

3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y = x−sin 2x
íà îòðåçêå

[
0; π2
]
.

4. Áóðîâàÿ âûøêà ðàñïîëîæåíà â ïîëå â 9 êì îò áëèæàéøåé òî÷êè
øîññå. Ñ áóðîâîé íàäî íàïðàâèòü êóðüåðà â íàñåëåííûé ïóíêò, ðàñ-
ïîëîæåííûé ïî øîññå â 15 êì îò óïîìÿíóòûé òî÷êè øîññå (øîññå
ñ÷èòàåì ïðÿìîëèíåéíûì). Ñêîðîñòü êóðüåðà íà âåëîñèïåäå ïî ïîëþ
8 êì/÷, à ïî øîññå 10 êì/÷. Ê êàêîé òî÷êå øîññå åìó íàäî åõàòü,
÷òîáû â êðàò÷àéøåå âðåìÿ äîñòè÷ü íàñåëåííîãî ïóíêòà?

5. Ëàìïà ïîäâåøåíà íà âûñîòå 12 ì íàä ïðÿìîé ãîðèçîíòàëüíîé äî-
ðîæêîé, ïî êîòîðîé èäåò ÷åëîâåê, ðîñò êîòîðîãî ðàâåí 1, 8 ì. Ñ êà-
êîé ñêîðîñòüþ óäëèíÿåòñÿ åãî òåíü, åñëè îí óäàëÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
50 ì/ìèí?

6. Êðóãëûé ìåòàëëè÷åñêèé äèñê ðàñøèðÿåòñÿ ïðè íàãðåâàíèè òàê, ÷òî
åãî ðàäèóñ ðàâíîìåðíî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 0, 01 ñì/ñ. Ñ êàêîé ñêîðî-
ñòüþ óâåëè÷èâàåòñÿ åãî ïëîùàäü â òîò ìîìåíò, êîãäà åãî ðàäèóñ
ðàâåí 2 ñì?

7. Òåëî ñ âûñîòû 10 ì áðîøåíî âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ íà÷àëüíîé ñêîðî-
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ñòüþ 40 ì/ñ. Îïðåäåëèòå: à) íà êàêîé âûñîòå îò ïîâåðõíîñòè çåìëè
îíî áóäåò ÷åðåç 1 ñ; á) ÷åðåç ñêîëüêî ñåêóíä òåëî äîñòèãíåò íàèâûñ-
øåé òî÷êè è íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò Çåìëè (ñ÷èòàòü g = 10 ì

ñ2 )?

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìàÿ â êàæäîé òî÷êå
÷èñëîâîé ïðÿìîé è äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x1 è x2 âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2), òî f

′(x) � ïîñòîÿííàÿ. Ïðèâåäèòå
ïðèìåðû.

9. Ðàñõîäû íà òîïëèâî äëÿ êîðàáëÿ äåëÿòñÿ íà äâå ÷àñòè. Ïåðâàÿ
èç íèõ íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè è ðàâíà 480 ó.å. â ÷àñ. À âòîðàÿ
÷àñòü ðàñõîäîâ ïðîïîðöèîíàëüíà êóáó ñêîðîñòè, ïðè÷åì ïðè ñêî-
ðîñòè 10 êì/÷ ýòà ÷àñòü ðàñõîäîâ ðàâíà 30 ó.å. â ÷àñ. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòå, ïðè êàêîé ñêîðîñòè îáùàÿ ñóììà ðàñõîäîâ íà 1 êì ïó-
òè áóäåò íàèìåíüøåé.

10. Êàðòèíà âûñîòîé 1, 4 ì ïîäâåøåíà íà ñòåíó òàê, ÷òî åå íèæíèé êðàé
íà 1, 8 ì âûøå ãëàç íàáëþäàòåëÿ. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ñòåíû
äîëæåí âñòàòü íàáëþäàòåëü, ÷òîáû åãî ïîëîæåíèå áûëî íàèáîëåå
áëàãîïðèÿòíûì äëÿ îñìîòðà êàðòèíû (òî åñòü, ÷òîáû óãîë çðåíèÿ
ïî âåðòèêàëè áûë íàèáîëüøèì).

11. Îêíî èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà, çàâåðøåííîãî ïîëóêðóãîì. Îïðå-
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äåëèòå ïàðàìåòðû îêíà, èìåþùåãî íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ïðè çà-
äàííîì ïåðèìåòðå.

12. Íàéäèòå âûñîòó êîíóñà íàèìåíüøåãî îáúåìà, îïèñàííîãî îêîëî ïî-
ëóøàðà ðàäèóñà R òàê, ÷òîáû öåíòð îñíîâàíèÿ êîíóñà ëåæàë â öåí-
òðå øàðà.

13. Îò êàíàëà øèðèíîé a ïîä ïðÿìûì óãëîì ê íåìó îòõîäèò êàíàë øè-
ðèíîé b. Ñòåíêè êàíàëîâ ïðÿìîëèíåéíû. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ äëè-
íó áðåâíà l, êîòîðîå ìîæíî ñïëàâëÿòü ïî ýòèì êàíàëàì èç îäíîãî â
äðóãîé.

14. Ðû÷àã âòîðîãî ðîäà èìååò òî÷êó îïîðû â A; â òî÷êå B (AB = a)
ïîäâåøåí ãðóç P . Âåñ åäèíèöû äëèíû ðû÷àãà ðàâåí k. Êàêîâà äîëæ-
íà áûòü äëèíà ðû÷àãà, ÷òîáû ãðóç P óðàâíîâåøèâàëñÿ íàèìåíüøåé
ñèëû (ìîìåíò óðàâíîâåøèâàþùåé ñèëû äîëæåí ðàâíÿòüñÿ ñóììå
ìîìåíòîâ ãðóçà P è ðû÷àãà)?

15. Äîæäåâàÿ êàïëÿ, íà÷àëüíàÿ ìàññà êîòîðîé m0, ïàäàåò ïîä äåé-
ñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ðàâíîìåðíî èñïàðÿÿñü, òàê ÷òî óáûëü ìàññû
ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè (êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðà-
âåí k). ×åðåç ñêîëüêî ñåêóíä ïîñëå íà÷àëà êäâèæåíèÿ êèíèòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ êàïëè áóäåò íàèáîëüøåé è êàêîâà îíà (ñîïðîòèâëåíèåì âîç-
äóõà ïðåíåáðåãàåì)?
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16. Ðÿä îïûòîâ ïðèâåëè ê n ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì x1, x2, . . . xn äëÿ èñ-
ñëåäóåìîé âåëè÷èíû . ×àñòî ïðèíèìàþò â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ òàêîå
çíà÷åíèå x, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé åãî îò x1, x2, . . . xn
èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Íàéäèòå x, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó
òðåáîâàíèþ.

17. Ïîëîñà æåëåçà øèðèíîé a äîëæíà áûòü ñîãíóòà â âèäå îòêðûòîãî
öèëèíäðè÷åñêîãî æåëîáà (ñå÷åíèå æåëîáà èìååò ôîðìó äóãè êðóãî-
âîãî ñåãìåíòà). Íàéäèòå çíà÷åíèå öåíòðàëüíîãî óãëà, îïèðàþùåãîñÿ
íà ýòó äóãó, ïðè êîòîðîé âìåñòèìîñòü æåëîáà áóäåò íàèáîëüøåé.

18. Ñâåòÿùàÿñÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ëèíèè öåíòðîâ äâóõ íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ øàðîâ ðàäèóñîâ R è r è ðàñïîëîæåíà âíå ýòèõ øàðîâ. Ïðè
êàêîì ïîëîæåíèè òî÷êè ñóììà îñâåùåííûõ ÷àñòåé ïîâåðõíîñòåé
øàðîâ áóäåò íàèáîëüøåé, åñëè äëèíà îòðåçêà ëèíèè öåíòðîâ ýòèõ

øàðîâ ðàâíà a è a ≥ r +R
√

R
r ?

19. Êàìåíü áðîøåí ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó. Ïðå-
íåáðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà, îïðåäåëèòå, ïðè êàêîì α äàëü-
íîñòü ïîëåòà êàìíÿ áóäåò íàèáîëüøåé?

20. Ñîñóä ñ âåðòèêàëüíîé ñòåíêîé âûñîòû h ñòîèò íà ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè. Îïðåäåëèòå ïîëîæåíèå îòâåðñòèÿ, ïðè êîòîðîì äàëü-
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íîñòü ñòðóè áóäåò íàèáîëüøåé, åñëè ñêîðîñòü âûòåêàþùåé æèäêî-
ñòè ïî çàêîíó Òîððè÷åëè ðàâíà

√
2gx, ãäå � ãëóáèíà ðàñïîëîæåíèÿ

îòâåðñòèÿ.

21. ×åðåç ôîêóñ ïàðàáîëû ïðîâåäåíà õîðäà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè ïà-
ðàáîëû. ×åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé õîðäû ñ ïàðàáîëîé ïðîâåäå-
íû êàñàòåëüíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè êàñàòåëüíûå ïåðåñåêàþòñÿ ïîä
ïðÿìûì óãëîì.

22. Êàíàò âèñÿùåãî ìîñòà èìååò âèä ïàðàáîëû è ïðèêðåïëåí ê âåðòè-
êàëüíûì îïîðàì, îòñòîÿùèì îäíà îò äðóãîé íà 200 ì. Ñàìàÿ íèæ-
íÿÿ òî÷êà êàíàòà íàõîäèòñÿ íà 40 ì íèæå òî÷åê ïîäâåñà. Íàéäèòå
óãîë ìåæäó êàíàòîì è îïîðíûìè êîëîííàìè.

23. Òÿæåëàÿ áàëêà äëèííîé l ì îïóñêàåòñÿ íà çåìëþ òàê, ÷òî åå íèæíèé
êîíåö ïðèêðåïëåí ê âàãîíåòêå, à âåðõíèé óäåðæèâàåòñÿ êàíàòîì, íà-
ìîòàííûì íà âîðîò, êîòîðûé ðàçìàòûâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ υ ì/ñåê.
Ïðè ýòîì áàëêà îïóñêàåòñÿ è âàãîíåòêà îòêàòûâàåòñÿ. Îïðåäåëèòå
óñêîðåíèå, ñ êîòîðûì îòêàòûâàåòñÿ âàãîíåòêà â òîò ìîìåíò, êîãäà
ðàññòîÿíèå îò íåå äî ñòåíû ðàâíî b ì.

24. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ y = x3e−4x è ïîñòðîéòå ãðàôèê.
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25. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè f(x) = arcsin

√
x.

26. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =


0, x = 0,
1
n ,

1
n+1 < x ≤ 1

n ,

− 1
n , −

1
n ≤ x < − 1

n+1 ,

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = 0.

27. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pn(x) = dn(x2−1)n

dxn èìååò n êîðíåé íà (−1, 1).

28. Äîêàæèòå, ÷òî arctg x+ arctg 1
x =

{
π
2 , x > 0,
−π

2 , x < 0.

29. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî cosx > 1− x2

2 , x > 0.

30. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà-Ìàêëîðåíà, âû÷èñëèòå cos 9◦ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî 10−3.

31. Âïèøèòå â äàííûé øàð ðàäèóñàR ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ïðèçìó
íàèáîëüøåãî îáúåìà.

32. Èññëåäóéòå ôóíêöèè è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

y =
3
√

6x2 − x3,
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y = x+
lnx

x
, y =

x2 − x− 6

x− 2
, y = 3

3
√
x2 − 2x.

33. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè

f(x) =

{
x sin 1

x , x 6= 0,
0, x = 0

òî÷êà x = 0 íå ïðèíàäëåæèò íèêàêèì èíòåðâàëàì âûïóêëîñòè
ââåðõ (âíèç) è íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì êàêîãî ëèáî èç ýòèõ èíòåðâà-
ëîâ.

34. Âû÷èñëèòå lim
x→+∞

π
(
π
2 − arctg x

) 1
x , lim

x→0

ex−e−x−2x
x−sinx .

35. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b) è
åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1 è x2, a < x1 < x2 < b, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî f(x1)+f(x2)

2 ≤ f
(
x1+x2

2

)
, òî (a, b) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì

âûïóêëîñòè ââåðõ äëÿ ôóíêöèè f .

36. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a2− 3b < 0, òî óðàâíåíèå x3 + ax2 + bx+ c = 0
èìååò îäèí è òîëüêî îäèí, ïðè÷åì ïðîñòîé, äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

37. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =

{
3−x2

2 , 0 ≤ x ≤ 1,
1
x , 1 < x ≤ 2,
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íà îòðåçêå [0, 2] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ëàãðàíæà.

38. Â ôîðìóëå Ëàãðàíæà f(b)−f(a) = f ′(c)(b−a) îïðåäåëèòå çíà÷åíèå
c äëÿ ôóíêöèè y = x3 + 3x2 + 6 íà îòðåçêå [1, 2].

39. Äîêàæèòå íåðàâåñòâî x− x2

2 < ln(1 + x) < x, x > 0.
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Âàðèàíòû çàäàíèé äëÿ èíäèâèäóàëüíîé ðàáîòû

Âàðèàíò 1

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y = 3x2 − 4x.

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y =
[

1−x2

2 sinx− (1−x)2

2 cosx
]
e−x; á) y =

(
arcsin(sin2 x)
arccos(cos2 x)

)arctg2x

;

â) y′′x−? x =
3
√

1−
√
t, y =

3
√

1− 3
√
t.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïàðàáîëû y2 = 2px: à) êàñàòåëüíàÿ ðàâíà óäâîåí-
íîé àáñöèññå òî÷êè êàñàíèÿ, á) ïîäíîðìàëü íåèçìåííà. Äàéòå ñïî-
ñîá ïîñòðîåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå.

4. Êîëåñî êðóòèòñÿ òàê, ÷òî óãîë ïîâîðîòà ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó
âðåìåíè. Ïåðâûé îáîðîò áûë ñäåëàí êîëåñîì çà 8 ñåê. Îïðåäåëèòå
óãëîâóþ ñêîðîñòü ω ÷åðåç 32 ñåê. ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ.

5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå 3
√

64, 0081, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèô-
ôåðåíöèàëà, à òàêæå ñîâåðøàåìûå ïðè ýòîì àáñîëþòíóþ è îòíîñè-
òåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.
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6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå

à) lim
x→0

x2 cosx
cosx−1 ; á) lim

x→0

[
1

x(1+x) −
ln(1+x)
x2

]
; â) lim

x→a

(
2− x

a

)tg πx
2a .

7. Ìèíîíîñåö ñòîèò íà ÿêîðå â 9 êì îò áëèæàéøåé òî÷êè áåðåãà; ñ
ìèíîíîñöà íóæíî ïîñëàòü ãîíöà â ëàãåðü, ðàñïîëîæåííûé â 15 êì,
ñ÷èòàÿ ïî áåðåãó îò áëèæàéøåé ê ìèíîíîñöó òî÷êè áåðåãà (ëàãåðü
ðàñïîëîðæåí íà áåðåãó). Åñëè ãîíåö ìîæåò èäòè ïåøêîì ïî 5 êì/÷,
à íà âåñëàõ ïî 4 êì/÷, òî â êàêîé ïóíêòå áåðåãà îí äîëæåí ïðèñòàòü,
÷òîáû ïîïàñòü â ëàãåðü â êðàò÷àéøåå âðåìÿ.

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = x2−2x+2
x−1 ; á) y = x lnx.
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Âàðèàíò 2

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y = 1

x .

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = (lnx)x

xln x ; á) y = arccos(sin2 x− cos2 x);

â) y′′x−? x = sin2 t, y = cos2 t.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîêàçàòåëüíàÿ êðèâàÿ y = ax (a > 0) èìååò ïîñòî-
ÿííóþ êàñàòåëüíóþ. Äàéòå ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ïîêà-
çàòåëüíîé êðèâîé.

4. Äâà ñàìîëåòà âûëåòàþò (íå îäíîâðåìåííî) èç ïóíêòà A è ëåòÿò,
îäèí ñî ñêîðîñòüþ 850 êì/÷ â þæíîì íàïðàâëåíèè, âòîðîé � ñî ñêî-
ðîñòüþ 900 êì/÷ â ñåâåðíîì íàïðàâëåíèè. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ñàìîëåòàìè âî âðåìÿ ïîëåòà? Êàêîâà
ýòà ñêîðîñòü â òîò ìîìåíò, êîãäà ðàññòîÿíèå îò ïåðâîãî ñàìîëåòà äî
ïóíêòà A ðàâíî 75 êì, à îò âòîðîãî äî ïóíêòà A 180 êì?

5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå (5, 07)3, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèô-
ôåðåíöèàëà, à òàêæå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.
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6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå

à) lim
x→+∞

(π − 2 arctg x) lnx; á) lim
x→∞

x+2 lnx
x ; â) lim

x→0
(cos ax)sin−2 bx.

7. Ïðÿìî íàä öåíòðîì êðóãëîé ïëîùàäêè ðàäèóñîì R íàäî ïîâåñèòü
ôîíàðü. Íà êàêîé âûñîòå íåîáõîäèìî ýòî ñäåëàòü, ÷òîáû îí íàèëó÷-
øèì îáðàçîì îñâåùàë äîðîæêó, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò ýòó ïëîùàä-
êó (I = k sinϕ

r2 , ϕ � óãîë ïàäåíèÿ ëó÷åé, r � ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà
ñâåòà äî îñâåùåííîé ïëîùàäêè, k � ñèëà èñòî÷íèêà ñâåòà).

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = x2+6
x2+1 ; á) y = sinx+ sin 2x.
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Âàðèàíò 3

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y =

√
x.

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = (sinx)cosx + (cosx)sinx; á) y = arctg x
1+
√

1−x2
;

â) y′′x−? x = a cos t, y = b sin t.

3. Ïîä êàêèì óãëîì ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìàÿ 3x− y − 2 = 0 c ïàðàáîëîé
y = x2?

4. Êðóòèòñÿ ìàõîâîå êîëåñî, êîòîðîå îñòàíàâëèâàåòñÿ òîðìîçîì, çà t
ñåêóíä ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà óãîë ϕ = a+ bt− ct2, ãäå a, b, c � äîïîë-
íèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Îïðåäåëèòå óãëîâóþ ñêîðîñòü è óñêîðåíèå
âðàùåíèÿ.

5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå log2 1, 9, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèô-
ôåðåíöèàëà, à òàêæå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.

6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå

à) lim
x→0

x(ex+1)−2(ex−1)
x3 ; á) lim

x→+∞
x2e−0,01x; â) lim

x→∞

(
tg πx

2x+1

)1/x
.
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7. Êàðòèíà 1, 4 ì âûñîòîé ïîâåøåíà íà ñòåíó òàê, ÷òî åå íèæíèé êðàé
íà 1, 8 ì âûøå ãëàç íàáëþäàòåëÿ. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò ñòåíû
äîëæåí ñòàòü íàáëþäàòåëü, ÷òîáû åãî ïîëîæåíèå áûëî íàèáîëåå
áëàãîïðèÿòíûì äëÿ îñìîòðà êàðòèíû (ýòî çíà÷èò, ÷òîáû óãîë îá-
çîðà áûë íàèáîëüøèì).

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = x3

2(x+1)2 ; á) y = e−
1

x−1 .
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Âàðèàíò 4

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y = cos 3x.

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = 1
4
√

3
ln
√
x2+3−x

√
3√

x2+2+x
√

3
+ 1

2 arctg
√
x2+2
x ; á) y = arctg

(
sinx+cosx
sinx−cosx

)
;

â) y′′x−? x = a cos3 t, y = a sin3 t.

3. Ïîä êàêèì óãëîì ïåðåñåêàþòñÿ ïàðàáîëû y = x2 è x = y2?

4. Èìååòñÿ òîíêèé íåîäíîðîäíûé ñòåðæåíü AB äëèíîé 20 ñì. Èçâåñò-
íî, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè C ñòåðæíÿ, êîòîðàÿ íàõîäÿòñÿ îò A íà
ðàññòîÿíèè l ñì, ìàññà êóñêà ñòåðæíÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
m = 3l2 + 5l. Íàéäèòå ëèíåéíóþ ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ: à) â òî÷êå,
êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ îò òî÷êè A íà l = 5 ñì; á) â ñàìîé òî÷êå A; â) â
êîíöå ñòåðæíÿ.

5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå arcsin 0, 54, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèô-
ôåðåíöèàëà, à òàêæå ñîâåðøàåìûå ïðè ýòîì àáñîëþòíóþ è îòíîñè-
òåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.

6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå
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à) lim
x→0

arcsin 2x−2 arcsinx
x3 ; á) lim

x→0+0
x3 lnx; â) lim

x→0

[
1

ln(x+
√

1+x2)
− 1

ln(2+x)

]
.

7. Êàïëÿ äîæäÿ, íà÷àëüíàÿ ìàññà êîòîðîé m0, ïàäàåò ïîä äåéñòâèåì
ñèëû òÿæåñòè ðàâíîìåðíî èñïàðÿÿñü, òàê ÷òî óìåíüøåíèå ìàññû
ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè (êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðà-
âåí k). ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå íà÷àëà ïàäåíèÿ êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ êàïëè áóäåò íàèáîëüøåé è êàêîâà îíà? (Ñîïðîòèâëåíèåì
âåòðà ïðåíåáðå÷ü).

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = x
x2−4 ; á) y = lnx

x .
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Âàðèàíò 5

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y = 1

x2 .

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = 3−x
2

√
1− 2x− x2 + 2 arcsin 1+x√

2
; á) y = x

x

ln2 x ;

â) y′′x−? x = a(t− sin t), y = a(1− cos t).

3. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé è íîðìàëè, ïðîâåäåííûõ ê êðèâîé
y = x3 â òî÷êå ñ àáñöèññîé 2.

4. Çàêîí äâèæåíèÿ çàäàí ôîðìóëîé S = a + bt + ct2. Ïîêàæèòå, ÷òî
äåéñòâóþùàÿ ñèëà ïîñòîÿííàÿ.

5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå arctg
√

3, 2, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèô-
ôåðåíöèàëà, à òàêæå ñîâåðøàåìûå ïðè ýòîì àáñîëþòíóþ è îòíîñè-
òåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.

6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå

à) lim
x→0

3 tg 4x−12 tg x
tg 5x ; á) lim

x→1

(
1

lnx −
1

x−1

)
; â) lim

x→1
(2− x)tg(πx/2).
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7. Ðû÷àã âòîðîãî ðîäà èìååò òî÷êó îïîðû â A; â òî÷êå B (AB = a)
ïîäâåøåí ãðóç P . Ìàññà åäèíèöû äëèíû ðû÷àãà ðàâíà ρ. Êàêàÿ
äîëæíà áûòü äëèíà ðû÷àãà, ÷òîáû ãðóç P óðàâíîâåøèâàëñÿ íàè-
ìåíüøåé ñèëîé? (ìîìåíò óðàâíîâåøåííîé ñèëû äîëæåí ðàâíÿòüñÿ
ñóììå ìîìåíòîâ ãðóçà P è ðû÷àãà).

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = x2−5x+6
x−2 ; á) y = arcsin x

x2−1 .
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Âàðèàíò 6

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y = arcsinx.

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = x arctg x− 1
2 ln(1 + x2)− 1

2(arctg x)2; á) y = (x+ 1)
1

sin x ;

â) y′′x−? x = e2t cos2 t, y = e2t sin2 t.

3. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé êàñàòåëüíûå ê êðèâîé
y = x2 è y = x3 ïàðàëëåëüíû?

4. Ðàñïàä ðàäèÿ ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó R = R0e
−kt, ãäå R0 � êîëè÷å-

ñòâî ðàäèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0, à R � êîëè÷åñòâî
ðàäèÿ, êîòîðûé íå ðàñïàëñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Îïðåäåëèòå çà-
êîí çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ðàñïàäà ðàäèÿ îò âðåìåíè. Ïîêàæèòå, ÷òî
ñêîðîñòü ðàñïàäà ïðîïîðöèîíàëüíà íàëè÷íîìó êîëè÷åñòâó ðàäèÿ.

5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ln tg 46◦, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèô-
ôåðåíöèàëà, à òàêæå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.

6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå

à) lim
x→0

x ctg x−1
x2 ; á) lim

x→0

(
ctg x− 1

x

)
; â) lim

x→π/4
(tg x)tg 2x.
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7. Òðè ïóíêòà A, B è C ðàñïîëîæåíû íå íà îäíîé ïðÿìîé. Óãîë
∠ABC = 60◦. Èç ïóíêòà A âûõîäèò àâòîìîáèëü, à â ýòî âðåìÿ èç
ïóíêòà B � ïîåçä. Àâòîìîáèëü äâèæåòñÿ ïî íàïðàâëåíèè ê B ñî ñêî-
ðîñòüþ 80 êì/÷, ïîåçä � ïî íàïðàâëåíèþ ê C ñî ñêîðîñòüþ 50 êì/÷.
Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïîåçäîì è àâòîìîáèëåì áóäåò íàèìåíüøèì, åñëè AB = 200 êì?

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = x3

9−x3 ; á) y = e
1−x2

x4 .
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Âàðèàíò 7

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y = 1

x2+2 .

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = 2√
a2−b2 arctg

(√
a−b
a+b tg x

2

)
; á) y = (cosx)

1
x ;

â) y′′x−? x = arcsin 1√
1+t2

, y = arccos 1√
1+t2

.

3. Â êàêîé òî÷êå êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå y = x2: 1) ïàðàëëåëüíà ïðÿ-
ìîé y = 4x− 5; 2) ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé 2x− 6y + 5 = 0?

4. Ïîñòîÿííûé òîê îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà, êîòî-
ðîå ïðîòåêëî ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðîâîäíèêà çà åäèíèöó âðå-
ìåíè. Äàéòå â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèå ïåðåìåííîãî òîêà.
Îïðåäåëèòå òîê â êîíöå ïÿòîé ñåêóíäû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷å-
ñòâî ýëåêòðè÷åñòâà, êîòîðîå ïðîòåêàåò ÷åðåç ïðîâîäíèê, íà÷èíàÿ ñ
ìîìåíòà âðåìåíè t = 0, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Q = 2t2 + 3t+ 1 (êóëî-
íîâ).

5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå lg 10, 1, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèô-
ôåðåíöèàëà, à òàêæå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.
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6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå

à) lim
x→π/4

3
√

tg x−1

2 sin2 x−1
; á) lim

x→1−0
lnx · ln(1− x); â) lim

x→0

(
sinx
x

)1/x2

.

7. Îò êàíàëà øèðèíîé a ïîä ïðÿìûì óãëîì ê íåìó îòõîäèò êàíàë
øèðèíîé b. Ñòåíû êàíàëîâ ïðÿìîëèíåéíû. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ
äëèíó áðåâíà l, êîòîðîå ìîæíî ñïëàâëÿòü ïî ýòèì êàíàëàì ñ îäíîãî
â äðóãîé.

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = x2−x−6
x−2 ; á) y = |x−1|

x2 .
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Âàðèàíò 8

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y =

√
4x+ 1.

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = 3

√
esin x+cos x

(4x3+2)6 ; á) y = (x2 + 1)2x;

â) y′′x−? x = 2 ln ctg t, y = tg t+ ctg t.

3. Íà ïàðàáîëå y = x2 âçÿòû äâå òî÷êè ñ àáñöèññàìè x1 = 1, x2 = 3.
×åðåç ýòè òî÷êè ïðîâåäåíà ñåêóùàÿ. Â êàêîé òî÷êå ïàðàáîëû êàñà-
òåëüíàÿ ê íåé áóäåò ïàðàëëåëüíà ïðîâåäåííîé ñåêóùåé?

4. Òåëî êèíóëè âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ a ì/ñ. Íà
êàêîé âûñîòå áóäåò îíî ÷åðåç t ñåêóíä? Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ òåëà. ×åðåç ñêîëüêî ñåêóíä òåëî äîñòèãíåò íàèâûñøåé òî÷êè
è íà êàêîé âûñîòå îò çåìëè?

5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå sin 31◦, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèôôå-
ðåíöèàëà, à òàêæå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.

6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå

à) lim
x→0

cos(sinx)−cosx
x4 ; á) lim

x→0

(
1
x −

1
ex−1

)
; â) lim

x→0

(
arctg x
x

)1/x2

.
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7. Ñâåòÿùàÿñÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ëèíèè ñîåäèíÿþùåé öåíòðû äâóõ
íå ïåðåñåêàþùèõ äðóã äðóãà øàðîâ ðàäèóñàìè R è r (R > r) è
ðàçìåøåíà íå âíóòðè ýòèõ øàðîâ. Ïðè êàêîì ðàçìåùåíèè òî÷êè
ñóììà îñâåòëåííûõ ÷àñòåé ïîâåðõíîñòè øàðîâ áóäåò íàèáîëüøåé?

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = x+1
(x−1)2 ; á) y = x− 3

√
x2.
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Âàðèàíò 9

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y = arctg x.

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = (x3 − 2)2 3
√

(x3 + 6)2ecos3 x;

á) y = xx
a

+ xa
x

+ ax
x

(a > 0, x > 0);

â) y′′x−? x = k sin t− sin kt, y = k cos t+ cos kt.

3. ×åðåç ôîêóñ ïàðàáîëû ïðîâåäåíà õîðäà ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè ïà-
ðàáîëû. ×åðåç òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé õîðäû ñ ïàðàáîëîé ïðîâåäå-
íû êàñàòåëüíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè êàñàòåëüíûå ïåðåñåêàþòñÿ ïîä
ïðÿìûì óãëîì.

4. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ èçìåíÿþòñÿ ïëîùàäü è äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëü-
íèêà â òîò ìîìåíò, êîãäà îäíà åãî ñòîðîíà x = 20ì, à âòîðàÿ ñòîðî-
íà y = 15ì, åñëè ïåðâàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà óìåíüøàåòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ 1 ì/ñ, à âòîðàÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 2 ì/ñ?

5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå tg 44◦, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèôôå-
ðåíöèàëà, à òàêæå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.
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6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå

à) lim
x→+∞

[
3
√
x3 + x2 + x+ 1−

√
x2 + x+ 1 · ln(ex+x)

x

]
;

á) lim
x→0

(
e
−1/x2

x100

)
; â) lim

x→0

(
(1+x)1/x

e

)1/x

.

7. Ñóòî÷íûå çàòðàòû ïðè ïëàâàíèè ñóäíà ñîñòîÿò èç äâóõ ÷àñòåé: ïî-
ñòîÿííîé, ðàâíîé a è ïåðåìåííîé, âîçðàñòàþùåé ïðîïîðöèîíàëüíî
êóáó ñêîðîñòè. Ïðè êàêîé ñêîðîñòè υ ïëàâàíèå ñóäíà áóäåò íàèáîëåå
ýêîíîìíûì?

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = x2

x2−16 ; á) y = lnx√
x
.
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Âàðèàíò 10

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y = 3

√
x.

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = x+ xx + xx
x

(x > 0); á) y = ln 3

√
(x2−1)(x+2)3

(x−2)earctg x ;

â) y′′x−? x = t3 + 3t+ 1, y = t3 − 3t+ 1.

3. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = x2 + 2x− 1 â òî÷êå
åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïàðàáîëîé y = 2x2.

4. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ óâåëè÷èâàåòñÿ ïëîùàäü êðóãà â òîò ìîìåíò, êî-
ãäà ðàäèóñ êðóãà R = 10ñì, åñëè ðàäèóñ êîëåñà óâåëè÷èâàåòñÿ ðàâ-
íîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ 2 ñì/ñ?

5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå 22,1, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèôôå-
ðåíöèàëà, à òàêæå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.

6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå

à) lim
x→0

[
πx−1
2x2 − π

x(e2πx−1)

]
; á) lim

x→0

sinx−x cosx
sin3 x

; â) lim
x→0

(
tg x
x

)1/x2

.
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7. Ãðóç ìàññîé P , êîòîðûé ëåæèò ãîðèçîíòàëüíî íà øåðîõîâàòîé ïëîñ-
êîñòè íàäî ñäâèíóòü ñ ìåñòà ïðèëîæåííîé ñèëîé. Ïðè êàêîì íà-
êëîíå ýòîé ñèëû ê ãîðèçîíòó âåëè÷èíà åå áóäåò íàèìåíüøåé, åñëè
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ðàâåí k?

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = 2x2+4x+2
2−x ; á) y = x+ lnx

x .
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Âàðèàíò 11

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y = sin 3x.

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = (arccosx)2
[
ln2(arccosx)− ln(arccosx) + 1

2

]
;

á) y = cos(lnx)−sin(lnx)

earcsin4 x+5
;

â) y′′x−? x = (cos t+ t sin t), y = a(sin t− t cos t).

3. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = lnx. Â êàêîé òî÷êå
ýòà êàñàòåëüíàÿ: à) ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = x− 1; á) ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ïðÿìîé 2x+ 3y = 1?

4. Ðåçåðâóàð, êîòîðûé èìååò ôîðìó ïîëóñôåðû ñ âíóòðåííèì ðàäèó-
ñîì R(ì), íàïîëíÿåòñÿ âîäîé ñî ñêîðîñòüþ Q(ë) â ñåêóíäó. Îïðå-
äåëèòå ñêîðîñòü ïîäíÿòèÿ óðîâíÿ âîäû â ðåçåðâóàðå â òîò ìîìåíò,
êîãäà îí áóäåò ðàâåí 0, 5R.

5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå cos 59◦, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèô-
ôåðåíöèàëà, à òàêæå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.
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6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå

à) lim
x→0

(
π
4x −

π
2x(eπx−1)

)
; á) lim

x→∞
x+2 lnx

x ; â) lim
x→+∞

(
2
π arctg x

)x
.

7. Ñîñóä ñ âåðòèêàëüíîé ñòåíîé âûñîòîé h ñòîèò íà ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè. Îïðåäåëèòå ïîëîæåíèå îòâåðñòèÿ, ïðè êîòîðîì äàëü-
íîñòü ñòðóè áóäåò íàèáîëüøåé, åñëè ñêîðîñòü æèäêîñòè, êîòîðàÿ
âûòåêàåò ïî çàêîíó Òîððè÷åëëè ðîâíà

√
2gx, ãäå x � ãëóáèíà ðàñ-

ïîëîæåíèÿ îòâåðñòèÿ.

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = 1
x + 4x2; á) y =

√
x2 + 1−

√
x2 − 1.
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Âàðèàíò 12

1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè y = 1/

√
x.

2. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè è ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, íàéäèòå
ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = x
√

(2x sinx+ 1)2; á) y = 1√
3

arctg x
√

3
1+x2 ;

â) y′′x−? x = et cos t, y = et sin t.

3. Êàíàò âèñÿ÷åãî ìîñòà èìååò âèä ïàðàáîëû è ïðèêðåïëåí ê âåðòè-
êàëüíûì îïîðàì, êîòîðûå ñòîÿò äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 200 ì.
Ñàìàÿ íèæíÿÿ òî÷êà êàíàòà íàõîäèòñÿ íà 40 ì íèæå òî÷åê ïîäâåñà.
Íàéäèòå óãîë ìåæäó êàíàòîì è îïîðíûìè êîëîííàìè.

200

40

4. Òî÷êà ìàññîé m êà÷àåòñÿ âäîëü îñè Ox òàê, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t
åå îòêëîíåíèå x îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíè-
åì x = e−at cos(at + b). Íàéäèòå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè è ñèëó,
êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà íåå.
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5. Íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå e2,01, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå äèôôå-
ðåíöèàëà, à òàêæå àáñîëþòíóþ è îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòè.

6. Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ, íàéäèòå

à) lim
x→π/2

(
x

ctg x −
π

2 cosx

)
; á) lim

x→2

arcsin(2−x)√
x2−3x+2

; â) lim
x→a

arcsin x−a
a · ctg(x− a).

7. Òåëî áðîøåíî ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ υ0.
Íàéäèòå óãîë α, ïðè êîòîðîì äàëüíîñòü ïîëåòà áóäåò íàèáîëüøåé.

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôóíêöèé è ïîñòðîéòå èõ ãðàôèêè:

à) y = x4 − 2x3 − 1; á) y = x · e1/x.

Âîïðîñû äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó è (èëè) çà÷åòó

1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé (çàäà÷è Íüþòîíà è
Ëåéáíèöà).

2. Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé, å¼ ãåîìåòðè÷åñêèé è ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë.
Êàñàòåëüíàÿ è íîðìàëü ê ãðàôèêó ôóíêöèè. Ïîíÿòèå îäíîñòîðîííåé
ïðîèçâîäíîé.

3. Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â òî÷êå. Êðèòåðèé äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè (ñ äîêàçàòåëüñòâîì). Ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòüþ è íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè â òî÷êå.
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4. Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè. Ãåîìåòðè÷åñêèé è ìåõàíè÷å-
ñêèé ñìûñë.

5. Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî. Ïðî-
èçâîäíûå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

6. Ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè (ñëîæíîé) ôóíêöèé (ñ äîêàçàòåëüñòâîì).
Äèôôåðåíöèàë êîìïîçèöèè ôóíêöèé. Èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåðâîãî
äèôôåðåíöèàëà.

7. Äèôôåðåíöèàë è ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ.

8. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè (ñ äîêàçàòåëüñòâîì).

9. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Ïðîèçâîäíàÿ ñòåïåííî-ïîêàçàòåëü-
íîé ôóíêöèè.

10. Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ìåõàíè÷åñêèé
ñìûñë âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

11. Ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûå êðèâûå. Ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûå
ôóíêöèè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè.

12. Âåêòîðíîçíà÷íûå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Ïðåäåë.
Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ.

13. Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë âåêòîð-ôóíêöèè. Êàñàòåëüíàÿ ê
êðèâîé.

14. Îñíîâíûå òåîðåìû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ (Ôåðìà, Ðîë-
ëÿ, Ëàãðàíæà, Êîøè) (ñ äîêàçàòåëüñòâîì).

15. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ (ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïåðâîãî ïðàâèëà).
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16. Ôîðìóëà Òåéëîðà è Ìàêëîðåíà. Ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Ìàêëîðå-
íà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (ex, cosx, sinx, ln(1+x), (1+x)α).

17. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè â òî÷êå. Êðèòåðèé ñòðîãîé ìî-
íîòîííîñòè ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå (ñ äîêàçàòåëüñòâîì).

18. Ïîíÿòèå ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíêöèè. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ýêñòðåìóìà. Äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà (ñ äîêàçà-
òåëüñòâîì).

19. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè.

20. Âûïóêëûå ôóíêöèè. Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê âûïóêëîñòè ôóíêöèè
íà èíòåðâàëå (ñ äîêàçàòåëüñòâîì).

21. Òî÷êè ïåðåãèáà. Íåîáõîäèìûé è äîñòàòî÷íûé ïðèçíàêè ïåðåãèáà
(ñ äîêàçàòåëüñòâîì).

22. Âåðòèêàëüíûå, ãîðèçîíòàëüíûå è íàêëîííûå àñèìïòîòû. Êðèòå-
ðèé ãîðèçîíòàëüíûõ è íàêëîííûõ àñèìïòîò (ñ äîêàçàòåëüñòâîì).

23. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå åå ãðàôèêà.
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Ïðèëîæåíèå

Ïî ïðèâîäèìûì íèæå ññûëêàì ðàñïîëîæåíû ãðàôèêè îñíîâíûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

1. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íàòóðàëüíûì ÷åòíûì ïîêàçàòåëåì

y = x2m, m ∈ N.

2. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íàòóðàëüíûì íå÷åòíûì ïîêàçàòåëåì

y = x2m−1, m ∈ N.

3. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ öåëûì îòðèöàòåëüíûì ÷åòíûì ïîêàçàòåëåì

y = x−2m,m ∈ N.

4. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ öåëûì îòðèöàòåëüíûì íå÷åòíûì ïîêàçàòåëåì

y = x−(2m−1),m ∈ N.

5. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ðàöèîíàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

y = x
m
n ,m ∈ N, n ∈ N.

6. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ðàöèîíàëüíûì îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

y = x−
m
n ,m ∈ N, n ∈ N.
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7. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

y = xα, α > 0.

8. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ äåéñòâèòåëüíûì îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

y = xα, α < 0.

9. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

y = ax, 0 < a 6= 1.

10. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = loga x, 0 < a 6= 1.

11. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = sinx.

12. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = cosx.

13. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = tg x.
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14. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = ctg x.

15. Îáðàòíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = arcsinx.

16. Îáðàòíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = arccosx.

17. Îáðàòíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = arctg x.

18. Îáðàòíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = arcctg x.
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