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Ïðåäèñëîâèå
Ïðåäëàãàåìîå âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé èçäàíèå ÿâëÿåòñÿ òðåòüåé ÷àñòüþ ó÷åáíîãî ïî-

ñîáèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿.
Ïðè åãî ðàçðàáîòêå àâòîðû ðóêîâîäñòâîâàëèñü ó÷åáíûìè ïðîãðàììàìè ïî äèñöè-

ïëèíå ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé óíèâåðñèòåòîâ. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ó÷åáíûìè ïðîãðàììàìè íà èçó÷åíèå ðàçäåëà ¾Äèôôåðåíöèàëüíîå è èí-
òåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ¿ îòâîäèòñÿ ?? ÷àñîâ ëåêöèé è ??
÷àñîâ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå îñíîâíîé äèäàêòè÷åñêîé öåëè � ñàìîîá-
ðàçîâàíèÿ. Â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííî âîçðàñòàþùåãî îáúåìà íàó÷íîé (à çíà÷èò, è ó÷åáíîé)
èíôîðìàöèè êîëè÷åñòâî ÷àñîâ, ïðåäóñìàòðèâàåìûõ ó÷åáíûìè ïëàíàìè íà ïðåïîäàâà-
íèå òðàäèöèîííî èçó÷àåìûõ äèñöèïëèí, èìååò óñòîé÷èâóþ òåíäåíöèþ ê ñîêðàùåíèþ.
Â ýòîé ñâÿçè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ó÷åáíûå äèñöèïëèíû, åùå íå ïîòåðÿâøèå ñâîåé àêòó-
àëüíîñòè, ïðåïîäàâàëèñü íà ñîâðåìåííîì íàó÷íîì óðîâíå, ïîëíîöåííî è êðàòêî. Ïðè
ýòîì ãëóáîêîå èçó÷åíèå ìàòåðèàëà ñòóäåíòàìè âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè óñïåøíîé
îðãàíèçàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ.

Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà â ó÷åáíîì ïîñîáèè ïðèâîäèòñÿ â îïòèìàëüíîé, ïî ìíåíèþ àâ-
òîðîâ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè èçëîæåíèè ìàòåðèàëà ïðèâîäÿòñÿ ñòàíäàðòíûå è ñïå-
öèôè÷åñêèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ñ öåëüþ îáó÷åíèÿ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ
ïîèñêó íàèáîëåå ðàöèîíàëüíîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ. Â êîíöå êàæäîé ëåêöèè ïðèâîäÿòñÿ
âîïðîñû è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ ñ öåëüþ ïîìî÷ü ñòóäåíòàì â ïðîâåðêå óñâîåíèÿ
èìè òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Íàðÿäó ñ ïðèìåðàìè, àíàëîãè÷íûìè ðåøåííûì íà ïðàê-
òè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ, ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî íåòðèâè-
àëüíûõ çàäà÷, íå âñå èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü ðåøåíû â àóäèòîðèè èëè ñàìîñòîÿòåëüíî,
ìíîãèå çàäà÷è îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè äëÿ êðóæêîâîé ðàáîòû ñ íàèáîëåå ñèëüíûìè ñòó-
äåíòàìè. Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò äîñòàòî÷íî îáøèðíûé ìàòåðèàë äëÿ êîíòðîëüíûõ è
èíäèâèäóàëüíûõ ðàáîò, à òàêæå âîïðîñû äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó è çà÷åòó ïî ðàçäåëó
¾Äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ¿.
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ÏÐÈÌÅÐÍÛÉ ÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏËÀÍ

� Íàçâàíèå òåìû, ïåðå÷åíü èçó÷àåìûõ âîïðîñîâ ËÊ ÏÐ
1 Ïîíÿòèå ÷èñëîâîãî ðÿäà, åãî ÷àñòè÷íîé ñóììû, ñóììû. Ðÿäû

ñõîäÿùèåñÿ è ðàñõîäÿùèåñÿ. Ðÿäû, ñîñòàâëåííûå èç ñëàãàåìûõ
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Îñòàòîê ðÿäà. Íåîáõîäèìûé ïðè-
çíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä. Àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè íàä ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà.

2 2

2 Çíàêîïîñòîÿííûå ðÿäû. Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ïîëîæèòåëüíûõ
ðÿäîâ. Òåîðåìû ñðàâíåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ.

2 2

3 Ïðèçíàêè Äàëàìáåðà. Ïðèçíàêè Êîøè. 2 1
4 ×àñòè÷íûå ïðåäåëû. Âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè. Îáîáùåííûé ïðèçíàê Êîøè ñõîäèìîñòè ïîëîæè-
òåëüíûõ ðÿäîâ. Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè � Ìàêëîðåíà ñõî-
äèìîñòè ðÿäîâ.

2 1

5 Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû. Ïðèçíàê Ëåéáíèöà. Àáñîëþòíî è
óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû. Ïðèçíàê Àáåëÿ � Äèðèõëå.

2 2

6 Ôóíêöèîíàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû, èõ ñõîäèìîñòü.
Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé è ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ. Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ôóíêöèî-
íàëüíûõ ðÿäîâ. Ìàæîðàíòíûé ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà. Ïðèçíàê
Àáåëÿ � Äèðèõëå.

2 2

7 Ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñóì-
ìû ðÿäà. Ïî÷ëåííûé ïåðåõîä ê ïðåäåëó. Íåïðåðûâíîñòè ñóììû
ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà è ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ôóíêöèîíàëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèîíàëü-
íûõ ðÿäîâ è ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïî÷ëåííîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ è ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

2 2

8 Ïîíÿòèå ñòåïåííîãî ðÿäà. Òåîðåìà Êîøè � Àäàìàðà. Ðàäèóñ,
èíòåðâàë è îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà. Ñâîéñòâà ñòå-
ïåííûõ ðÿäîâ. Ðÿä Òåéëîðà. Ïîíÿòèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

2 2

9 Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Ìà-
êëîðåíà ôóíêöèé f (x) = ex, f (x) = cosx, f (x) = sin x,
f (x) = ln (1 + x), f(x) = (1 + x)α.

2 2

10 Ïðèëîæåíèÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ äëÿ ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé
çíà÷åíèé ôóíêöèé è èíòåãðàëîâ.

4
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ËÅÊÖÈß 1
Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

1.1Ïîíÿòèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ëèíåéíûì èëè âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì (íàä ïîëåì K ) íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ L , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x è y ìíîæåñòâà L îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òðå-
òèé ýëåìåíò z ýòîãî ìíîæåñòâà, íàçûâàåìûé èõ ñóììîé è îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì
x + y , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

a) x+ y = y + x (êîììóòàòèâíîñòü);
á) (x+ y) + z = x+ (y + z) (àññîöèàòèâíîñòü);
â) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò 0 ∈ L , ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ L x+ 0 = x

(ýëåìåíò 0 íàçûâàåòñÿ íóëåâûì èëè íóëåì ïðîñòðàíñòâà L) ;
ã) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ L ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x′ ∈ L , ÷òî x+x′ = 0

(ýëåìåíò x′ íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê ýëåìåíòó x) .
2. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α ∈ K è ëþáîãî ýëåìåíòà x ïðîñòðàíñòâà L îïðåäåëåí

ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L , íàçûâàåìûé ïðîèçâåäåíèåì α íà x è îáîçíà÷àåìûé ñèì-
âîëîì αx , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

à) α (βx) = (α · β) x (äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β ∈ K è ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ L) ;
á) (α+ β)x = αx+ βx (äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α, β ∈ K è ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ L) ;
â) α (x+ y) = αx+ αy (äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α ∈ K è ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ L) ;
ã) 1 · x = x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ L .

Çàìå÷àíèå 1.1. Åñëè â óñëîâèè 2 îïðåäåëåíèÿ 1.1 èñïîëüçóþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà (K = R) , òî ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, à
åñëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà (K = C) , òî è ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â äåéñòâèòåëüíîì ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå L íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ (x, y) , îïðåäåë¼ííàÿ íà äåêàð-
òîâîì êâàäðàòå L2 = L × L è óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ L ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) (x, y) = (y, x) (ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè);
2) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z) (ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè);
3) (λx, y) = λ(x, y) äëÿ ëþáûõ λ ∈ R (ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè);
4) (x, x) ⩾ 0 , ïðè÷¼ì (x, x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0 ∈ L .

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L ñ ôèêñèðîâàííûì â í¼ì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàìå÷àíèå 1.2. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà è íàä ïîëåì êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå 1 èç îïðåäåëåíèÿ 1.2 ïðèìåò âèä: (x, y) =
(y, x) , ãäå ÷åðòà åñòü çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ (îñòàëüíûå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ).
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå åâêëèäîâû ïðîñòðàí-
ñòâà.

Â îñíîâå èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ëåæàëà
îïåðàöèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, êîòîðàÿ áàçèðîâàëàñü íà ïîíÿòèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
òî÷êàìè ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Îáîáùàÿ ïðåäñòàâëåíèå î ÷èñëîâîé ïðÿìîé R êàê î ìíîæåñòâå, íà êîòîðîì ââå-
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äåíî ðàññòîÿíèå ìåæäó äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïàðà
(E, ρ) , ãäå E � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ëþáîé ïðèðîäû, à ρ = ρ (x, y) � ðàññòîÿíèå
ìåæäó ýëåìåíòàìè x è y ìíîæåñòâà E (ìåòðèêà), òî åñòü îòîáðàæåíèå äåêàð-
òîâà êâàäðàòà E2 = E × E (ìíîæåñòâà ïàð (x, y) , x ∈ E è y ∈ E) âî ìíîæåñòâî
äåéñòâèòåëüíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (ρ (x, y) ⩾ 0) , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì
òð¼ì àêñèîìàì:

1) ρ (x, y) = 0 ⇔ x = y (àêñèîìà òîæäåñòâà);
2) ∀x, y ∈ E ⇒ ρ (x, y) = ρ (y, x) (àêñèîìà ñèììåòðèè);
3) ∀x, y, z ∈ E ⇒ ρ (x, z) ⩽ ρ (x, y) + ρ (y, z) (àêñèîìà òðåóãîëüíèêà).

Çàìå÷àíèå 1.3. Åñëè (E, ρ) � ëþáîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è âçÿòî ëþáîå
F ⊂ E (ïîäìíîæåñòâî èç E � íåïóñòîå), òî ñóæåíèå ôóíêöèè ρ , îïðåäåë¼ííîé â E×E
íà F × F , ïðåâðàùàåò ìíîæåñòâî F â íîâîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åãî íàçûâàþò
ìåòðè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì E , à îïðåäåë¼ííóþ â í¼ì ìåòðèêó ρ � èíäóöèðîâàííîé
ìåòðèêîé ( (F, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òàê êàê ëþáûå ýëåìåíòû x, y, z èç F
áóäóò ýëåìåíòàìè èç E , à ïîýòîìó äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû ìåòðèêè).

Çàìå÷àíèå 1.4. Íåîòðèöàòåëüíîñòü ìåòðèêè ñëåäóåò èç 2-îé è 3-åé àêñèîì ìåòðè-
êè. Ïîëîæèì x = z . Òîãäà ρ (x, x) ⩽ ρ (x, y) + ρ (y, x) èëè 0 ⩽ ρ (x, y) + ρ (x, y) , òî åñòü
ρ (x, y) ⩾ 0 .

1.1.1Ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

1. ×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R ñ ìåòðèêîé ρ (x, y) = |x− y| , x, y ∈ R .
Ñïðàâåäëèâîñòü àêñèîì ìåòðèêè ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ìîäóëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Èçâåñòíî, ÷òî |x− y| = 0 ⇔ x − y = 0 , òî åñòü x = y . Ìîäóëè ïðîòèâîïîëîæíûõ
÷èñåë ðàâíû, òî åñòü |x− y| = |− (x− y)| = |y − x| (ρ (x, y) = ρ (y, x)) . Äëÿ ìîäóëåé
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà (|a+ b| ⩽ |a|+ |b|) . Òîãäà
äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R èìååì:

|x− z| = |x− y + y − z| ⩽ |x− y|+ |y − z| (ρ (x, z) ⩽ ρ (x, y) + ρ (y, z)) .

2. Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ãðóïï èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (êîðòåæåé)

x = (x1, x2, . . . , xn) , xi ∈ R, y = (y1, y2, . . . , yn) , yi ∈ R (i = 1, n)

ñ ìåòðèêîé

ρ (x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)
2. (1.1)

Óêàçàííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ n -ìåðíûì àðèôìåòè÷åñêèì
åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì Rn .

Ïðîâåðèì àêñèîìû ìåòðèêè. Ñïðàâåäëèâîñòü àêñèîì 1�2 î÷åâèäíà (ïðîâåðüòå ñà-
ìîñòîÿòåëüíî). Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü è òðåòüåé àêñèîìû ìåòðèêè äëÿ Rn .

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ ëþáûõ

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn, z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Rn
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ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà√√√√ n∑
i=1

(zi − xi)
2 ⩽

√√√√ n∑
i=1

(yi − xi)
2 +

√√√√ n∑
i=1

(zi − yi)
2. (1.2)

◀Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ai è bi , i = 1, n , ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

n∑
i=1

aibi ⩽

√√√√ n∑
i=1

a2i

√√√√ n∑
i=1

b2i . (1.3)

Åñëè âñå ai èëè âñå bi , à òàêæå ai è bi ðàâíû íóëþ, òî íåðàâåíñòâî (1.3) ñïðàâåä-
ëèâî (0 = 0) . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

A =

√√√√ n∑
i=1

a2i , B =

√√√√ n∑
i=1

b2i .

Òîãäà íåðàâåíñòâî (1.3) ïðèìåò âèä:

n∑
i=1

aibi ⩽ AB. (1.4)

Äàëüøå ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.4) íà AB > 0 è âîñïîëüçó-
åìñÿ î÷åâèäíûì íåðàâåíñòâîì

xy ⩽ 1

2

(
x2 + y2

)
, ∀x, y ∈ R. (1.5)

n∑
i=1

aibi

AB
=

n∑
i=1

ai
A
· bi
B
⩽

n∑
i=1

1
2

((
ai
A

)2
+
(
bi
B

)2)
= 1

2

(
1
A2

n∑
i=1

a2i +
1
B2

n∑
i=1

b2i

)
=

=
1

2

(
1

A2
A2 +

1

B2
B2

)
= 1.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ yi − xi = ai , zi − yi = bi . Òîãäà zi − xi = ai + bi .
Ïðåîáðàçóåì êâàäðàò ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.2) â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî (1.3).

n∑
i=1

(ai + bi)
2 =

n∑
i=1

a2i + 2
n∑
i=1

aibi +
n∑
i=1

b2i ⩽

⩽

√√√√ n∑
i=1

a2i

2

+ 2

√√√√ n∑
i=1

a2i

√√√√ n∑
i=1

b2i

+

√√√√ n∑
i=1

b2i

2

=

=

√√√√ n∑
i=1

a2i +

√√√√ n∑
i=1

b2i

2

. (1.6)
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Èç íåðàâåíñòâà (1.6) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè
ïðîñòðàíñòâà Rn .▶

3. Ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà îòðåçêå [a, b] , ñ ìåòðèêîé

ρ (f, g) = max
a⩽x⩽b

|f (x)− g (x)| , (1.7)

äëÿ ëþáûõ òàêèõ ôóíêöèé f (x) è g (x) îáðàçóåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî C [a, b] .
Ìåòðèêà (1.7) íàçûâàåòñÿ ×åáûøåâñêîé ìåòðèêîé 1.

◀Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîé è âòîðîé àêñèîì ìåòðèêè äëÿ (1.7) ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíà
(äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè (1.7). Âîçüì¼ì ëþáûå ýëåìåíòû
f(x) , g(x) è ψ(x) èç C [a, b] . Òîãäà

|f − g| = |f − g + ψ − ψ| ⩽ |f − ψ|+ |ψ − g| ⩽ ρ (f, ψ) + ρ (ψ, g) . (1.8)

Â íåðàâåíñòâå (1.8) äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ρ (f, ψ) + ρ (ψ, g) áóäåò âåðõíåé ãðàíüþ
äëÿ ìíîæåñòâà ìîäóëåé |f − g| . ×èñëî ρ (f, g) åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü óêàçàííî-
ãî ìíîæåñòâà ìîäóëåé |f − g| , êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò ëþáóþ èç íàçâàííûõ âåðõíèõ
ãðàíåé, òî åñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ (f, g) ⩽ ρ (f, ψ) + ρ (ψ, g) . (1.9)

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè (1.7) äîêàçàíî.▶
Çàìå÷àíèå 1.5. Îäíî è òî æå ìíîæåñòâî E ìîæåò áûòü ïî-ðàçíîìó ìåòðèçîâàíî.

Íàïðèìåð:
1. Äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê âèäà x = (x1, x2, . . . , xn) , xi ∈ R , ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà:

à) Rn � ρ (x, y) =

√
n∑
i=1

(xi − yi)
2 ;

á) Rn
1 � ρ (x, y) =

n∑
i=1

|xi − yi| .

2. Äëÿ ìíîæåñòâà íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà:
à) C [a, b] � ρ (f, g) = max

a⩽x⩽b
|f (x)− g (x)| ;

á) C2 [a, b] � ρ (f, g) =

(
b́

a

(f (x)− g (x))2 dx

)0,5

.

1.2Òîïîëîãèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.5. Îòêðûòûì øàðîì B (x0, r) ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â

òî÷êå x0 =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî òî÷åê x ∈ E , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó ρ (x, x0) < r (çàìêíóòûé øàð
B (x0, r) : ∀x ∈ E ρ (x, x0) ⩽ r) .

Îïðåäåëåíèå 1.6. Îòêðûòûé øàð ðàäèóñà ε > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ∈ E
íàçûâàåòñÿ ε -îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 (ñôåðè÷åñêîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0)
è îáîçíà÷àåòñÿ Oε (x0) èëè U(x0, ε) .

1Ïàôíóòèé Ëüâîâè÷ ×åáûøåâ (1821�1824) � âûäàþùèéñÿ ðóññêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, âí¼ñøèé
áîëüøîé âêëàä â òåîðèþ ïðèáëèæåíèé, èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå, òåîðèþ ÷èñåë, òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé,
ìåõàíèêó è ìíîãèå äðóãèå îáëàñòè íàóêè è òåõíèêè
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Åñëè x0 ∈ E íå ïðèíàäëåæèò îòêðûòîìó øàðó, òî òàêàÿ îêðåñòíîñòü íàçûâà-

åòñÿ ε -ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ
◦
Oε (x0) èëè

◦
U (x0, ε) .

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ìíîæåñòâî M ⊂ E íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (E, ρ) , åñëè âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé x0 ∈ M îíî ñîäåðæèò è
íåêîòîðûé îòêðûòûé øàð B (x0, r) ⊂M .

Îïðåäåëåíèå 1.8. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ)
íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî M (îáîçíà÷àåòñÿ Mx ), ñîäåðæàùåå òî÷-
êó x .

1.2.1Ïðèìåðû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

1. Ëþáîé èíòåðâàë (a, b) , a < b , ÷èñëîâîé ïðÿìîé R åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
◀Âîçüì¼ì α ∈ (a, b) . Òîãäà îòêðûòûé øàð B (α, r) (0 < r ⩽ min {α− a, b− α})

âêëþ÷àåòñÿ â èíòåðâàë (a, b) . Âûâîä: èíòåðâàë (a, b) åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî.▶
2. Ëþáîé îòêðûòûé øàð B (x0, r) â ëþáîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (E, ρ) åñòü

îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
◀Âîçüì¼ì ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ äëÿ R2 , õîòÿ ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñïðà-

âåäëèâ äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) .

Áåð¼ì ëþáîå x ∈ B (x0, r) . Î÷åâèäíî, ÷òî ρ (x0, x) < r . Ïóñòü 0 < r1 ⩽ r−ρ (x0, x) .
Òîãäà B (x, r1) ⊂ B (x0, r) , òàê êàê

∀x′ ∈ B (x, r1) ρ (x
′, x0) ⩽ ρ (x′, x) + ρ (x, x0) < r1 + (r − r1) = r. ▶

Îïðåäåëåíèå 1.9. Òî÷êà x ∈M ⊂ E íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) , åñëè òî÷êà x ñîäåðæèòñÿ â M âìåñòå
ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ (ìíîæåñòâî M , âñå òî÷êè êîòîðîãî âíóòðåííèå,
íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì). Òî÷êè, âíóòðåííèå äëÿ äîïîëíåíèÿ CM = E\M , íàçûâà-
þòñÿ âíåøíèìè äëÿ ìíîæåñòâà M . Åñëè òî÷êà x ∈ E íå ÿâëÿåòñÿ íè âíóòðåííåé,
íè âíåøíåé ìíîæåñòâà M , òî îíà íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà M .
Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà M
è îáîçíà÷àåòñÿ ∂M .

Îïðåäåëåíèå 1.10. Òî÷êà x ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà M ⊂ E , åñëè â ëþáîé å¼ îêðåñòíîñòè Mx ñî-
äåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà M . Åñëè æå ýòà òî÷êà îòëè÷íà îò òî÷-
êè x , òî òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà M . Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå òî÷êà x íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé M .
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Ïðèìåð 1.1. Ðàññìîòðèì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ìíîæåñòâî M = [a, b)
∪

{c} , ãäå
c > b , a < b . Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà M áóäåò M ′ = [a, b] , à òî÷åê
ïðèêîñíîâåíèÿ � [M ] = [a, b]

∪
{c} . Òîãäà ñ � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M .

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ [M ] ìíîæåñòâà M íà-
çûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà M . Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè
îíî ñîâïàäàåò ñî ñâîèì çàìûêàíèåì, òî åñòü [M ] =M .

Ïðèìåðîì çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà áóäåò ëþáîé îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ êîì-
ïàêòîì.

1.3Íåêîòîðûå ñâîéñòâà îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà 1.2. Ìíîæåñòâî G ⊂ E ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) îòêðûòî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äîïîëíåíèå çàìêíóòî.

◀Íåîáõîäèìîñòü. Òàê êàê G � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ G
ñóùåñòâóåò îòêðûòûé øàð B(x, ε) ⊂ G è B(x, ε) ∩ CG = Ø . Çíà÷èò, x íå åñòü òî÷êà
ïðèêîñíîâåíèÿ CG . À òîãäà ëþáàÿ òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ CG åìó ïðèíàäëåæèò, ÷òî
îçíà÷àåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà CG .

Äîñòàòî÷íîñòü. Áåðåì ëþáóþ òî÷êó x ∈ G è ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòûé
øàð B(x, r) ⊂ G . Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî â ëþáîì îòêðûòîì øàðå B(x, r) åñòü òî÷êè èç
CG , òî x ∈ CG , òàê êàê ìíîæåñòâî CG çàìêíóòî. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.▶

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè (E, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìíîæåñòâà E è Ø
îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè è çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

◀ Ø íå ñîäåðæèò ïðåäåëüíûõ òî÷åê, åìó íå ïðèíàäëåæàùèõ, òî åñòü Ø � çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî. Íî òîãäà CØ = E � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû E � çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî, òàê êàê âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè E åìó ïðèíàäëåæàò. À òîãäà CE = Ø �
îòêðûòîå ìíîæåñòâî.▶

1.4Ñâÿçàííîñòü. Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû. Îáëàñòè

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (E, ρ) íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñ-
ëè åãî íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Φ1 è Φ2 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (E, ρ) íàçûâàåòñÿ íåñâÿç-
íûì.

Çàìå÷àíèå 1.6. Â îïðåäåëåíèè íåñâÿçíîñòè (E, ρ) ìíîæåñòâà Φ1 è Φ2 äîëæíû
áûòü íåïóñòûìè, çàìêíóòûìè è íåïåðåñåêàþùèìèñÿ. Êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ åñòü
äîïîëíåíèå âòîðîãî äî ìíîæåñòâà E . Ïî ýòîé ïðè÷èíå èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî Φ1 è
Φ2 îäíîâðåìåííî è çàìêíóòû è îòêðûòû. Äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî âñ¼ ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (E, ρ) è ïóñòîå ìíîæåñòâî Ø ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûìè òðèâèàëüíûìè
îòêðûòî-çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.3. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (E, ρ) íåñâÿçíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â í¼ì ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Çàìå÷àíèå 1.7. Òàê êàê ëþáîå ïîäìíîæåñòâî M ⊂ E ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(E, ρ) åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M,ρ) , òî ìîæíî ãîâîðèòü î ñâÿçíîñòè (íåñâÿç-
íîñòè) ìíîæåñòâà M â ïðîñòðàíñòâå (E, ρ) êàê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,ρ) , íî
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íàäî ïîìíèòü, ÷òî ðå÷ü áóäåò èäòè (ïðè ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà M íà ñóììó äâóõ çàìêíó-
òûõ ïîäìíîæåñòâ èëè ïðè ðàññìîòðåíèè îòêðûòî-çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà) î ìíîæå-
ñòâàõ, çàìêíóòûõ è îòêðûòûõ â M . Íàïðèìåð, E � ïëîñêîñòü (R2) , à M = (0, 1)∪(2, 3)
(íà îñè àáñöèññ R ). Òîãäà è (0, 1) , è (2, 3) åñòü îòêðûòî-çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â M ,
íî â E îíè áóäóò è íè îòêðûòûìè, è íè çàìêíóòûìè.

Òåîðåìà 1.4. Ëþáîé îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé åñòü ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

◀Äîïóñòèì, ÷òî îòðåçîê [a, b] åñòü íåñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóþò íåïó-
ñòûå, íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûå ìíîæåñòâà Φ1 è Φ2 , ÷òî [a, b] = Φ1 ∪ Φ2 .
Ïóñòü, íàïðèìåð, a ∈ Φ1 . Íî Φ1 îòêðûòî â [a, b] . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî ε > 0 , ÷òî [a, a+ ε) ⊂ Φ1 . Íàçîâ¼ì òî÷êó x ∈ [a, b] ¾îòìå÷åííîé¿, åñëè
[a, x) ⊂ Φ1 . Òîãäà âñå òî÷êè ïîëóèíòåðâàëà [a, a+ ε) � ¾îòìå÷åííûå¿. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç c (c > a) òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ìíîæåñòâà ¾îòìå÷åííûõ¿ òî÷åê. Ïîêàæåì, ÷òî
c � ¾îòìå÷åííàÿ¿ òî÷êà. Áåð¼ì ëþáîå x ∈ [a, c) . Ïî âòîðîìó ñâîéñòâó òî÷íûõ âåðõíèõ
ãðàíåé ñóùåñòâóåò ¾îòìå÷åííàÿ¿ òî÷êà x′ > x , òî åñòü [a, x′) ⊂ Φ1 . Òîãäà è òî÷êà x �
¾îòìå÷åííàÿ¿ ([a, x) ⊂ [a, x′) ⊂ Φ1) , òî åñòü âåñü ïîëóèíòåðâàë [a, c) ¾çàïîëíåí¿ ¾îòìå-
÷åííûìè¿ òî÷êàìè, çíà÷èò, [a, c) ∈ Φ1 . Äîêàçàíî, ÷òî c � ¾îòìå÷åííàÿ¿ òî÷êà. Òàêæå
c � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà Φ1 . Íî Φ1 � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ïîýòîìó c ∈ Φ1 . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, Φ1 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî åñòü c � âíóòðåííÿÿ òî÷êà Φ1 . Òàêæå c ̸= b ,
òàê êàê ïðè c = b ìû ïîëó÷èëè áû, ÷òî Φ2 � ïóñòîå ìíîæåñòâî (ïðîòèâîðå÷èå). Òîãäà
∃ε1 > 0 , ÷òî [a, c+ ε1) ⊂ Φ1 , òî åñòü c + ε1 � ¾îòìå÷åííàÿ¿ òî÷êà. Ïîëó÷èëè, ÷òî c �
íå åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ¾îòìå÷åííûõ¿ òî÷åê. Ïðîòèâîðå÷èå.▶

Îïðåäåëåíèå 1.14. Îáëàñòüþ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ëþáîå
îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Îáëàñòü G ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) íàçûâàåòñÿ
îäíîñâÿçíîé, åñëè å¼ ãðàíèöà ∂G åñòü ñâÿçíîå ìíîæåñòâî (ñîñòîèò èç îäíîé ñâÿç-
íîé êîìïîíåíòû, òî åñòü íàèáîëüøåãî ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(E, ρ) ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ ìíîãîñâÿçíîé ( ∂G ñîñòîèò èç
äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò � G äâóõñâÿçíàÿ îáëàñòü; èç òð¼õ � òð¼õñâÿçíàÿ îáëàñòü
è ò.ä.). Åñëè ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò (÷èñëî � ïîðÿäîê ñâÿçàííîñòè îáëàñòè G )
áåñêîíå÷íî, òî îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîñâÿçíîé.

Ïðèìåðû
1. Ëþáîé îòêðûòûé øàð B (x0, r) â ëþáîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (E, ρ) åñòü

îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü (â R2 � ëþáîé êðóã áåç ãðàíèöû; â R3 � ëþáîé øàð áåç åãî ñôåðû).
2. Äâóõñâÿçíàÿ îáëàñòü (ðèñóíîê 1.1).
3. Òð¼õñâÿçíàÿ îáëàñòü (ðèñóíîê 1.2).
4. Îáëàñòü áåñêîíå÷íîìåðíîé ñâÿçíîñòè (ðèñóíîê 1.3) � ãðàíèöà ñîñòîèò

èç ïåðèìåòðà êâàäðàòà � âíåøíÿÿ ãðàíèöà, à òàêæå âûáðîøåííûõ îòðåçêîâ:{
x = 1

2n
, y ∈

[
1
3
; 2
3

]
, n ∈ N

}
.

1.5Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, èõ ñõîäèìîñòü

Ïóñòü äàíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (E, ρ) . Åñëè êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó
n ∈ N ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò xn ∈ E ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) ,
òî óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (îáîçíà÷àåòñÿ (xn) ) â
(E, ρ) .

Îïðåäåëåíèå 1.16. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂ E íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê
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Ðèñóíîê 1.1 � Äâóõñâÿçíàÿ îáëàñòü

Ðèñóíîê 1.2 � Òð¼õñâÿçíàÿ îáëàñòü

Ðèñóíîê 1.3 � Îáëàñòü áåñêîíå÷íîìåðíîé ñâÿçíîñòè

ýëåìåíòó x ∈ E , åñëè

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N n > n0 ρ (x, xn) < ε.

Îáîçíà÷åíèå: lim
n→∞

xn = x .

Çàìå÷àíèå 1.8. Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (xn) ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) ê x ∈ E íà ¾ÿçûêå¿ îêðåñòíîñòåé:

∀B (x, ε) ⊂ E ∃U (+∞, n0) ∀n ∈ N n ∈ U (+∞, n0) xn ∈ B (x, ε) ,
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äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂ E òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(E, ρ) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå x ∈ E , åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x , âõî-
äÿùàÿ â E , ñîäåðæèò âñå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü,
èõ êîíå÷íîãî ÷èñëà.

Çàìå÷àíèå 1.9. Ìîæíî ïîêàçàòü (àíàëîãè÷íî êàê è â ñëó÷àå R ), ÷òî â ëþáîì
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

1) ïðåäåë ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, åñëè îí ñóùåñòâó-
åò, åäèíñòâåíåí (ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà íà ¾ÿçûêå¿ îêðåñòíîñòåé);

2) åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) ñõîäèòñÿ ê
x ∈ E , òî è ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêæå ñõî-
äèòñÿ ê x (ñàìîñòîÿòåëüíî äàéòå ïîíÿòèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè óêàçàííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè).

Ñïðàâåäëèâû òàêæå ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.5. Äëÿ òîãî ÷òîáû òî÷êà x áûëà òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà
M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâî-
âàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ⊂M , ñõîäÿùàÿñÿ ê x ∈ E .

◀Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ îòêðûòûé øàð
B
(
x, 1

n

)
, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò (xn) ⊂

(
M ∩B

(
x, 1

n

))
. Òîãäà è ïîëó÷èì òðåáóåìóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
lim
n→∞

xn = x
)
.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.▶

Àíàëîãè÷íî, êàê è â ñëó÷àå äëÿ R , äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåëðåìà.

Òåîðåìà 1.6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x ∈ E ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ)
áûëà ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà M ⊂ E , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â M
ñóùåñòâîâàëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê, ñõîäÿùèõñÿ ê x .

Îïðåäåëåíèå 1.17. Ìíîæåñòâî M ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè äëÿ ëþ-
áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî òî÷åê ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ïðåäåë êîòîðîé ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M .

Âàæíîå ñâîéñòâî, õàðàêòåðèçóþùåå êîìïàêòû â Rn , óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Òåîðåìà 1.7. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî M ⊂ Rn áûëî êîìïàêòîì, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî îãðàíè÷åííûì è çàìêíóòûì.

1.6Îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðåäåë, íåïðåðûâíîñòü
è ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé

Îïðåäåëåíèå 1.18. Ïóñòü (E, ρ) è (F, d) äâà ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâà. Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ M ⊂ E ïî îïðåäåë¼ííîìó ïðàâèëó (çàêîíó)
f ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ F , òî ìû ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî
M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) îòîáðàæàåòñÿ â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
(F, d) , à f � îòîáðàæåíèå M â F .

Çàìå÷àíèå 1.10. Â çàâèñèìîñòè îò ¾ïðèðîäû¿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ E è F îòîá-
ðàæåíèå f íàçûâàþò ôóíêöèåé (E ∈ R èëè E = C , èëè E ∈ Rn à F = R èëè
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F = C ), ôóíêöèîíàëîì (E ̸= R è E ̸= C , à F = R ), îïåðàòîðîì (E ̸= R è E ̸= C ,
à F ̸= R è F ̸= C ).

Îïðåäåëåíèå 1.19. Ïóñòü äàíû äâà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) è (F, d) ,
à f åñòü îòîáðàæåíèå M ⊂ E â F . Ýëåìåíò y0 ∈ F íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì îòîá-
ðàæåíèÿ f ïðè x→ x0 (x ∈M , x0 ∈ E) , åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈M ∩ {x| x ∈M, 0 < ρ (x, x0) < δ} d (f, y0) < ε.

Îïðåäåëåíèå 1.20. Îòîáðàæåíèå f èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (E, ρ) â
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (F, d) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ E , åñëè
äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè Mf(x0) òî÷êè y0 = f (x0) ∈ F íàéä¼òñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü
Mx0 ⊂ E òî÷êè x0 ∈ E , ÷òî f (Mx0) ⊂Mf(x0) , òî åñòü lim

x→x0
f (x) = f (x0) .

Ñàìîñòîÿòåëüíî ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f (x) â
òî÷êå ïî Êîøè (¾ÿçûê ε− δ ¿), íà ¾ÿçûêå¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1.21. Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(E, ρ) â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (F, d) . Ãîâîðÿò, ÷òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî
â îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ M ⊂ E , åñëè

∀δ > 0 ∀x1, x2 ∈Mρ (x1, x2) < δ d (f (x1) , f (x2)) < ε.

Ñàìîñòîÿòåëüíî ïîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî íà
M ⊂ E , òî îíî áóäåò íåïðåðûâíî è íà M .

ËÅÊÖÈß 2
Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

2.1Ïîíÿòèå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Ïðè èçó÷åíèè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ïðèõîäèòñÿ âñòðå÷àòüñÿ ñ âåëè÷èíàìè, çíà÷å-
íèÿ êîòîðûõ çàâèñÿò îò íåêîòîðîãî ÷èñëà äðóãèõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî
ýëåêòðè÷åñêèé òîê â ïðîâîäíèêå íàãðåâàåò åãî. Êîëè÷åñòâî âûäåëèâøåãîñÿ ïðè ýòîì
òåïëà çàâèñèò è îò ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ íà êîíöàõ ïðîâîäíèêà, è îò ñèëû òî-
êà â ïðîâîäíèêå, è îò ïðîäîëæèòåëüíîñòè âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ òîêà ÷åðåç ïðîâîäíèê.
Äëÿ èçó÷åíèÿ òàêèõ çàâèñèìîñòåé è ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
Òàêîå ïîíÿòèå åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé îòîáðàæåíèÿ èç îäíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
â äðóãîå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Îòîáðàæåíèå èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rn , n > 1 , â
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèåé ìíîãèõ ïå-
ðåìåííûõ (n -ïåðåìåííûõ).

Çàìå÷àíèå 2.1. Óêàçàííûå â îïðåäåëåíèè 2.1 ôóíêöèè n (n ∈ N) ïåðåìåííûõ
ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè êàæäîé òî÷êå x = (x1, x1, . . . , xn) , xi ∈ R ,
íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ Rn , îäíîçíà÷íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå f îïðå-
äåë¼ííûé ýëåìåíò f (x) , f(x) ∈ R = R ∪ {−∞,+∞} , òî ýòî ñîîòâåòñòâèå f è åñòü
ôóíêöèÿ n -ïåðåìåííûõ ( f (x) = f (x1, x1, . . . , xn) ).

Óêàçàííîå âûøå ìíîæåñòâî G = D (f) íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè,
à f (x) � çíà÷åíèåì ôóíêöèè â òî÷êå x ∈ Rn . Ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë f (x) èç ðàññìîò-
ðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè (îáîçíà÷àåòñÿ:
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E (f) ). Äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ (x1 = x, x2 = y) ñóùåñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêàÿ èë-
ëþñòðàöèÿ â âèäå ìíîæåñòâà òî÷åê M (x, y, f (x, y)) ∈ R3 è òàêèõ, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ èõ íà ïëîñêîñòü z = 0 ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (ýòî ìíî-
æåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà R3 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ z = f (x, y) ).

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M (x, y, f (x, y)) ∈ R3 íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì
ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f (x, y) , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòüþ.

Ïðèìåð 2.1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z = arccos x
x+y

.

◀Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íåðàâåíñòâà∣∣∣∣ x

x+ y

∣∣∣∣ ⩽ 1. (2.1)

Íåðàâåíñòâî (2.1) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùèì ñèñòåìàì:{ x
x+y

⩽ 1,
x
x+y

⩾ −1.

{
−y
x+y

⩽ 0,
2x+y
x+y

⩾ 0.
(2.2)

Ñèñòåìà (2.2) ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè äâóõ ñèñòåì
x+ y > 0,
−y ⩽ 0,
2x+ y ⩾ 0,

(2.3)

èëè 
x+ y < 0,
−y ⩾ 0,
2x+ y ⩽ 0.

(2.4)

Ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì (2.3), (2.4) îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè R2 , â êîòî-
ðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Èçîáðàçèì ýòî ìíîæåñòâî â ñèñòåìå
xOy (ðèñóíîê 2.1).▶

Ðèñóíîê 2.1
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Ðèñóíîê 2.2

Ïðèìåð 2.2. Íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f (x, y) = x2−xy+y2 ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ D (f) =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣ |x|+ |y| = 1
}
.

◀Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå 2.2 îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.
Çíà÷èò, D (f) � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ãðàíèöû èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñóíêå êâàäðàòà.

Âûðàçèì ñòîðîíû êâàäðàòà àíàëèòè÷åñêè.

AB : x+ y = 1; CD : x+ y = −1; AD : x− y = 1; CB : y − x = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî íà îòðåçêàõ AB è CD íàøà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà-
÷åíèÿ (îòðåçêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè O , ïîýòîìó çíàêè êîîðäèíàò ýòèõ
òî÷åê ïðîòèâîïîëîæíû, à çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ xy â ñèììåòðè÷íûõ òî÷êàõ îäíî è òî
æå, êðîìå òîãî (−x)2 = x2 è (−y)2 = y2 ).

Íàéä¼ì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íàøåé ôóíêöèè, çàäàííîé â òî÷êàõ îòðåçêà AB :

y = 1− x, f (x, y)
∣∣∣
y=1−x

= (x+ y)2 − 3xy
∣∣∣
y=1−x

=

= 1− 3x (1− x) = 3x2 − 3x+ 1, z = 3x2 − 3x+ 1.

Îðäèíàòà âåðøèíû ïàðàáîëû y = 1
4
� íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè z íà îòðåçêàõ

AB è CD .
Òàê êàê äëÿ îòðåçêà AB 0 ⩽ x ⩽ 1 , ãäå òî÷êè òî÷êè x = 0 è x = 1 � ñèììåòðè÷íû

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = 1
2
, òî z (1) = z (0) = 1 � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà

îòðåçêàõ AB è CD .
Òîãäà ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè f (x, y) , çàäàííîé íà îòðåçêàõ AB è CD ,

áóäåò îòðåçîê
[
1
4
, 1
]
.

Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèì ðàññóæäåíèÿ è äëÿ îòðåçêîâ CB è AD .

f (x, y) = (x− y)2 + xy èëè f (x, y) = 1 + xy.

Äëÿ îòðåçêà CB : y = x+ 1 . Òîãäà

f (x, x+ 1) = g (x) = 1 + x (x+ 1) , g (x) = x2 + x+ 1.
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Îðäèíàòà âåðøèíû ïàðàáîëû g
(
−1

2

)
= 1

4
− 1

2
+ 1 = 3

4
= y � íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ôóíêöèè f (x, y) , çàäàííîé íà îòðåçêàõ CB è AD . Íàõîäèì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå (îò-
ðåçîê CB ): g (−1) = g (0) = 1 . Îòðåçîê

[
3
4
, 1
]
� ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f (x, y) ,

çàäàííîé íà îòðåçêàõ CB è AD . Òîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè, çàäàííîé íà
óêàçàííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, áóäåò:[

1

4
, 1

]
∪
[
3

4
, 1

]
=

[
1

4
, 1

]
= D (f) . ▶

Îïðåäåëåíèå 2.2. Óðîâíåì (c -óðîâíåì, c ∈ R) ôóíêöèè f (x) , x ∈ D (f) ⊂ Rn

(x = (x1, . . . , xn) , xi ∈ R , i = 1, n) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ D (f) , óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ f (x) = c . Óðîâíè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ åù¼ íàçûâàþò
ëèíèÿìè óðîâíÿ, à äëÿ òð¼õ ïåðåìåííûõ � ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ.

Ïðèìåð 2.3. Íàéòè ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè z = min (x2, y) .

◀ à) âîçüì¼ì c > 0 . Òðåáóåòñÿ íàéòè ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè R2 , äëÿ êîòîðûõ
min (x2, y) = c . Ýòî áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíûå ëó÷è, ïàðàëëåëüíûå ñîîòâåòñòâåííîé êî-
îðäèíàòíîé îñè, èñõîäÿùèå èç òî÷êè (

√
c, c) è ðàñïîëîæåííûå â ïåðâîé ÷åòâåðòè èëè

èñõîäÿùèå èç òî÷êè (−
√
c, c) è ðàñïîëîæåííûå âî âòîðîé ÷åòâåðòè (ðèñóíîê 2.3);

Ðèñóíîê 2.3 � c > 0

á) åñëè c < 0 , òî ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè R2 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ
min (x2, y) = c � ïðÿìàÿ y = c (ðèñóíîê 2.4).

Ðèñóíîê 2.4 � c < 0

â) åñëè c = 0 , òî ñîîòíîøåíèþ min (x2, y) = 0 óäîâëåòâîðÿþò òî÷êè è ëåæàùèå íà

îñè àáñöèññ (y = 0) , è ëåæàùèå íà ëó÷å

{
y ⩾ 0,
x = 0,

(ðèñóíîê 2.4).
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Ðèñóíîê 2.5 � c = 0

2.2Ïðåäåë ôóíêöèè ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u = f (x) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D (f) = G ⊂ Rn , x =

= (x1, x2, . . . , xn) , xi ∈ R , i = 1, n , à òàêæå x(0) =
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n

)
∈ Rn � ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 2.3. Òî÷êà A ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â ïðåäåëüíîé
òî÷êå x(0) ∈ Rn , åñëè ∀U (A, ε) ∃U

(
x(0), δ

)
, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x ∈ D (f)∩Ů

(
x(0), δ

)
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f áóäóò ïðèíàäëåæàòü îêðåñòíîñòè U (A, ε) .

Çàìå÷àíèå 2.2. Âëàäåÿ ïîíÿòèåì îêðåñòíîñòåé òî÷åê â R = R∪ ∪{−∞,+∞} è
â Rn , îïðåäåëåíèå 2.3 ëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü ïî Êîøè (íà ¾ÿçûêå ε − δ ¿). Ïîêàæåì
ýòî, íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ è äëÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà A ∈ R .

lim
(x,y)→(x0,y0)

f (x, y) = A :

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀ (x, y) ∈ D (f)

{
0 < |x− x0| < δ,
0 < |y − y0| < δ

⇒ |f (x, y)− A| < ε.

Â ïðèâåä¼ííîì âûøå îïðåäåëåíèè âçÿòà êâàäðàòíàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü ïðå-
äåëüíîé òî÷êè (x0, y0) . Âìåñòî íå¼ ìîæíî âçÿòü ñôåðè÷åñêóþ ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü,
îïðåäåëÿåìóþ äâîéíûì íåðàâåíñòâîì: 0 < (x− x0)

2 + (y − y0)
2 < δ2 .

Ïðèìåð 2.4. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè, ÷òî

lim
x→−1
y→−1

x+ y

x2 + 1
= −1. (2.5)

◀Çàäàäèìñÿ ëþáûì ε > 0 . Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè δ > 0
îöåíèì ñâåðõó

∣∣ x+y
x2+1

− (−1)
∣∣ :∣∣∣∣ x+ y

x2 + 1
+ 1

∣∣∣∣ = |x+ y + x2 + 1|
x2 + 1

⩽ |x| |x+ 1|+ |y + 1|
1

.

Ââåä¼ì îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè M0 (−1,−1) , âçÿâ â êà÷åñòâå ¾ðàäèóñà¿
å¼ êâàäðàòíîé îêðåñòíîñòè ìåíüøå ïîëîâèíû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðåäåëüíîé òî÷êîé è

ïðÿìîé x = 0 . Íàïðèìåð,

{
|x+ 1| < 1

2
,

|y + 1| < 1
2

. Ñ ó÷¼òîì óêàçàííîãî îãðàíè÷åíèÿ îöåíèì

ñâåðõó |x| .
|x+ 1| < 1

2
⇔ −1

2
< x+ 1 <

1

2
⇔ −3

2
< x < −1

2
.
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Òîãäà 1
2
< |x| < 3

2
< 2 . Èñêîìàÿ îöåíêà ïðèìåò âèä:∣∣∣∣ x+ y

x2 + 1
− (−1)

∣∣∣∣ ≤ |x| |x+ 1|+ |y + 1| < 2 |x+ 1|+ |y + 1| .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû {
2 |x+ 1| < ε

2
,

|y + 1| < ε
2

⇔
{
|x+ 1| < ε

4
,

|y + 1| < ε
2

.

Â êà÷åñòâå δ âîçüì¼ì δ = min
{
ε
4
, 1
2

}
. Ïðè òàêîì âûáîðå δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â

íàøåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Êîøè.▶
Çàìå÷àíèå 2.3. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, äâóõ ïåðå-

ìåííûõ, ââîäèòñÿ è íà ¾ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé¿ (ïî Ãåéíå).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Òî÷êà A ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè z = f (x, y) â
òî÷êå M0 (x0, y0) (ïðåäåëüíîé äëÿ D (f) ), åñëè äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê M0 ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè òî÷åê (M (xn, yn)) èç D (f) , ýëåìåíòû êîòîðîé îòëè÷íû îò M0 (x0, y0) ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè (f (Mn)) ñõîäèò-
ñÿ ê ÷èñëó A .

Äëÿ óêàçàííîé âûøå êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Mn (xn, yn)) ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (f (Mn)) íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì
ôóíêöèè f (x, y) â òî÷êå M0 (x0, y0) . ×àñòè÷íûì ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå M0

íàçûâàåòñÿ òàêæå ïðåäåë ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå M0 íå ïî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
D (f) , à ïî ëþáîìó ïîäìíîæåñòâó ýòîé îáëàñòè. Òîãäà îïðåäåëåíèå 2.4 ìîæíî îáîáùèòü
è ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå êðèòåðèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Ñóùåñòâóåò lim
M→M0

f (x, y) = A ∈ R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ëþáûå ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû áóäóò ñóùåñòâîâàòü è ðàâíÿòüñÿ A .

Çàìå÷àíèå 2.4. Óêàçàííûé êðèòåðèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òî-
ãî, ÷òî äëÿ ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà â íåêîòîðîé òî÷êå (åñëè äëÿ ôóíêöèè â
óêàçàííîé òî÷êå ìîæíî íàéòè äâà ðàçëè÷íûõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëà, òî ýòà ôóíêöèÿ â
óêàçàííîé òî÷êå ïðåäåëà íå èìååò).

Ïðèìåð 2.5. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà ôóíêöèè f (x, y) = xy
x2+y2

â

òî÷êå M0 (0, 0) .

◀1-ûé ñïîñîá. D (f) = R2\M0 (0, 0) . Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè ïî
äâóì ïîäìíîæåñòâàì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè:

à) ïåðâîå ïîäìíîæåñòâî

F1 =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣ y = x, (x, y) ̸= (0, 0)
}
.

Òîãäà

lim
x→0
y→0

xy

x2 + y2
= lim

x→0

x2

2x2
=

1

2
;

á) âòîðîå ïîäìíîæåñòâî

F2 =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣ y =
√
x, x > 0

}
.
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Â ýòîì ñëó÷àå

lim
x→0
y→0

xy

x2 + y2
= lim

x→0

x
√
x

x2 + x
= 0.

Òàê êàê ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû ðàçíûå, òî ôóíêöèÿ â óêàçàííîé òî÷êå ïðåäåëà íå
èìååò.

2-îé ñïîñîá. Ïåðåéä¼ì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì.

lim
x→0
y→0

xy

x2 + y2
=

[
x = r cosφ
y = r sinφ

]
= lim

r→+0
φ∈[0;2π]

r cosφ · r sinφ
r2

= lim
r→+0
φ∈[0;2π]

sin 2φ

2
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ φ ∈ [0; 2π] , äëÿ êîòîðûõ ÷àñòè÷íûå
ïðåäåëû áóäóò ðàçëè÷íûìè. Íàïðèìåð, åñëè φ = π

4
, òî ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ðàâåí 1

2
, íî

åñëè φ = 0 , òî ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ðàâåí 0 . Çíà÷èò, óêàçàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.▶
Çàìå÷àíèå 2.5. Ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ñ öåíòðîì â òî÷êå A(a; b) ÷àñòî

îáëåã÷àåò âû÷èñëåíèå ïðåäåëà lim
x→a
y→b

f(x, y) . Ìû ïîëàãàåì x = a+r cosφ , y = b+r sinφ è

ïåðåõîäèì îò ôóíêöèè z = f(x; y) ê ôóíêöèè F (r;φ) = f(a+ r cosφ; b+ r sinφ) . Ðàâåí-
ñòâî lim

x→a
y→b

f(x, y) = c ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî φ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

lim
r→0

F (r;φ) = c . Èíûìè ñëîâàìè, ∀ε > 0 ∃δ > 0 , íå çàâèñÿùåå îò φ , ÷òî èç 0 < r < δ

âûòåêàåò |F (r, φ)− c| < ε . Ýòî èìååò ìåñòî, âî âñÿêîì ñëó÷àå, åñëè F (r;φ) èìååò âèä:

F (r;φ) = c+ rλψ(r;φ),

ãäå λ > 0 , à ôóíêöèÿ ψ(r;φ) îãðàíè÷åíà â îáëàñòè 0 < r < α , 0 ≤ φ < 2π .

Ïðèìåð 2.6. Íàéòè lim
x→0
y→0

x2y+xy2

x2−xy+y2 = I .

◀Ïðè âû÷èñëåíèè óêàçàííîãî ïðåäåëà ïåðåéä¼ì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì x =
r cosφ , y = r sinφ .

I = lim
x→0
y→0

xy (x+ y)

x2 − xy + y2
= lim

r→+0

r3 sin 2φ
2

(sinφ+ cosφ)

r2
(
1− sin 2φ

2

) = 0. ▶

Çàìå÷àíèå 2.6. Äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ áóäóò ñïðàâåäëèâû ìíîãèå ïî-
ëîæåíèÿ òåîðèè ïðåäåëîâ, àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè äëÿ ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ è áåñêîíå÷íî
áîëüøèõ â òî÷êå äëÿ ýòèõ ôóíêöèé, à òàêæå ñâîéñòâà òàêèõ ôóíêöèé è, âî ìíîãîì, òåõ-
íèêà âû÷èñëåíèé ïðåäåëîâ. Ïîêàæåì íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ òàêîé òåîðèè è ïðàêòèêè
íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 2.7. Íàéòè lim
x→2
y→1

x2−4y2

x2+2x−2xy−4y
= I .

◀Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü
(
0
0

)
(àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-

íîé, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ïðåäåëå ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî, êàê ñëåäñòâèå
óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðåäåë ìíîãî÷ëåíà â ëþáîé òî÷êå ïëîñêîñòè R2 ðàâåí çíà÷åíèþ
ìíîãî÷ëåíà â ýòîé òî÷êå; ïðåäåë äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè
å¼ îïðåäåëåíèÿ ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå).



26

Ðàñêðîåì íåîïðåäåë¼ííîñòü, ðàçëîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà ìíîæè-
òåëè.

I = lim
x→2
y→1

(x− 2y) (x+ 2y)

x (x− 2y) + 2 (x− 2y)
= lim

x→2
y→1

(x− 2y) (x+ 2y)

(x− 2y) (x+ 2y)
=

= lim
x→2
y→1

x+ 2y

x+ 2
= 1. ▶

Ïðèìåð 2.8. Íàéòè lim
x→0
y→1

(x+ 1)
1

x+x2y = I .

◀Èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü (1∞) . Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

lim
U→1
V →∞

UV = e
lim
U→1
V →∞

(U−1)V

.

I = e
lim
x→0
y→1

(x+1−1) 1
x+x2y

= e
lim
x→0
y→1

x
x+x2y

= e
lim
x→0
y→1

1
1+xy

= e. ▶

2.3Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ôóíêöèÿ y = f (x) , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn , íàçûâàåòñÿ

íåïðåðûâíîé â òî÷êå x(0) =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
∈ D (f) , åñëè lim

x→x(0)
f (x) = f

(
x(0)
)
ïðè

óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (õîòÿ áû îäíîñòîðîí-
íåé) òî÷êè x(0) .

Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà M ⊂ D (f) , òî ãîâîðÿò,
÷òî îíà íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå M .

Çàìå÷àíèå 2.7. Ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ n -ïåðåìåííûõ (ýëåìåíòàðíàÿ
ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è êîìïîçèöèé ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî) íåïðå-
ðûâíà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Òàêæå (ïî îïðåäåëåíèþ) ñ÷èòàþò, ÷òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â èçîëèðîâàííûõ òî÷-
êàõ îáëàñòè å¼ îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ôóíêöèÿ f (x) , x ∈ Rn , íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå
x(0) ∈ D (f) ïî ìíîæåñòâó E ⊂ D (f) , åñëè

lim
x→x(0)

f(x) = f
(
x(0)
)
ïðè x ∈ E.

Ïðèìåð 2.9. Ôóíêöèÿ f (x, y) =

{
y cos 1

xy
, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0
íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-

íîé â òî÷êå (0, 0) , òàê êàê íå ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, â êîòîðîé ôóíêöèÿ
îïðåäåëåíà. Îäíàêî, ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå (0, 0) ïî ìíîæåñòâó E = D (f) .

Çàìå÷àíèå 2.8. Åñëè ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x(0) ∈ Rn , íî
òî÷êà x(0) ∈ D (f) èëè â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè åñòü òî÷êè îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, òî òî÷êà x(0) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f . Åñëè
ïðè ýòîì ∃ lim

x→x(0)
f (x) , íî f (x) íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x(0) èëè f

(
x(0)
)
̸= lim

x→x(0)
f (x) ,

òî òî÷êó x(0) íàçûâàþò òî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà. Åñëè x(0) � òî÷êà ðàçðûâà
ôóíêöèè f è õîòÿ áû îäèí èç ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè f â òî÷êå x(0) ðàâåí
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áåñêîíå÷íîñòè, òî òî÷êà x(0) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå � òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.

Êðîìå òî÷åê ðàçðûâà, íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ (íåêîòîðûõ) ñóùå-
ñòâóþò ëèíèè ðàçðûâà, äëÿ òð¼õ ïåðåìåííûõ � ëèíèè ðàçðûâà è ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà
è ò.ä.

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïî îäíîé
ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð 2.10. Íàéòè çíà÷åíèå a , ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ

f (x, y) =

{
x2−y2
x2+y2

, åñëè x2 + y2 ̸= 0,

a, åñëè x2 + y2 = 0
(2.6)

â òî÷êå (0, 0) ÿâëÿåòñÿ: 1) íåïðåðûâíîé ïî x ; 2) íåïðåðûâíîé ïî y ; 3) íåïðåðûâíîé ïî
êðèâîé y = α

√
x , α ̸= 0 ; 4) íåïðåðûâíîé.

◀ 1. Ïðè èññëåäîâàíèè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå (0, 0) ïî x ïîëàãàåì,
÷òî òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìîé y = 0 è ñòðåìÿòñÿ ê
íà÷àëó êîîðäèíàò.

lim
x→0

f (x, 0) = lim
x→0

x2

x2
= 1 = a.

Çíà÷èò, ïðè a = 1 ôóíêöèÿ f(x; y) áóäåò íåïðåðûâíîé ïî x â òî÷êå (0, 0) .
2. Àíàëîãè÷íî (íåïðåðûâíîñòü ïî y ):

lim
y→0

f (0, y) = lim
y→0

−y2

y2
= −1 = a.

Çíà÷èò, ïðè a = −1 ôóíêöèÿ f(x; y) áóäåò íåïðåðûâíîé ïî y â òî÷êå (0, 0) .
3. Àíàëîãè÷íî (íåïðåðûâíîñòü ïî êðèâîé y = α

√
x , α ̸= 0 ):

lim
x→0

f
(
x, α

√
x
)
= lim

x→0

x2 − α2x

x2 + α2x
=

= lim
x→0

x (x− α2)

x (x+ α2)
= lim

x→0

x− α2

x+ α2
=

−α2

α2
= a = −1.

Çíà÷èò, ïðè a = −1 ôóíêöèÿ f(x; y) áóäåò íåïðåðûâíîé ïî êðèâîé y = α
√
x .

4. Ïðîâåðèì ôóíêöèþ f íà íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå (0, 0) .

lim
x→0
y→0

x2 − y2

x2 + y2
=

[
x = r cosφ
y = r sinφ

∣∣∣∣ r ⩾ 0, 0 ≤ φ ≤ 2π

]
=

= lim
r→0

r2
(
cos2 φ− sin2 φ

)
r2

= lim
r→0

cos 2φ.

Óêàçàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû, íàïðèìåð, áóäóò: ïðè
φ = 0 � 1 ; ïðè φ = π

4
� 0 , òî åñòü íå ñóùåñòâóåò çíà÷åíèÿ a , ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ

f áóäåò íåïðåðûâíîé â òî÷êå (0, 0) .▶
Ïðèìåð 2.11. Íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f (x, y) = 1

ln|1−x2−4y2| .
Óêàçàòü òî÷êè óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.
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◀Ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ. {

ln |1− x2 − 4y2| ̸= 0,
1− x2 − 4y2 ̸= 0,

⇔

{
|1− x2 − 4y2| ̸= 1,

x2 + y2

( 1
2)

2 ̸= 1. (2.7)

Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (2.7) ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ýëëèïñà x2 +
y2

( 1
2)

2 = 1 áóäåò òî÷êîé ðàçðûâà, òî åñòü óêàçàííûé ýëëèïñ åñòü ëèíèÿ ðàçðûâà ôóíê-

öèè, ïðè÷¼ì âñå òî÷êè ýòîãî ýëëèïñà áóäóò òî÷êàìè óñòðàíèìîãî ðàçðûâà, òàê êàê

lim
1−x2−4y2→0

1
ln|1−x2−4y2| = 0 . À çíà÷èò ôóíêöèÿ g (x, y) =

{
f (x, y) , 1− x2 − 4y2 ̸= 0,
0, 1− x2 − 4y2 = 0

áó-

äåò íåïðåðûâíîé â òî÷êàõ óêàçàííîãî ýëëèïñà.
Ðåøàåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (2.7). Îíî ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{

1− x2 − 4y2 ̸= 1,
1− x2 − 4y2 ̸= −1.

(2.8)

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó x2 + 4y2 ̸= 0 . Èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà (0, 0) � òî÷êà ðàçðûâà íàøåé ôóíêöèè, ïðè÷¼ì âòîðîãî
ðîäà, òàê êàê lim

x→0
y→0

1
ln|1−x2−4y2| = ∞ .

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (2.8) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

x2(√
2
)2 +

y2(
1√
2

)2 ̸= 1. (2.9)

Èç íåðàâåíñòâà (2.9) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè ýëëèïñà x2

(
√
2)

2 + y2(
1√
2

)2 = 1 áóäóò òî÷-

êàìè ðàçðûâà ôóíêöèè âòîðîãî ðîäà, òàê êàê ïðåäåë ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ áóäåò
áåñêîíå÷íûì.▶

2.4Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

2.4.1Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íåïðåðûâíûìè
ôóíêöèÿìè

Òåîðåìà 2.2. Åñëè ôóíêöèè f1 (x) è f2 (x) (x = (x1, . . . , xn)) íåïðåðûâíû â òî÷êå

x(0) =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
, òî è ôóíêöèè

µ (x) = f1 (x)± f2 (x) , q (x) = f1 (x) · f2 (x) , l (x) =
f1 (x)

f2 (x)

(
f2
(
x(0)
)
̸= 0
)

íåïðåðûâíû â òî÷êå
(
x(0)
)
.

◀Ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷åíèé òåîðåìû åñòü î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå èç ñîîòâåòñòâó-
þùèõ òåîðåì îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä ïðåäåëàìè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ, êîòîðûå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåìàì äëÿ ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé.▶
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2.5Î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè

Âíà÷àëå äàäèì ïîíÿòèå ñëîæíîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå Rn çàäàíà ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ
U = f (x) = f (x1, x2, . . . , xn) , ãäå ôóíêöèè xi = φi (t) = = φi (t1, t2, . . . , tm) ( i = 1, n ,
tk ∈ R , k = 1,m ) îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå T ⊂ Rm , ïðè÷¼ì E (φi) ⊂ X . Òîãäà
ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå T çàäàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

U = f (φ (t)) = f (φ1 (t) , φ1 (t) , . . . , φn (t)) .

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå T ⊂ Rn îïðåäåëåíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

U = f (φ (t)) . Åñëè ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x(0) = =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
∈ X ,

à ôóíêöèè xi = φi (t) (i = 1, n) íåïðåðûâíû â òî÷êå t(0) =
(
t
(0)
1 , t

(0)
2 , . . . , t

(0)
m

)
∈ T , òî

ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ U = f (φ (t)) íåïðåðûâíà â òî÷êå t(0) .

Çàìå÷àíèå 2.9. Ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû 2.3 åñòü î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå
èç òåîðåìû î ïðåäåëå ñëîæíîé ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé
ìû îïóñêàåì (îíî âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ïðåäåëå ñëîæíîé
ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé). Äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäóþùèõ òåîðåì äëÿ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ òàêæå áóäóò îïóùåíû (èõ äîêàçàòåëüñòâà òàêæå âî ìíîãîì
àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé).

2.5.1Îá óñòîé÷èâîñòè çíàêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) , x ∈ Rn , íåïðåðûâíà â òî÷êå x(0) ∈ Rn è
f
(
x(0)
)
> 0

(
f
(
x(0)
)
< 0
)
. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè èç îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ ôóíêöèè, â êîòîðîé f (x) > 0 (f (x) < 0) .

Çàìå÷àíèå 2.10. Ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ ïî Êîøè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå è òåîðåìû î ñîõðàíåíèè ôóíê-
öèåé çíàêà ïðåäåëà (îáîñíîâàíèå ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

2.5.2Î ïðîõîæäåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ÷åðåç ëþáûå ïðîìåæóòî÷íûå
çíà÷åíèÿ

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ñâÿçíîãî ìíîæå-
ñòâà G ⊂ D (f) ⊂ Rn , ïðè÷¼ì f

(
x(0)
)
è f

(
x̄(0)
)
� çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè â íåêîòî-

ðûõ òî÷êàõ x(0) , x(0) ∈ G .
Ïóñòü f

(
x(0)
)
< f

(
x(0)
)
è c ∈

(
f
(
x(0)
)
; f
(
x(0)
))

� ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà íà ëþáîé íåïðåðûâíîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L , ñîåäèíÿþùåé òî÷êè x(0) è x(0)

è öåëèêîì ðàñïîëîæåííîé â G , ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) òàêàÿ, ÷òî

f (x∗) = c .

◀Óêàçàííóþ â òåîðåìå êðèâóþ L ìîæåì ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi = φi (t) , i = 1, n, t ∈ [α, β] ,

ãäå ôóíêöèè φi (t) ∈ C [α, β] (íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [α, β] ). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
U = f (φ (t)) = = f (φ1 (t) , φ2 (t) , . . . , φn (t)) = µ (t) , t ∈ [α, β] , íåïðåðûâíà íà óêàçàí-
íîì îòðåçêå [α, β] è å¼ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f (x) , çàäàííîé íà
êðèâîé L .
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Èìååì óñëîâèÿ âòîðîé òåîðåìû Áîëüöàíî � Êîøè äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé:
ôóíêöèÿ µ (t) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [α, β] , α < β ; çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
µ (α) < µ (β)

(
µ (α) = f (φ (α)) = f

(
x(0)
)
; µ (β) = f (φ (β)) = f

(
x(0)
))
, òîãäà â íåêîòî-

ðîé òî÷êå γ ∈ [α, β] ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ f (φ (t)) = µ (t) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå C ,
òî åñòü f (φ (γ)) = f (x∗) = C .▶

2.5.3Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà

Òåîðåìà 2.6 (ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèÿ ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå, òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì êîìïàêòå.

◀Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òàêîé æå òåîðåìû äëÿ ôóíê-
öèè îäíîé ïåðåìåííîé.▶

Òåîðåìà 2.7 (âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è
íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå, òî îíà äîñòèãàåò íà ýòîì êîìïàêòå ñâîèõ òî÷íûõ ãðàíåé.

◀Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òàêîé æå òåîðåìû äëÿ ôóíê-
öèè îäíîé ïåðåìåííîé.▶

Ïðèìåð 2.12. Íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

f (x, y) =
1

x2 + y2 + 1
,

îïðåäåë¼ííîé íà êâàäðàòå

P =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ 0 ⩽ x ⩽ 1,
0 ⩽ y ⩽ 1

}
.

◀Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà êîìïàêòå P . Ïî âòîðîé òåîðåìå Âåéåðøòðàññà îíà
äîñòèãàåò íà ýòîì êîìïàêòå ñâîèõ òî÷íûõ ãðàíåé (ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèé). Î÷åâèäíî, ÷òî â òî÷êå O (0, 0) ôóíêöèÿ èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå

1 , à â òî÷êå A (1, 1) � íàèìåíüøåå, ðàâíîå 1
1+

√
2
= 1−

√
2

1−2
=

√
2−1 . E (f) =

[√
2− 1; 1

]
.▶

2.6Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ôóíêöèÿ f (x) , x ∈ Rn , íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íîé íà ìíîæåñòâå G ⊂ D (f) ⊂ Rn , åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′, x′′ ∈ G (x′ = (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n) , x′′ = (x′′1, x

′′
2, . . . , x

′′
n))

ρ (x′, x′′) =

√√√√ n∑
i=1

(x′i − x′′i )
2 < δ |f (x′)− f (x′′)| < ε.

Çàìå÷àíèå 2.11. Åñëè ôóíêöèÿ f (x) , x ∈ Rn , ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæå-
ñòâå G ⊂ D (f) ⊂ Rn , òî îíà áóäåò è íåïðåðûâíîé íà ýòîì ìíîæåñòâå. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà äîñòàòî÷íî â îïðåäåëåíèè 2.8 âìåñòî x′ âçÿòü ëþáóþ òî÷êó x(0) = (x01, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈

G è çàôèêñèðîâàòü å¼, à â êà÷åñòâå x′′ âçÿòü x ∈ G ( x � òåêóùàÿ òî÷êà â G ). Ïðè
òàêîì âûáîðå áóäåì èìåòü îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x(0) ∈ G
( ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ G ρ

(
x(0), x

)
< δ ⇒

∣∣f (x(0))− f (x)
∣∣ < ε ).

Ïðèìåð 2.13. Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ 2.8, ÷òî ôóíêöèÿ f (x, y) = = x+y áóäåò
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà R2 .
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◀Âîçüì¼ì ëþáîå ε > 0 . Äëÿ íàõîæäåíèÿ δ > 0 (èç îïðåäåëåíèÿ 2.8) äëÿ ëþáûõ
òî÷åê M1 (x1, y1) è M2 (x2, y2) èç R2 çàïèøåì îöåíêè{

|x1 − x2|
|y1 − y2|

⩽
√

(x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2 ≤

⩽
√

|x1 − x2|2 + 2 |x1 − x2| |y1 − y2|+ |y1 − y2|2 =

= |x1 − x2|+ |y1 − y2| . (2.10)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

{
|x1 − x2| < ε

2
,

|y1 − y2| < ε
2

. Òîãäà â êà÷åñòâå δ âîçüì¼ì ε . Ïîëó÷èì: ∀ε > 0

∃δ = ε > 0 ∀M1 (x1, y1) , M2 (x2, y2) ∈ R2 , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

ρ (M1,M2) =

√
(x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2 < δ = ε,

f(M1)− f(M2) = |x1 + y1 − x2 − y2| ⩽ |x1 − x2|+ |y1 − y2| <
ε

2
+
ε

2
= ε. ▶

Òåîðåìà 2.8 (òåîðåìà Êàíòîðà). Åñëè ôóíêöèÿ f (x) , x ∈ Rn , îïðåäåëåíà è
íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå K ⊂ Rn , òî îíà áóäåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà êîìïàê-
òå K .

Çàìå÷àíèå 2.12. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.8 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-
ñòâó òåîðåìû Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, íåïðå-
ðûâíîé íà îòðåçêå (çàìåíèòå òåðìèí ¾îòðåçîê [a, b] ¿ òåðìèíîì ¾êîìïàêò K ¿, òî÷êó
x ∈ R � òî÷êîé M ∈ Rn , âûðàæåíèÿ |x1 − x2| , x1, x2 ∈ R , âûðàæåíèåì ρ (M1,M2) è
ïðîâåäèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñàìîñòîÿòåëüíî).

ËÅÊÖÈß 3
×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

3.1×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

×åðåç x ∈ IntX áóäåì îáîçíà÷àòü âíóòðåííþþ òî÷êó ìíîæåñòâà X . Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ U = f (x) , x = (x1, . . . , xi, . . . , xn) , xi ∈ R , i = 1, n , D (f) = G ⊂ Rn . Ïóñòü

x(0) =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
i , . . . , x

(0)
n

)
∈ IntD (f) . ×àñòíûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè f â òî÷êå

x(0) ïî àðãóìåíòó x
(0)
i íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü

∆xif
(
x(0)
)
= f

(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
i +∆xi, . . . , x

(0)
n

)
− f

(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
i , . . . , x(0)n

)
, (3.1)

ãäå ∆xi ̸= 0 � ëþáîå, íî òàêîå, ÷òîáû ïðèðàù¼ííàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæàëà îêðåñòíîñòè
U(x0, δ) .

Ïîëíûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü

∆u (x0) = ∆f (x0) = f
(
x
(0)
1 +∆x1, x

(0)
2 +∆x2, . . . , x

(0)
n +∆xn

)
−−f

(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)n

)
,

ãäå òî÷êà M ′
(
x
(0)
1 +∆x1, x

(0)
2 +∆x2, . . . , x

(0)
n +∆xn

)
∈ U (x0, ε) ⊂ G .
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Çàìå÷àíèå 3.1. Òàê êàê â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, èñïîëüçóþòñÿ ÷àùå ôóíêöèè äâóõ
è òðåõ ïåðåìåííûõ, òî ãåîìåòðè÷åñêèå èëëþñòðàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé è ïðèìå-
ðû áóäåì ïðèâîäèòü äëÿ ôóíêöèé äâóõ è òðåõ ïåðåìåííûõ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f (x, y) ãåîìåòðè÷å-
ñêèé ñìûñë ÷àñòíûõ ïðèðàùåíèé ∆xf (P0) , ∆yf (P0) è ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ ∆f (P0) â
òî÷êå P0 (x0, y0) (ðèñóíîê 8.8).

Òî÷êà M0 (x0, y0, f (x0, y0)) è êðèâûå M0B1 , M0B2 , B1B3 , B2B3 ïðèíàäëåæèò ãðà-
ôèêó ôóíêöèè z = f (x, y) , ÷àñòíûå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè z = f (x, y) ïî ïåðåìåí-
íûì x è y ðàâíû äëèíå îòðåçêà A1B1 (∆xf (P0) = |A1B1|) è äëèíå îòðåçêà A2B2

(∆yf (P0) = |A2B2|) , à ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè z = f (x, y) ðàâíî äëèíå îòðåçêà
A3B3 (∆f (P0) = |A3B3|) .

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x(0) ïî ïå-
ðåìåííîé xi , åñëè

lim
∆xi→0

∆xif
(
x(0)
)
= 0. (3.2)

Îïðåäåëåíèå 3.2. ×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x(0) ∈ IntD (f)
ïî àðãóìåíòó xi íàçûâàåòñÿ ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí)

lim
∆xi→0

∆xif
(
x(0)
)

∆xi
. (3.3)

Îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂U
(
x(0)
)

∂xi
,
∂f
(
x(0)
)

∂xi
, U ′

xi

(
x(0)
)
, f ′

xi

(
x(0)
)
.

Íàïðèìåð:
∂f
(
x(0)
)

∂xi
= lim

∆xi→0

∆xif
(
x(0)
)

∆xi
. (3.4)

Ïðîèëëþñòðèðóåì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ïðèìåðå ôóíê-
öèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f (x, y) (ðèñóíîê 8.9).

Òî÷êà M0 (x0, y0, f (x0, y0)) ïðèíàäëåæèò ãðàôèêó ôóíêöèè z = f (x, y) (íåêî-
òîðîé ïîâåðõíîñòè), ãðàôèêè ôóíêöèé z = f (x, y0) (êðèâàÿ AB ) è z = f (x0, y) (êðè-
âàÿ CD ) åñòü ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ñ ïëîñêîñòÿìè y = y0 è x = x0 ,
l1 è l2 êàñàòåëüíûå ê êðèâûì AB è CD â òî÷êå M0 . Èñõîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîãî
ñìûñëà ïðîèçâîäíîé äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé f ′

x (x0, y0) = tgα , ãäå α � óãîë
ìåæäó îñüþ Ox è êàñàòåëüíîé l1 è f ′

y (x0, y0) = tg β , ãäå β � óãîë ìåæäó îñüþ Oy è
êàñàòåëüíîé l2 .

Ðèñóíîê 3.1
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Çàìå÷àíèå 3.2. Òàê êàê ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f (x)
ïî àðãóìåíòó xi îñòàëüíûå àðãóìåíòû ôèêñèðóþòñÿ, òî ýòà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â
òàêîé ñèòóàöèè åñòü îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
âû÷èñëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðîâîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð 3.1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f (x; y) = x
y
â òî÷êå M0 (0, 1) ,

èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå 3.2.

◀ f ′
x (0; 1) = lim

∆x→0

f (0 + ∆x; 1)− f (0; 1)

∆x
= lim

∆x→0

∆x− 0

∆x
= 1,

f ′
y (0; 1) = lim

∆y→0

f (0; 1 + ∆y)− f (0; 1)

∆y
= lim

∆y→0

0
1+∆y

− 0

∆y
= 0. ▶

Ïðèìåð 3.2. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

à) f (x, y) = 3 · 2−4 sin20 1−y
x .

◀ f ′
x (x, y) = 3 · 2−4 sin20 1−y

x · ln 2 (−4) · 20 sin19 1− y

x
cos

1− y

x
(1− y)

(
− 1

x2

)
;

f ′
y (x, y) = 3 · 2−4 sin20 1−y

x · ln 2 (−4) · 20 sin19 1− y

x
cos

1− y

x

1

x
(−1) . ▶

á) f (x, y) =
(
arcsin

(
x2
√
y
))ctg3 1

x−4x2 .

◀ f ′
x (x, y) =

(
arcsin

(
x2
√
y
))ctg3 1

x−4x2 · ln
(
arcsin

(
x2
√
y
))

3ctg2
1

x− 4x2
×

×

(
− 1

sin2 1
x−4x2

)
− (1− 8x)

(x− 4x2)
+ ctg3

1

x− 4x2
(
arcsin

(
x2
√
y
))ctg3 1

x−4x2
−1 ×

× 1√
1−

(
x2
√
y
)2√y · 2x;

f ′
y (x, y) = ctg3

1

x− 4x2
(
arcsin

(
x2
√
y
))ctg3 1

x−4x2
−1 1√

1−
(
x2
√
y
)2x2 1

2
√
y
. ▶

Çàìå÷àíèå 3.3. Ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè äàæå ïî âñåì ïå-
ðåìåííûì â òî÷êå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â ýòîé
òî÷êå â îòëè÷èå îò ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Íàïðèìåð, íàìè ðàíåå áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ôóíêöèÿ

f (x, y) =

{ xy
x2+y2

, x2 + y2 ̸= 0,

0, x2 + y2 = 0,

òåðïèò ðàçðûâ â òî÷êå (0, 0) . Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóþò îáå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå.

f ′
x (0, 0) = lim

∆x→0

f (0 + ∆x, 0)− f (0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

∆x · 0− 0

∆x
= 0.

Àíàëîãè÷íî è f ′
y (0, 0) = 0 .
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Çàìå÷àíèå 3.4. Íàìè ââåäåíû ïîíÿòèÿ è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè äëÿ âíóò-
ðåííèõ òî÷åê å¼ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Åñëè æå òî÷êà ãðàíè÷íàÿ, òî íå âñåãäà ìîæíî
âû÷èñëèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðå-
äåëû ïðîèçâîäíûõ ïðè ñòðåìëåíèè òî÷åê ê ãðàíèöå.

Ïðèìåð 3.3. Íàéòè îäíîñòîðîííèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f (x, y) = x2y
â òî÷êå M0 (1, 1) , çàäàííîé íà êâàäðàòå

P =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ 0 ⩽ x ⩽ 1
0 ⩽ y ⩽ 1

}
.

◀Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ êâàäðàòà.
f ′
x (x, y) = 2xy , f ′

y (x, y) = x2 . Òîãäà f ′
x (1, 1) = lim

x→1−0
y→1−0

2xy = 2 , f ′
y (1, 1) = lim

x→1−0
x2 = 1 .▶

3.2Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è äèôôåðåíöèàë

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ U = f (x) , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ G = D (f) , è

x(0) =
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x(0)n

)
∈ IntD (f) .

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ôóíêöèÿ U = f (x) , x ∈ G = D (f) ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìîé â x(0) ∈ IntD (f) , åñëè ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f â òî÷êå x(0)

ïðåäñòàâèìî â âèäå

∆f
(
x(0)
)
=

n∑
i=1

Ai∆xi +
n∑
i=1

αi (∆x1, . . . ,∆xn)∆xi, (3.5)

ãäå Ai � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò ∆xi , i = 1, n ; à
αi (∆x1, . . . ,∆xn) � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè ∆xi → 0 , i = 1, n , òî åñòü

lim
∆xi→0

i=1,n

αi (∆x1, . . . ,∆xn) = 0. (3.6)

Åñëè ôóíêöèÿ f (x) äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà M ⊂ D (f) ,
òî îíà íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà ìíîæåñòâå M.

Çàìå÷àíèå 3.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ρ =

√√√√ n∑
i=1

(∆xi)
2. (3.7)

Âèäíî, ÷òî ρ→ +0 ⇔ ∆xi → 0 , i = 1, n . Îöåíèì ñâåðõó

∣∣∣∣ n∑
i=1

αi∆xi

∣∣∣∣ .
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

αi∆xi

∣∣∣∣∣ ⩽ ρ
n∑
i=1

|αi|
|∆xi|
ρ

=

 |xi|ρ =
|xi|√
n∑
i=1

∆x2i

⩽ |xi|
|xi|

= 1

 ⩽
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⩽ ρ
n∑
i=1

|αi| = o (ρ) , (3.8)

ãäå o (ρ) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ρ , ïðè ρ → + 0 .
Ñ ó÷¼òîì (3.8) ñîîòíîøåíèå (3.5) ïðèìåò âèä:

∆f
(
x(0)
)
=

n∑
i=1

Ai∆xi + o (ρ) , ρ→ +0. (3.9)

Óñëîâèÿ (3.9) è (3.5) ýêâèâàëåíòíû.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x) , x ∈ D (f) ⊂ Rn , äèôôåðåíöèðóåìà â
òî÷êå x ∈ IntD (f) , òî åñòü, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (3.5). Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîå
ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.5) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå
x(0) . Äèôôåðåíöèàë îáîçíà÷àþò

df
(
x(0)
)
=

n∑
i=1

Ai∆xi. (3.10)

Åñëè õîòÿ áû îäíà èç êîíñòàíò Ai , i = 1, n , íå ðàâíà íóëþ, òî äèôôåðåíöèàë
ôóíêöèè â òî÷êå åñòü ãëàâíàÿ ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé àðãóìåíòîâ ÷àñòü
ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 3.4. Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, ÷òî ôóíêöèÿ f (x, y) = x2y äèô-
ôåðåíöèðóåìà íà ÷èñëîâîé ïëîñêîñòè R2 . Íàéòè ïîëíîå ïðèðàùåíèå è äèôôåðåíöèàë
ôóíêöèè â òî÷êå M0 (1, 0) .

◀Çàïèøåì ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â ëþáîé òî÷êå (x0, y0) ∈ R2 .

∆f (x0, y0) = f (x0 +∆x, y0 +∆y)− f (x0, y0) =

= (x0 +∆x)2 (y0 +∆y)− x20y0 =
(
x20 + 2x0∆x+ (∆x)2

)
(y0 +∆y)− x20y0 =

= x20∆y + 2x0y0∆x+ 2x0∆x∆y + y0 (∆x)
2 +∆y (∆x)2 =

= 2x0y0∆x+ x0∆y + (2x0∆y + y0∆x)∆x+ (∆x)2∆y. (3.11)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (3.11) èìååò âèä (3.5), ãäå

A1 = 2x0y0, A2 = x0, α1 = 2x0∆y + y0∆x, α2 = (∆x)2 .

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü íà R2 äîêàçàíà.
Òîãäà äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè â òî÷êå (x0, y0) áóäåò

df (x0, y0) = 2x0y0∆x+ x0∆y. (3.12)

Åñëè x0 = 1 , y0 = 0 , òî
df (1, 0) = ∆y. (3.13)

Ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f â òî÷êå (1, 0) áóäåò:

∆f (1, 0) = ∆y + 2∆y∆x+ (∆x)2∆y ▶ .
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3.3Î ñâÿçè íåïðåðûâíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ñ äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ôóíêöèÿ f (x) , x = (x1, . . . , xn) , äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

x(0) =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
∈ IntD (f) , òî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è ñóùåñòâóþò

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, ïðè÷¼ì
∂f(x(0))
∂xi

= Ai , ãäå Ai (i = 1, n)
îïðåäåëÿåòñÿ (3.5).

◀Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó â (3.5) ïðè âñåõ ∆xi → 0 , i = 1, n . Ïîëó÷èì:

lim∆f
(
x(0)
)
= 0, ïðè ∆x1,∆x2, . . . ,∆xn → 0.

Èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå ¾íà ÿçûêå ïðèðàùåíèé¿ ïîëó÷èì,
÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x(0) .

Äàëüøå ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.5) íà ∆xi è ïåðåéä¼ì ïðè
∆xi → 0 ê ïðåäåëó (ñ÷èòàåì â (3.5) âñå ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòîâ, çà èñêëþ÷åíèåì ∆xi ,
ðàâíûìè íóëþ. Òîãäà ∆f

(
x(0)
)
= ∆xif

(
x(0)
)
).

Ïîëó÷èì:

lim
∆xi→0

∆xif
(
x(0)
)

∆xi
= Ai, (i = 1, n). ▶

Ñëåäñòâèå 3.1. Ñ ó÷¼òîì çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû 3.1 è îïðåäåëåíèÿ 3.4 äèôôåðåí-
öèàëà (ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà) ôóíêöèè â òî÷êå, ïîëó÷èì:

df
(
x(0)
)
=

n∑
i=1

f ′
xi

(
x(0)
)
dxi, (3.14)

ãäå (ïî îïðåäåëåíèþ) ∆xi = dxi .

Ïðèìåð 3.5. Íàéòè äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f (x, y) = y√
x
+ x√

y
.

◀Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè.

f ′
x (x, y) = y

(
−1

2

)
x−

3
2 +

1
√
y
=

1
√
y
− y

2
√
x3

; f ′
y =

1√
x
− x

2
√
y3
.

df (x, y) =

(
1
√
y
− y

2
√
x3

)
dx+

(
1√
x
− x

2
√
y3

)
dy,

{
x > 0
y > 0

. ▶

3.4Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè

Òåîðåìà 3.2. Åñëè ôóíêöèÿ U = f (x) , ãäå x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D (f) ⊂ Rn , èìå-

åò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x(0) =
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n

)
,

à â ñàìîé òî÷êå x(0) ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû, òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êå x(0) .

◀Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåä¼ì äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ (äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû â îáùåì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ U = f (x, y) , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì òåîðåìû è òî÷êó
x(0) = (x0, y0) .

∆f (x0, y0) = f (x0 +∆x, y0 +∆y)− f (x0, y0) =
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= (f (x0 +∆x, y0 +∆y)− f (x0, y0 +∆y)) + (f (x0, y0 +∆y)− f (x0, y0)) .

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì:

∆f (x0, y0) = f ′
x (x0 + θ1∆x, y0 +∆y)∆x+ f ′

y (x0, y0 + θ2∆y)∆y, (3.15)

ãäå θ1 è θ2 ∈ (0, 1) .
Äàëüøå âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîãî äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé êðèòå-

ðèÿ: ∃ lim
x→x0

f (x) ∈ R ⇔ f (x) = A+ α (x) , ãäå lim
x→x0

α (x)=0 . Ïîëó÷èì:

∆f (x0, y0) = (f ′
x (x0, y0) + α (∆x,∆y))∆x+

+
(
f ′
y (x0, y0) + β (∆x,∆y))∆y = f ′

x (x0, y0)∆x+

+f ′
y (x0, y0)∆y + α (∆x,∆y)∆x+ β (∆x,∆y)∆y, (3.16)

ãäå lim
∆x→0
∆y→0

α (∆x,∆y) = lim
∆x→0
∆y→0

β (∆x,∆y) = 0 .

Ïðè âûâîäå ðàâåíñòâà (3.16) ó÷òåíî, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′
x (x, y) f ′

y (x, y)
íåïðåðûâíû â òî÷êå (x0, y0) .▶

Çàìå÷àíèå 3.6. Íåïðåðûâíîñòü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè â òî÷êå íå åñòü
íåîáõîäèìîå óñëîâèå å¼ äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ýòîé òî÷êå. Ïîêàæåì ýòî íà êîíêðåòíîì
ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f (x, y) =

{
(x2 + y2) sin 1√

x2+y2
, åñëè x2 + y2 ̸= 0,

0, åñëè x2 + y2 = 0.
(3.17)

Íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè â òî÷êå (0, 0) :

f ′
x (0, 0) = lim

∆x→0

(∆x)2 sin 1
|∆x|

∆x
= 0.

Àíàëîãè÷íî è f ′
y (0, 0) = 0 .

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f â ëþáîé òî÷êå èç R2 , îòëè÷íîé îò òî÷êè (0, 0) ,
áóäåò:

f ′
x (x, y) = 2x sin

1√
x2 + y2

+

+
(
x2 + y2

)
cos

1√
x2 + y2

(
−1

2

)(
x2 + y2

)− 3
2 2x =

= x

2 sin
1√

x2 + y2
−

cos 1√
x2+y2√

x2 + y2

 . (3.18)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f ′
x (x, y) íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà ïðè ∆x è ∆y → 0 .

Ïåðåéä¼ì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì x = r cosφ , y = r sinφ .

lim
r→+0

r cosφ

(
2 sin

1

r
−

cos 1
r

r

)
= lim

r→+0

(
2r cosφ sin

1

r
− cosφ cos

1

r

)
. (3.19)
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Âèäíî, ÷òî lim
r→+0

2r cosφ sin 1
r
= 0 , íî ïðåäåëà lim

r→+0
cosφ cos 1

r
íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê

÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïðè φ = π
2
+πn , n ∈ Z , ðàâåí íóëþ, à ïðè φ = 2πn ÷àñòè÷íîãî ïðå-

äåëà íå ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò, íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà (3.19), òî åñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
f ′
x (x, y) òåðïèò ðàçðûâ â òî÷êå (0, 0) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∆f (0, 0) = f (0 + ∆x, 0 + ∆y)− f (0, 0) = 0 ·∆x+ 0 ·∆y+

+∆x sin
1√

(∆x)2 + (∆y)2
∆x+∆y sin

1√
(∆x)2 + (∆y)2

∆y. (3.20)

Ïðåäñòàâëåíèå (3.20) äîêàçûâàåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå (0, 0) .

3.5Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (x, y) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â îáëàñòè G
(ôóíêöèÿ áóäåò äèôôåðåíöèðóåìîé â îáëàñòè G � òåîðåìà 3.2).

Ãðàôèêîì ôóíêöèè f áóäåò ïîâåðõíîñòü; îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç S .

Îïðåäåëåíèå 3.5. Êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ Π ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå
M0 (x0, y0, z0) , ãäå z0 = f (x0, y0) , P0 (x0, y0) ∈ G , íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ
óðàâíåíèåì

Z − z0 =
∂f (x0, y0)

∂x
(X − x0) +

∂f (x0, y0)

∂y
(Y − y0) . (3.21)

Òåîðåìà 3.3. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü Π ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå M0 (x0, y0, z0)
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0 è îáëàäàåò õàðàêòåðíûì äëÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè Π
ñâîéñòâîì: ðàññòîÿíèå â íàïðàâëåíèè îñè Oz îò ëþáîé òî÷êè M (x, y, f (x, y)) ∈ S
äî ïëîñêîñòè Π (äî òî÷êè T ∈ Π ) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà, ÷åì ρ = (P0, P ) , ρ→ +0 (åñòü o (ρ) , ρ→ +0 ), ãäå P0 è P ñîîòâåòñòâåííî
ïðîåêöèè òî÷åê M0 è M íà ïëîñêîñòü Z = 0 (ðèñóíîê 3.2).

◀Ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû (3.9) ïîëó÷èì:

|MT | =
∣∣∣∣f (x, y)− (f (x0, y0) + ∂f (P0)

∂x
(X − x0)+

+
∂f (P0)

∂y
(Y − y0)

)∣∣∣∣ = o (ρ) , ρ→ +0.

Çàìå÷àíèå 3.7. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, òî åñòü åñëè åñòü òàêàÿ
ïëîñêîñòü Π′ , óðàâíåíèå êîòîðîé

Z − z0 = A (x− x0) +B (y − y0) , (3.22)

ãäå z0 = f (x− x0) , òî äëÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f (x, y)− f (x0, y0) + A (x− x0) +B (y − y0) + o (ρ) , ρ→ +0, (3.23)

èëè

f (x, y)− f (x0, y0) =
∂f (x0, y0)

∂x
∆x+

∂f (x0, y0)

∂y
∆y + o (ρ) (3.24)
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M0

),( 000 yxP

P x,y( )

Ðèñóíîê 3.2

( f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0, y0) , ∆x = x− x0 , ∆y = y − y0 ).
Ïðåäñòàâëåíèå (3.24) îçíà÷àåò, ÷òî Π′ åñòü êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè S

â òî÷êå M0 (x0, y0, f (x0, y0)) .

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà-êðèòåðèé.

Òåîðåìà 3.4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü S èìåëà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü Π
â òî÷êå M0 (x0, y0, f (x0, y0)) , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x, y) áûëà
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå P0 (x0, y0) ∈ G ⊂ D (f) .

Îïðåäåëåíèå 3.6. Íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå M0 (x0, y0, f (x0, y0)) ∈
S íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

X − x0
f ′
x (P0)

=
Y − y0
f ′
y (P0)

=
Z − z0
−1

(3.25)

(îáîçíà÷åíèÿ è óñëîâèÿ îïðåäåëåíû âûøå).
Äðóãèìè ñëîâàìè, íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå M0 (x0, y0, f (x0, y0)) ∈ S

íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, äëÿ êîòîðîé íîðìàëüíûé âåêòîð −→n =
(
∂f(P0)
∂x

, ∂f(P0)
∂y

,−1
)

êàñà-

òåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå M0 ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùåé.

Ïðèìåð 3.6. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé è íîðìàëåé ê ïîâåðõ-
íîñòè � ãðàôèêó ôóíêöèè z = xy â òî÷êàõ: à) (0, 0, 0) , á) (2, 1, 2) .

◀ à) z′x = y
∣∣∣
y=0

= 0 , z′y = x
∣∣∣
x=0

= 0 .

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè:

z − 0 = 0 (x− 0) + 0 (y − 0) , z = 0.

×åðåç òî÷êó P0 (0, 0) ïðîõîäèò îñü Oz , êîòîðàÿ è áóäåò íîðìàëüþ ê êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè z = 0 .

á) z′x = y
∣∣∣
y=1

= 1 , z′y = x
∣∣∣
x=2

= 2 .

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè:

z − 2 = x− 2 + 2 (y − 1) , x+ 2y − z − 2 = 0.
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Óðàâíåíèå íîðìàëè:
x− 2

1
=
y − 1

2
=
z − 2

−1
. ▶

3.6Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå P0 (x0, y0) . Òîãäà
df (x0, y0) = f ′

x (x0, y0)∆x+f
′
y (x0, y0)∆y = f ′

x (x0, y0) (x− x0)++f ′
y (x0, y0) (y − y0) . Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, df (x0, y0) = Z − z0 .
Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë df (P0) ôóíêöèè f â òî÷êå P0 (x0, y0) ñ ãåîìåòðè÷å-

ñêîé òî÷êè çðåíèÿ åñòü ïðèðàùåíèå àïïëèêàòû òî÷êè êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõ-
íîñòè z = f (x, y) â òî÷êå P0 (x0, y0) ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè (x0, y0) ê å¼ ïðèðàù¼ííîé
òî÷êå (x0 +∆x, y0 +∆y) = = (x, y) . Íà ðèñóíêå 3.2 ó íàñ df (P0) = NT .

3.7Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû ñëîæíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü â îáëàñòè G ⊂ R3 çàäàíà ôóíêöèÿ u = f (x, y, z) , ãäå x = x (t) , y = y (t) ,
z = z (t) , à ìíîæåñòâî

{x (t) , y (t) , z (t)} ⊂ D (f) , t ∈ I,

ãäå I � ïðîìåæóòîê. Èìååì íà ïðîìåæóòêå I ñëîæíóþ ôóíêöèþ
u = f (x (t) , y (t) , z (t)) .

Òåîðåìà 3.5. Åñëè ôóíêöèÿ f (x, y, z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M (x, y, z) ∈ G ,
ãäå x = x (t) , y = y (t) , z = z (t) , à äëÿ ôóíêöèé x (t) , y (t) , z (t) ñóùåñòâóþò ïðîèç-
âîäíûå â òî÷êå t ∈ I , òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ f (x (t) , y (t) , z (t)) èìååò ïðîèçâîäíóþ â
òî÷êå t , êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

du

dt
=
∂u

∂x

dx

dt
+
∂u

∂y

dy

dt
+
∂u

∂z

dz

dt
. (3.26)

◀Òî÷êå t ïðèäà¼ì ëþáîå ïðèðàùåíèå ∆t ̸= 0 , íî òàêîå, ÷òîáû t + ∆t ∈ I . Óêà-
çàííîå ïðèðàùåíèå ïîðîæäàåò ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèé x (t) , y (t) , z (t) ñîîòâåòñòâåííî
∆x , ∆y , ∆z . Òàê êàê ôóíêöèÿ f (x, y, z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M (x, y, z) , ãäå
x = x (t) , y = y (t) , z = z (t) , òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∆u = ∆f (x, y, z) =
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y +

∂u

∂z
∆z + α∆x+ β∆y + γ∆z, (3.27)

ãäå α = α (∆x,∆y,∆z) , β = β (∆x,∆y,∆z) , γ = γ (∆x,∆y,∆z) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëûå
ïðè ∆x , ∆y , ∆z → 0 .

Ðàçäåëèâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.27) íà ∆t ̸= 0 , ïîëó÷èì:

∆u

∆t
=
∂u

∂x

∆x

∆t
+
∂u

∂y

∆y

∆t
+
∂u

∂z

∆z

∆t
+ α

∆x

∆t
+ β

∆y

∆t
+ γ

∆z

∆t
. (3.28)

Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå (3.28) ïðè ∆t→ 0 .
Òàê êàê ôóíêöèè x (t) , y (t) , z (t) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå t , òî îíè è íåïðå-

ðûâíû â ýòîé òî÷êå, ïîýòîìó ïðè ∆t→ 0 áóäóò ∆x , ∆y , ∆z → 0 .
Òîãäà

du

dt
=
∂u

∂x

dx

dt
+
∂u

∂y

dy

dt
+
∂u

∂z

dz

dt
. ▶
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Çàìå÷àíèå 3.8. Åñëè x = x (t, τ) , y = y (t, τ) , z = z (t, τ) è óêàçàííûå ôóíê-
öèè äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå (t, τ) è âûïîëíÿþòñÿ îñòàëüíûå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.5,
òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ f (x (t, τ) , y (t, τ) , z (t, τ)) = = µ (t, τ) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
(t, τ) è äëÿ ñóùåñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè µ (t, τ) ñïðàâåäëèâû ôîðìó-
ëû

∂U

∂t
=
∂f

∂x

∂x

∂t
+
∂f

∂y

∂y

∂t
+
∂f

∂z

∂z

∂t
, (3.29)

è
∂U

∂τ
=
∂f

∂x

∂x

∂τ
+
∂f

∂y

∂y

∂τ
+
∂f

∂z

∂z

∂τ
. (3.30)

◀Ïðè âûâîäå ôîðìóë (3.29) (3.30) ñíà÷àëà ôèêñèðóåì τ , à ïîòîì t è, ó÷èòûâàÿ
(3.26), ïîëó÷àåì òðåáóåìûå ôîðìóëû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè µ çàïèñûâàåì ïîëíûå ïðèðà-
ùåíèÿ ôóíêöèé f (x, y, z) , x (t, τ) , y (t, τ) , z (t, τ) , è â ðàâåíñòâî äëÿ ∆f (x, y, z) ïîä-
ñòàâëÿåì ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ∆x (t, τ) , ∆y (t, τ) , ∆z (t, τ) . ▶

Çàìå÷àíèå 3.9. Åñëè ôóíêöèÿ u = f (x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M (x, y) ,
ãäå y = y (x) , è ñóùåñòâóåò y′ (x) , òî ôóíêöèÿ f (x, y (x)) � äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
x è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (ìíîæåñòâî {(x, y (x))} ⊂ D (f) )

du

dx
=
∂u

∂x
+
∂u

∂y

dy

dx
. (3.31)

Ñïðàâåäëèâîñòü óêàçàííûõ ïðåäëîæåíèé ñëåäóåò èç àíàëîãà òåîðåìû 3.5 äëÿ ôóíê-
öèè äâóõ ïåðåìåííûõ (ó÷åñòü, ÷òî dx

dt
= dx

dx
= 1 ).

Ïðîèçâîäíàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (3.31), íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé
ôóíêöèè u ïî x .

Ïðèìåð 3.7. Äàíî: z = arcsin (x− y) , ãäå x = 3t , y = 4t3 . Íàéòè ïðîìåæóòîê I
èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé t , ãäå ñóùåñòâóåò dz

dt
. Çàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ ýòîé ïðîèçâîäíîé.

◀Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè arcsin (x− y) åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåí-
ñòâà

|x− y| ⩽ 1 ⇔
{
x− y ⩽ 1,
x− y ⩾ −1,

⇔
{
x ⩽ y + 1,
x ⩾ y − 1.

(3.32)

Èçîáðàçèì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (3.32) íà ðèñóíêå 3.3.

Ðèñóíîê 3.3
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Â ñèñòåìó (3.32) ïîäñòàâëÿåì x = 3t , y = 4t3 .{
3t ⩽ 4t3 + 1,
3t ⩾ 4t3 − 1,

⇔
{
4t3 − 3t+ 1 ⩾ 0,
4t3 − 3t− 1 ⩽ 1,

− 1 ⩽ t ⩽ 1

Íà ïðîìåæóòêå I = (−1, 1) âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã òåîðåìû 3.5 äëÿ ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò

dz

dt
=
∂z

∂x

dx

dt
+
∂z

∂y

dy

dt
=

1√
1− (x− y)2

∣∣∣∣∣∣
x=3t
y=4t3

· 3 + −1√
1− (x− t)2

∣∣∣∣∣∣
x=3t
y=4t3

· 12t2 =

=
3√

1− (3t− 4t3)2

(
1− 4t2

)
.

3.8Äèôôåðåíöèàëû ñëîæíûõ ôóíêöèé. Èíâàðèàíòíîñòü
ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà

Åñëè ôóíêöèÿ u = f (x) , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ G ⊂ Rn , è xi ∈ R ( i = 1, n ) � íåçà-

âèñèìûå ïåðåìåííûå, à ôóíêöèÿ f � äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x(0) =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
,

ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè G , òî ñóùåñòâóåò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f â òî÷êå
x(0) , îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

df
(
x(0)
)
=
∂f
(
x(0)
)

∂x1
dx1 +

∂f
(
x(0)
)

∂x2
dx2 + . . .+

∂f
(
x(0)
)

∂xn
dxn. (3.33)

Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà (3.33) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà ñî-
õðàíÿåò ñâîþ ôîðìó è â òîì ñëó÷àå, êîãäà àðãóìåíòû xi , i = 1, n , ñàìè ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè àðãóìåíòîâ tk , k = 1,m .

Îáîñíîâàíèå ïðåäëîæåíèÿ äîêàæåì äëÿ ôóíêöèè u = f (x, y) , ãäå x = x (t, v) ,
y = y (t, v) . Ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ u = f (x (t, v) , y (t, v)) = µ (t, v) áóäåò äèôôåðåíöèðóå-
ìîé â òî÷êå (t, v) � âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 3.9).
Òîãäà äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè

du =
∂u

∂t
dt+

∂u

∂v
dv, (3.34)

íî
∂u

∂t
=
∂u

∂x

∂x

∂t
+
∂u

∂y

∂y

∂t
, (3.35)

è
∂u

∂v
=
∂u

∂x

∂x

∂v
+
∂u

∂y

∂y

∂v
. (3.36)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.36) è (3.35) â (3.34), ïîëó÷èì:

du =

(
∂u

∂x

∂x

∂t
+
∂u

∂y

∂y

∂t

)
dt+

(
∂u

∂x

∂x

∂v
+
∂u

∂y

∂y

∂v

)
dv =

=
∂u

∂x

(
∂x

∂t
dt+

∂x

∂v
dv

)
+
∂u

∂y

(
∂y

∂t
dt+

∂y

∂v
dv

)
=

=
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy. ▶ (3.37)

Óêàçàííîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé (íåèçìåííîé) ôîðìîé ïåðâîãî äèô-
ôåðåíöèàëà.
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3.9Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè è ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ

Îïðåäåëèì äëÿ ôóíêöèè z = f (x, y) ïðåäåëüíóþ àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ∆z ,
çíàÿ ïðåäåëüíûå àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè ∆x è ∆y àðãóìåíòîâ x , y : |∆x| ⩾ ∆x è
|∆y| ⩾ ∆y .

Èìååì |∆z| = |f (x+∆x, y +∆y)− f (x, y)| . Çàìåíÿÿ ïðèðàùåíèå ôóíêöèè åå äèô-
ôåðåíöèàëîì, ïîëó÷èì

|∆z| ≈
∣∣f ′
x (x, y)∆x+ f ′

y (x, y)∆y
∣∣ .

Îòñþäà âûâîäèì ïðèáëèæåííóþ îöåíêó:

|∆z| ⩽
∣∣∣∣∂z∂x

∣∣∣∣ |∆x|+ ∣∣∣∣∂z∂y
∣∣∣∣ |∆y| . (3.38)

Ñëåäîâàòåëüíî, çà ïðåäåëüíóþ àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ôóíêöèè z ìîæíî ïðè-
íÿòü

∆z =

∣∣∣∣∂z∂x
∣∣∣∣∆x+ ∣∣∣∣∂z∂y

∣∣∣∣∆y.
Ïðèìåð 3.8. Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà x = 122 ñì , à îñòðûé óãîë

y = 30◦ ± 1◦ . Ñ êàêîé òî÷íîñòüþ ìîæíî íàéòè ïðîòèâîëåæàùèé äàííîìó óãëó êàòåò z
ýòîãî òðåóãîëüíèêà?

◀Èìååì:
z = x sin y. (3.39)

Îòñþäà ∂z
∂x

= sin y , ∂z
∂y

= x cos y . Ïîëàãàÿ x = 120 , ∆x = 2 è y = π
6
, ∆y = π

180
, ïî

ôîðìóëàì (3.38) è (3.39) íàõîäèì z = 120 sin 30◦ = 60 (ñì) è

∆z = sin 30◦ · 2 + 120 · cos 30◦ · π

180
= 1 + 1, 8 = 2, 8 (ñì) .

Ñëåäîâàòåëüíî, z = 60 ñì ± 2, 8 . Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.38), ìîæíî îïðåäåëèòü
òàêæå ïðåäåëüíóþ îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü ôóíêöèè: δz =

∆z
|z| .

Â ÷àñòíîñòè, ïîëîæèì z = xy ( x ̸= 0 , y ̸= 0 ). Òîãäà ∆z = |y|∆x+ |x|∆y è, ñëå-
äîâàòåëüíî, δz =

∆x
|x| +

∆y
|y| , èëè δz = δx+ δy , ò.å. ïðåäåëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü

ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ñóììå ïðåäåëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ñîìíîæèòåëåé.▶

ËÅÊÖÈß 4
Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Ãðàäèåíò. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû

âûñøèõ ïîðÿäêîâ

4.1Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. Ãðàäèåíò

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè
¾â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíûõ îñåé¿. Ïîñòàâèì âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè è âû÷èñëåíèè
ïðîèçâîäíîé íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ íà ïðèìåðå
ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f (x, y, z) , îïðåäåëåííà â îáëàñòè D (f) = G ⊂ R3 . Ðàñ-
ñìîòðèì íåêîòîðóþ òî÷êó M0 (x0, y0, z0) ∈ IntG è íàéäåì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè

u = f (x, y, z) ïðè äâèæåíèè òî÷êè M0 (x0, y0, z0) â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè l⃗ . Ïóñòü
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âåêòîð l⃗ èìååò íà÷àëî â òî÷êå M0 (x0, y0, z0) è íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû cosα , cos β

cos γ ( cosα , cos β è cos γ � êîñèíóñû óãëîâ, îáðàçîâàííûõ âåêòîðîì l⃗ ñ ïîëîæèòåëü-
íûìè íàïðàâëåíèÿìè îñåé êîîðäèíàò Ox , Oy è Oz ). Ïðè ïåðåìåùåíèè â íàïðàâëåíèè

âåêòîðà l⃗ òî÷êè M0 (x0, y0, z0) â òî÷êó M1 (x+∆x, y +∆y, z +∆z) ∈ U (M0, δ) ⊂ G
ôóíêöèÿ u = f (x, y, z) ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå

∆lu = f (x+∆x, y +∆y, z +∆z)− f (x, y, z) , (4.1)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè u â äàííîì íàïðàâëåíèè l⃗ (ðèñó-
íîê 4.1). Åñëè |M0M1| = ∆l =

√
∆x2 +∆y2 +∆z2 åñòü âåëè÷èíà ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè

M0 (x0, y0, z0) , òî ïîëó÷àåì

M0

),( 000 yxP

P x,y( )

Ðèñóíîê 4.1

∆x = ∆l cosα, ∆y = ∆l cos β, ∆z = ∆l cos γ, (4.2)

ñëåäîâàòåëüíî,

∆lu = f (x+∆l cosα, y +∆l cos β, z +∆l cos γ)− f (x, y, z) .

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u = f (x, y, z) â òî÷êå M0 (x0, y0, z0) ïî
íàïðàâëåíèþ íàçûâàåòñÿ ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò) îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíê-
öèè ∆lu ê âåëè÷èíå ïåðåìåùåíèÿ |M0M1| , êîãäà ïîñëåäíåå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðîèç-
âîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ â òî÷êå M0 (x0, y0, z0) â íàïðàâëåíèè âåêòîðà l⃗ îáîçíà÷àåòñÿ
∂u(M0)
∂l

.
∂u (M0)

∂l
= lim

∆l→0

∆lu

∆l
. (4.3)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îïðåäåëåíèÿ 4.1 ïðîèçâîäíûå ∂u
∂E

, ∂u
∂C

è ∂u
∂z

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u = f (x, y, z) â ïîëîæèòåëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ îñåé êîîðäè-
íàò Ox , Oy è Oz .

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè u = f (x, y, z) â òî÷êå M0 (x0, y0, z0) ïî íà-

ïðàâëåíèþ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî åñòü ∂u(M0)
∂l

èíâàðèàíòíî ïî
îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà l⃗ õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíê-
öèè â òî÷êå M0 (x0, y0, z0) ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ. Åñëè ∂u(M0)

∂l
> 0 , òî ôóíêöèÿ

u = f (x, y, z) âîçðàñòàåò â íàïðàâëåíèè âåêòîðà l⃗ , åñëè ∂u(M0)
∂l

< 0 òî ôóíêöèÿ

u = f (x, y, z) óáûâàåò â íàïðàâëåíèè âåêòîðà l⃗ . Êðîìå òîãî, âåëè÷èíà
∣∣∣∂u(M0)

∂l

∣∣∣ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèÿ ôóíêöèè u = f (x, y, z) â

íàïðàâëåíèè âåêòîðà l⃗ â òî÷êå M0 (x0, y0, z0) : ÷åì áîëüøå
∣∣∣∂u(M0)

∂l

∣∣∣ , òåì áûñòðåå èçìå-

íÿåòñÿ ôóíêöèÿ u = f (x, y, z) . Â ýòîì ñîñòîèò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ïî
íàïðàâëåíèþ.
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Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂u(M0)
∂l

, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u =
f (x, y, z) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0 (x0, y0, z0) . Òîãäà ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè
u = f (x, y, z) â òî÷êå M0 (x0, y0, z0) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

∆lu =
∂u (M0)

∂x
∆x+

∂u (M0)

∂y
∆y +

∂u (M0)

∂z
∆z + α1∆x+ α2∆y + α3∆z,

ãäå α1 , α2 , α3 áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè ïðè ∆E → 0 , ∆C → 0 è ∆z → 0 .
Îòêóäà â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (8.12) ïîëó÷àåì

∆lu

∆l
=
∂u (M0)

∂x
cosα +

∂8 (M0)

∂C
cos β +

∂8 (M0)

∂z
cos γ+

+α1 cosα + α2 cos β + α3 cos γ.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ïðè ∆l → 0 , òî åñòü ïðè ∆x → 0 ,
∆y → 0 è ∆z → 0 è îñíîâûâàÿñü íà îïðåäåëåíèè (8.13), ïîëó÷èì èñêîìóþ ôîðìóëó
äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè â äàííîì íàïðàâëåíèè:

∂u (M0)

∂l
=
∂u (M0)

∂x
cosα +

∂u (M0)

∂y
cos β +

∂u (M0)

∂z
cos γ. (4.4)

Â ñëó÷àå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u = f (x, y) cos β = sinα , cos γ = 0 . Òîãäà
ôîðìóëà (8.14) ïðèìåò âèä

∂u (M0)

∂l
=
∂u (M0)

∂x
cosα +

∂u (M0)

∂y
sinα.

Ïðèìåð 4.1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

u = f (x, y, z) = x2 + y2 − 4xz

â òî÷êå M0 (0, 1, 2) â íàïðàâëåíèè îò ýòîé òî÷êè ê òî÷êå M1 (2, 3, 3) .

◀ Íàõîäèì âåêòîð
−−−−→
M0M1 è åãî íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû:

−−−−→
M0M1 = (2, 2, 1), cosα =

2√
4 + 4 + 1

=
2

3
, cos β =

2

3
, cos γ =

1

3
.

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè è âû÷èñëÿåì èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå
M0 (0, 1, 2) .

∂u (M0)

∂x
= 2x,

∂u (M0)

∂y
= 2y − 4z,

∂u (M0)

∂z
= −4y,

∂u (M0)

∂x
= 0,

∂u (M0)

∂y
= −6,

∂u (M0)

∂z
= −4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (8.14) èìååì:

∂u (M0)

∂l
= 0 · 2

3
− 6 · 2

3
− 4 · 1

3
= −16

3
.

Ïîñêîëüêó ∂u(M0)
∂l

< 0 , òî ôóíêöèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè óáûâàåò.▶
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Îïðåäåëåíèå 4.2. Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè u = f (x, y, z) â òî÷êå M0 (x0, y0, z0)

íàçûâàåòñÿ âåêòîð, îáîçíà÷àåìûé
−−−−−−−→
gradf (M0) , ïðîåêöèÿìè êîòîðîãî íà îñè äåêàð-

òîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè
u = f (x, y, z) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì, òî åñòü

−−−−−−−→
gradf (M0) =

∂u (M0)

∂x
i⃗+

∂u (M0)

∂y
j⃗ +

∂u (M0)

∂z
k⃗. (4.5)

Óñòàíîâèì çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ∂u(M0)
∂l

è âåêòîðíîé

õàðàêòåðèñòèêîé
−−−−−−−→
gradf (M0) .

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ, çàäàííîé ôîðìóëîé (8.14), ðàâíà ïðî-

åêöèè âåêòîðà
−−−−−−−→
gradf (M0) íà ýòî íàïðàâëåíèå. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðà-

âåíñòâà (8.14) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åäèíè÷íîãî âåêòîðà e⃗ =

(cosα, cos β, cos γ) è âåêòîðà
−−−−−−−→
gradf (M0)

∂f (M0)

∂l
= e⃗ ·

−−−−−−−→
gradf (M0)

èëè
∂f (M0)

∂l
=
∣∣∣−−−−−−−→gradf (M0)

∣∣∣ cosφ = ïðl⃗
−−−−−−−→
gradf (M0), (4.6)

ãäå φ � óãîë ìåæäó âåêòîðîì
−−−−−−−→
gradf (M0) è íàïðàâëåíèåì l⃗ (ðèñóíîê 4.2).

Ðèñóíîê 4.2

Ñîîòíîøåíèå (8.16) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå íàèáûñòðåéøåãî âîçðàñòà-

íèÿ ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå: åñëè ∂f(M0)
∂l

äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, òî ïðàâàÿ
÷àñòü ðàâåíñòâî (8.16) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå, ÷òî èìååò ìåñòî,

êîãäà âåêòîð l⃗ íàïðàâëåí òàê æå, êàê è
−−−−−−−→
gradf (M0) . Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðàâëåíèå ãðà-

äèåíòà ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì íàèáûñòðåéøåãî âîçðàñòàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â äàííîé
òî÷êå. Îòìåòèì, ÷òî ìîäóëü ãðàäèåíòà ðàâåí íàèáîëüøåé ñêîðîñòè âîçðàñòàíèÿ ôóíê-
öèè u = f (x, y, z) â äàííîé òî÷êå, ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè âåêòîðà
ðàâíî åãî ìîäóëþ. Â ýòîì ñîñòîèò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà.

∂f (M0)

∂l
=
∣∣∣−−−−−−−→gradf (M0)

∣∣∣ =
=

√(
∂f (M0)

∂x

)2

+

(
∂f (M0)

∂y

)2

+

(
∂f (M0)

∂z

)2

. (4.7)

Çàìå÷àíèå 4.1. Âåêòîð
−−−−−−−→
gradf (M0) íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ

â äàííîé òî÷êå M0 (x0, y0, z0) .
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Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è èíâàðèàíòíîå ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò îïðå-
äåëåíèå ãðàäèåíòà.

Îïðåäåëåíèå 4.3. Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè u = f (x, y, z) íàçûâàåòñÿ âåêòîð, èìå-
þùèé íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè u = f (x, y, z) â äàííîé
òî÷êå è ìîäóëü, ðàâíûé çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè u = f (x, y, z) ïî ýòîìó
íàïðàâëåíèþ.

Ïðèìåð 4.2. Íàéòè íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè

u = f (x, y, z) =
x

y
+
y

z
+
z

x

â òî÷êå M0 (−1, 1,−1) .

◀Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂x
, ∂f
∂y
, ∂f
∂z

è èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå M0 (−1, 1,−1) .

∂f

∂x
=

1

y
− z

x2
,
∂f

∂y
= − x

y2
+

1

z
,
∂f

∂z
= − y

z2
+

1

x
,

∂f (M0)

∂x
= 2,

∂f (M0)

∂y
= 0,

∂f (M0)

∂z
= −2,

−−−−−−−→
gradf (M0) = 2⃗i+ 0⃗j − 2k⃗ = 2⃗i− 2k⃗.

Íàèáîëüøàÿ ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè ðàâíà

∂f (M0)

∂l
=
∣∣∣−−−−−−−→gradf (M0)

∣∣∣ = √
4 + 0 + 4 = 2

√
2.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ u = f (x, y, z) áóäåò óáûâàòü ñ íàèáîëüøåé ñêîðîñòüþ

( 2
√
2 ), åñëè òî÷êà M0 (−1, 1,−1) äâèæåòñÿ â íàïðàâëåíèè

−−−−−−−→
gradf (M0) = −2⃗i + 2k⃗ (àí-

òèãðàäèåíòíîå íàïðàâëåíèå).

Îòâåò: ∂f(M0)
∂l

=
∣∣∣−−−−−−−→gradf (M0)

∣∣∣ = 2
√
2. ▶

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ãðàäèåíòà áåç äîêàçàòåëüñòâ.

1.
−−−→
grad c = 0 , c = const .

2.
−−−−−−−−−−−−−−−−−→
grad (f1 (M0) + f2 (M0)) =

−−−−−−−−→
gradf1 (M0) +

−−−−−−−−→
gradf2 (M0) .

3.
−−−−−−−−−→
grad cf (M0) = c

−−−−−−−→
gradf (M0) .

4.
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
grad (c1f1 (M0) + c2f2 (M0)) = c1

−−−−−−−−→
gradf1 (M0) + c2

−−−−−−−−→
gradf2 (M0) .

5.
−−−−−−−−−−−−−−−−→
grad (f1 (M0) · f2 (M0)) = f1 (M0) ·

−−−−−−−−→
gradf2 (M0) + f2 (M0) ·

−−−−−−−−→
gradf1 (M0) .

6.
−−−−−−−→
gradf1(M0)

f2(M0)
= f2(M0)·

−−−−−−−−→
gradf1(M0)−f1(M0)·

−−−−−−−−→
gradf2(M0)

f22 (M0)
, f2 (M0) ̸= 0 .

7.
−−−−−−−−−−→
gradF (f (M0)) =

∂F
∂f

·
−−−−−−−→
gradf (M0) .

4.2Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Òåîðåìà Øâàðöà

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f (x) , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ G , ãäå G � îáëàñòü, G ⊂ D (f) ,
è ∀x ∈ G ∃ ∂u

∂xi
= φ (x) ( i = 1, n ) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåíàÿ íà G . Åñëè ∃φ′

xk

(
x(0)
)
,

x(0) =
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n

)
∈ G , òî φ′

xk

(
x(0)
)
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïî-

ðÿäêà ôóíêöèè f (x) â òî÷êå x(0) , ïðè÷¼ì ïðè k ̸= i
(
k, i = 1, n

)
ýòà ïðîèçâîä-

íàÿ íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé. Îáîçíà÷åíèå:
∂2f(x(0))
∂xk∂xi

= f ′′
xixk

(
x(0)
)
(åñëè



48

k = i , òî îáîçíà÷åíèå:
∂2f(x(0))

∂x2i
= f ′′

x2i

(
x(0)
)
). Àíàëîãè÷íî ïî èíäóêöèè âûâîäÿòñÿ ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå ëþáîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, ïóñòü ââåäåíî ïîíÿòèå ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà (m− 1) ôóíêöèè f ïî àðãóìåíòàì xi1 , xi2 , . . . , xin−1 , ïóñòü òàê-

æå ∃f (m−1)
xi1 ,xi2 ,...,xin−1

(x) ∀x ∈ G . Òîãäà ýòà ïðîèçâîäíàÿ åñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ φ (x) íà

G . Åñëè ∃φ′
xim

(
x(0)
)
, òî ýòà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî-

ðÿäêà m (m ∈ N) ôóíêöèè f â òî÷êå x(0) . Îáîçíà÷åíèÿ:
∂mf(x(0))
∂xi1 ...∂xim

= f
(m)
∂xi1 ...∂xim

(
x(0)
)

(ñðåäè èíäåêñîâ xk
(
k = 1,m

)
äîëæíî áûòü íå áîëåå n ðàçëè÷íûõ).

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ôóíêöèÿ u = f (x) , x = (x1, . . . , xn) ∈ D (f) , íàçûâàåòñÿ m
ðàç (m ∈ N) äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x(0) ∈ IntD (f) , åñëè âñå å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå äî ïîðÿäêà m− 1 äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x(0) .

Òåîðåìà 4.1 (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê äèôôåðåíöèðóåìîñòè). Åñëè äëÿ ôóíê-

öèè u= f (x) , x= (x1, . . . , xn) ∈D (f) â òî÷êå x(0) =
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n

)
∈ IntD (f)

ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû âñå å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n (n ∈ N) , òî
ôóíêöèÿ f áóäåò n -ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x(0) .

◀Ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 4.4 è òåîðå-
ìû 3.2.▶

Òåîðåìà 4.2 (òåîðåìà Øâàðöà). Åñëè ôóíêöèÿ f (x, y) èìååò ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå f ′

x è f ′
y , à òàêæå ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′′

xy è f ′′
yx â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 (x, y) , â ñàìîé æå òî÷êå M0 (x, y) óêàçàííûå ñìåøàííûå ïðî-
èçâîäíûå íåïðåðûâíû, òî

f ′′
xy (M0) = f ′′

yx (M0) . (4.8)

◀Ðàñïèøåì ïîâòîðíîå äåéñòâèå îïåðàòîðîâ � ÷àñòíûõ ïðèðàùåíèé íà ôóíêöèþ f :

∆x (∆yf (x, y)) = ∆x (f (x, y +∆y)− f (x, y)) =

= f (x+∆x, y +∆y)− f (x, y +∆y) + f (x, y) =

= (f (x+∆x, y +∆y)− f (x, y +∆y)− f (x+∆x, y)− f (x, y)) . (4.9)

Ê óìåíüøàåìîìó è âû÷èòàåìîìó ïîñëåäíåé ðàçíîñòè ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà
(ïî x ):

∆x (∆yf (x, y)) = (f ′
x (x+ θ1∆x, y +∆y)− f ′

x (x+ θ1∆x, y))∆x. (4.10)

Äàëüøå ê ðàçíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.10) òàêæå ïðèìåíèì òåîðåìó
Ëàãðàíæà (ïî y ), ïîëó÷èì:

∆x (∆yf (x, y)) = f ′′
xy (x+ θ1∆x, y + θ2∆y)∆x∆y. (4.11)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∆x (∆yf (x, y)) =

= (f (x+∆x, y +∆y)− f (x+∆x, y))− (f (x, y +∆y)− f (x, y)) . (4.12)

Ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçíîñòÿì â ïðàâîé ÷àñòè (4.12) âíà÷àëå ïðèìåíèì òåîðåìó
Ëàãðàíæà ïî y , à ïîòîì � ïî x .

∆x (∆yf (x, y)) =
(
f ′
y (x+∆x, y + θ3∆y)− f ′

y (x, y + θ3∆y)
)
∆y =

= f ′′
yx (x+ θ4∆x, y + θ3∆y)∆y∆x. (4.13)
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Èç (4.11) è (4.12) ñëåäóåò, ÷òî

f ′′
xy (x+ θ1∆x, y + θ2∆y)∆y∆x = f ′′

yx (x+ θ4∆x, y + θ3∆y)∆y∆x. (4.14)

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè äåëèì íà ∆y∆x ̸= 0 è ïåðåõîäèì ê
ïðåäåëó ïðè ∆x , ∆y → 0 , òî åñòü (x+ θ1∆x, y + θ2∆y) è (x+ θ4∆x, y + θ3∆y) ñòðå-
ìèìñÿ ê òî÷êå M0 (x, y) . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñìåøàííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â
òî÷êå M0 ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà(4.8).▶

Çàìå÷àíèå 4.2. Òåîðåìà 4.2 áóäåò ñïðàâåäëèâîé è ïðè óñëîâèè, ÷òî ôóíêöèÿ
f (x, y) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0 (x, y) , òî åñòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f

′
x è

f ′
y äèôôåðåíöèðóåìû â óêàçàííîé òî÷êå. Íî ïðè ýòîì äîëæíû ñóùåñòâîâàòü âñå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Â òåîðåìå 4.2 äîëæíû ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, íî
äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè áûëè íåïðåðûâíû â òî÷êå M0 (x, y) .

Ïðèìåð 4.3. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f (x, y) =

{
xy(x2−y2)
x2+y2

, x2 + y2 ̸= 0,

0, x = y = 0,

èìååò â òî÷êå O (0, 0) ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, íî îíè íå
ðàâíû â ýòîé òî÷êå.

◀Âíà÷àëå íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f â òî÷êå
M (x, y) , åñëè x2 + y2 ̸= 0 :

f ′
x (M)

(3x2y − y3) (x2 + y2)− xy (x2 − y2) 2x

(x2 + y2)2
=
y (x4 + 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2
,

f ′
y (M)

(x3 − 3xy2) (x2 + y2)− 2y (x2 − y2)xy

(x2 + y2)2
=
x (x4 + 4x2y2 − y4)

(x2 + y2)2
.

Íàõîäèì (ïî îïðåäåëåíèþ) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f â
òî÷êå O (0, 0) :

f ′
x (O) = lim

∆x→0

∆x·o((∆x)2−02)
(∆x)2+02

− 0

∆x
= 0.

Àíàëîãè÷íî f ′
y (O) = 0 .

Äàëüøå íàõîäèì (ïî îïðåäåëåíèþ) ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ôóíêöèè f â òî÷êå O (0, 0)

f ′′
xy (O) = lim

∆y→0

−(∆y)5

(∆y)4

∆y
= −1; f ′′

yx (O) = lim
∆x→0

(∆x)5

(∆x)4

∆x
= 1.

−1 = f ′′
xy (O) ̸= f ′′

yx (O) = 1.

Ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî, êàêèå óñëîâèÿ òåîðåìû 4.2 î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðî-
èçâîäíûõ íàðóøåíû.▶
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4.3Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèè
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ U = f (x) , x = (x1, x1, . . . , xn) ∈ D (f) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x(0) =
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n

)
∈ IntD (f) âòîðûå íåïðåðûâ-

íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðîñòî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Òîãäà ôóíêöèÿ f áóäåò äâà ðàçà äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷-
êå x(0) . Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû ∆xi = dxi , i = 1, n , áûëè íåçàâèñèìûìè îò
àðãóìåíòîâ xi â ñîâîêóïíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x(0) íà-
çûâàåòñÿ âûðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì

d2f
(
x(0)
)
= d

(
df
(
x(0)
))
. (4.15)

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.15)

d
(
df
(
x(0)
))

= d

(
n∑
i=1

∂f (x)

∂xi
dxi

)∣∣∣∣∣
x=x(0)

=
n∑
i=1

d

(
∂f (x)

∂xi
dxi

)∣∣∣∣∣
x=x(0)

=

=
n∑
i=1

(
d
∂f (x)

∂xi

)
dxi

∣∣∣∣∣
x=x(0)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f
(
x(0)
)

∂xi∂xj
dxidxj. (4.16)

Ôóíêöèÿ âèäà (h1, . . . , hn) =
m∑
i=1

m∑
k=1

aikhihk , ãäå aik = const ∈ R , íàçûâàåòñÿ êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìîé. Åñëè aik = aki äëÿ ëþáûõ i, k = 1,m , òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.

Çàìå÷àíèå 4.3. Òàê êàê â íàøåì ñëó÷àå
∂2f(x(0))
∂xi∂xj

=
∂2f(x(0))
∂xj∂xi

, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4.16)

åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî íåçàâèñèìûõ äèôôåðåíöèàëîâ dx1, . . . , dxn ,
ïðè÷¼ì ýòà ôîðìà ñèììåòðè÷íàÿ ââèäó ðàâåíñòâà ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðè íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ çàïèñü (4.16) ìîæíî óïðîñòèòü. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ:

d2f (x0, y0) = f ′′
x2 (x0, y0) dx

2 + 2f ′′
xy (x0, y0) dxdy + f ′′

y2 (x0, y0) dy
2. (4.17)

Ñèìâîëè÷åñêè ôîðìóëó (4.17) çàïèñûâàþò â ñëåäóþùåì âèäå

d2f (x0, y0) =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

f (x0, y0) . (4.18)

Çàìå÷àíèå 4.4. Ïî èíäóêöèè ïðè óñëîâèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f (x) ,

x = (x1, x2, . . . , xn) , â òî÷êå x(0) =
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n

)
∈ ∈ IntD (f) m -ðàç (m ∈ N) è

íåçàâèñèìîñòè àðãóìåíòîâ xi , i = 1, n , îò dxi â ñîâîêóïíîñòè, ïî àíàëîãèè ñ n = 2 ,
ïîëó÷èì:

dmf
(
x(0)
)
=

n∑
i1=1

n∑
i2=1

. . .
n∑

im=1

∂mf
(
x(0)
)
dxi1dxi2 . . . dxim

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim
. (4.19)
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Â ñèìâîëè÷åñêîì (ôîðìàëüíîì) âèäå ôîðìóëà (4.19) ïðèìåò âèä

dmf
(
x(0)
)
=

(
∂

∂x1
dx1 +

∂

∂x2
dx2 + . . .+

∂

∂xn
dxn

)m
f
(
x(0)
)
. (4.20)

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f (x, y) ôîðìóëà (4.20) â òî÷êå
M0 (x0, y0) ∈ IntD (f) ïðèìåò âèä

dmf (x0, y0) =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)m
f (x0, y0) =

m∑
k=0

Ck
m

∂mf (x0, y0)

∂xk∂ym−k dxkdym−k.

Ïðèìåð 4.4. Íàéòè d3f , åñëè f = sin (x2 + y2) .

◀ d3f (x, y) =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)3

sin
(
x2 + y2

)
=

=
3∑

k=0

Ck
n

∂3 sin (x2 + y2)

∂xk∂y3−k
dxkdy3−k =

[
C0

3 = 3!
0!(3−0)!

= 1, C2
3 = 3,

C1
3 = 3, C3

3 = 1

]
=

=
[(
sin
(
x2 + y2

))(3)
y3

=
(
2y cos

(
x2 + y2

))(2)
y2

=
(
2 cos

(
x2 + y2

)
− 4y2 sin

(
x2 + y2

))′
y
=

= −4y sin
(
x2 + y2

)
− 8y sin

(
x2 + y2

)
− 8y3 cos

(
x2 + y2

)
=

= −12y sin
(
x2 + y2

)
− 8y3 cos

(
x2 + y2

)
=
∂3f

∂y3
;

(
sin
(
x2 + y2

))(3)
x3

= −12x sin
(
x2 + y2

)
− 8x3 cos

(
x2 + y2

)
=
∂3f

∂x3
;

∂3f

∂x∂y2
= −4x sin

(
x2 + y2

)
− 8y2x cos

(
x2 + y2

)
;

∂3f

∂x2∂y
= −4y sin

(
x2 + y2

)
− 8x2y cos

(
x2 + y2

)]
=

=
(
−12y sin

(
x2 + y2

)
− 8y3 cos

(
x2 + y2

))
dy3+

+3
(
−4x sin

(
x2 + y2

)
− 8y2x cos

(
x2 + y2

))
dxdy2+

+3
(
−4y sin

(
x2 + y2

)
− 8x2y cos

(
x2 + y2

))
dx2dy+

+
(
−12x sin

(
x2 + y2

)
− 8x3 cos

(
x2 + y2

))
dx3 =

= −8 cos
(
x2 + y2

) (
y3dy3 + 3y2xdy2dx+ 3yx2dydx2 + x3dx3

)
−

−12 sin
(
x2 + y2

) (
ydy3 + xdxdy2 + ydx2dy + xdx3

)
=

= −8 cos
(
x2 + y2

)
(ydy + xdx)3 − 12 sin

(
x2 + y2

)
(xdx+ ydy)

(
dx2 + dy2

)
. ▶
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4.4Ôîðìóëà Òåéëîðà

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé y = f (x) (n+ 1) ðàç, n ∈ N ,
äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (x0, δ) òî÷êè x0 ðàäèóñà δ > 0 , òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ U (x0, δ) áóäåò ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà

f (x) =
n∑
k=0

f (k) (x0)

k!
(x− x0)

k +Rn (x) , (4.21)

ãäå Rn (x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå Òåéëîðà, êîòîðûé, íàïðèìåð, â ôîðìå Ëàãðàí-
æà èìååò âèä

Rn (x) =
f (n+1) (ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 =
f (x0 + θ (x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 . (4.22)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî k -ûé, k ∈ N , äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f â òî÷êå x0 îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

dkf (x0) = f (k) (x0) dx
k, (4.23)

à òàêæå (x− x0 = ∆x = dx ), òî ôîðìóëà (4.21) ïðèìåò âèä

∆f (x0) =
n∑
k=1

1

k!
dkf (x0) +

1

(n+ 1)!
dn+1f (x0 + θ∆x) , (4.24)

ãäå 0 < θ < 1 .
Îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rn (x) â ôîðìóëå Òåéëîðà ìîæåò áûòü çàïèñàí â äðóãèõ ôîðìàõ,

íàïðèìåð, â èíòåãðàëüíîé ôîðìå (ïðè óñëîâèè ÷òî ôóíêöèÿ f (x) èìååò íåïðåðûâíûå
ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n+ 1 âêëþ÷èòåëüíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (x0, δ) ):

Rn (x) =
1

n!

xˆ

x0

(x− t)n f (n+1) (t) dt, (4.25)

ãäå x � òåêóùàÿ òî÷êà èç óêàçàííîé âûøå îêðåñòíîñòè.
Äàëüøå ðàññìîòðèì ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ñïðàâåä-

ëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3. Åñëè ôóíêöèÿ U = f (x) , x = (x1, x2, . . . , xn, ) ∈ D (f) , îïðåäåëå-
íà è (n + 1) ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé ñôåðè÷åñêîé îêðåñòíîñòè U

(
x(0), δ

)
,

x(0) =
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n

)
, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ U

(
x(0), δ

)
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Òåéëîðà

ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà:

∆f (x0) = df (x0) +
1

2!
d2f (x0) + . . .+

1

n!
dnf (x0) +Rn (x) , (4.26)

ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí Rn (x) â ôîðìå Ëàãðàíæà èìååò âèä

Rn (x) =
1

(n+ 1)!
dn+1f (x∗) , (4.27)

ãäå x∗ � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç îêðåñòíîñòè U
(
x(0), δ

)
.



53

◀Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ
z = f (x, y) , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì òåîðåìû.

Äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåíîé F (t) (F (t) óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìûì óñëîâèÿì â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (t0, δ) ) çàïèøåì ôîðìóëó Òåéëîðà

∆F (t0) =
n∑
k=1

1

k!
dkF (t0) +

1

(n+ 1)!
dn+1F (t0 + θ (t− t0)) , (4.28)

ãäå θ ∈ (0, 1) .
Äàëüøå âîçüì¼ì â îêðåñòíîñòè U (M0, δ) ëþáóþ òî÷êó M (x, y) , ãäå x = x0 +∆x ,

y = y0 +∆y .
Ñîåäèíèì òî÷êè M è M0 ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîð-

ìå ñèñòåìîé óðàâíåíèé {
x = x0 + t∆x,
y = y0 + t∆y,

(4.29)

ãäå t ∈ [0, 1] .
Ôóíêöèÿ f (x, y) íà îòðåçêå M0M ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé

f (x0 + t∆x, y0 + t∆y) = F (t) , t ∈ [0, 1] . Çàïèøåì äëÿ F (t) ôîðìóëó Òåéëîðà
ïðè t0 = 0 è ïðè F (1)− F (0) = f (M)− f (M0) .

Äèôôåðåíöèàëû â ôîðìóëå (4.28) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè ñëîæíîé ôóíêöèè
f (x, y) , ãäå x è y � ëèíåéíûå ôóíêöèè (â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííîé ôîðìà
âûñøèõ äèôôåðåíöèàëîâ (ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî)).

À òîãäà

dkF
∣∣∣
t0=0

=

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)k
f (M0) (4.30)

è

dn+1F
∣∣
t0+θ(t−t0)

=

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n+1

f (x0 + θ∆x, y0 + θ∆y) . (4.31)

Â ôîðìóëàõ (4.30) è (4.31) dx è dy íàõîäÿòñÿ èç ôîðìóë ñèñòåìû (4.29) ïðè
dt = ∆t = 1− 0 . Òîãäà â ôîðìóëàõ (4.30) è (4.31)

dx = dt∆x = ∆x, dy = dt∆y = ∆y. (4.32)

Ïîäñòàâëÿÿ dkF
∣∣∣
t0

è dn+1F
∣∣∣
t0+θ(t−t0)

èç ôîðìóë (4.30) è (4.31) â ôîðìóëó (4.27) è

ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (4.33), ïîëó÷èì ôîðìóëó Òåéëîðà (4.26), ãäå x(0) = (x0, y0) , x1 = x ,
x2 = y . Â ÷àñòíîì ñëó÷àå òåîðåìà äîêàçàíà.▶

Ïðèìåð 4.5. Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ôóíêöèþ

f (x, y) = x3 − 2y3 + 3xy

â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 (1, 2) .

◀Çàïèøåì ôîðìóëó (4.26) äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ:

f (x, y) = f (1, 2) + df (M0) +
1

2!
d2f (M0) +

1

3!
d3f (M0) , (4.33)

∆x = x− 1 = dx,∆y = y − 2 = dy.
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Òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ, òî ïðàâàÿ ÷àñòü
(4.33) áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî 4 ÷ëåíà.

Íàõîäèì: f (1; 2) = (x3 − 2y3 + 3xy)
∣∣∣
x=1
y=2

= −9;

df(1; 2) = f ′
x (1; 2) (x− 1) + f ′

y (1; 2) (y − 2) =

=
(
3x2 + 3y

) ∣∣∣
x=1
y=2

(x− 1) +
(
−6y2 + 3x

) ∣∣∣
x=1
y=2

(y − 2) = 9 (x− 1)− 21 (y − 2) ;

1

2!
d2f (1; 2) =

1

2

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

f (1; 2) =

=
1

2

(
∂2f (1, 2)

∂x2
(x− 1)2 + 2

∂2f (1; 2)

∂x∂y
(x− 1) (y − 2) +

∂2f (1; 2)

∂y2
(y − 2)2

)
=

=
1

2

(
6x
∣∣∣
x=1

(x− 1)2 + 2 · 3 (x− 1) (y − 2) + (−12y)
∣∣∣
y=2

(y − 2)2
)

=

= 3 (x− 1)2 + 3 (x− 1) (y − 2)− 12 (y − 2)2 ;

1

3!
d3f (1; 2) =

1

6

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)3

f (1; 2) =

=
1

6

(
∂3f (1; 2)

∂x3
(x− 1)3 + 3

∂3f (1; 2)

∂x2∂y
· (x− 1)2 (y − 2) + 3

∂3f (1; 2)

∂x∂y2
+
∂3f (1; 2)

∂y3

)
=

=
1

6

(
6 (x− 1)3 + 3 · 0 · (x− 1)2 (y − 2) + 3 · 0 · (x− 1) (y − 2)2 + (−12) (y − 2)3

)
=

= (x− 1)3 − 2 (y − 2)3 .

Ïîäñòàâëÿåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ñëàãàåìûõ â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.33) è ïî-
ëó÷àåì èñêîìûé îòâåò:

x3 − 2y3 + 3xy = −9 + 9 (x− 1)− 21 (y − 2) + 3 (x− 1)2 + 3 (x− 1) (y − 2)−

−12 (y − 2)2 + (x− 1)3 − 2 (y − 2)3 . ▶
Òåîðåìà 4.4 (ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî).

Åñëè ôóíêöèÿ U = f (x) , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈D (f) , m − 1 ðàç (m ∈ N) äèôôåðåí-

öèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U
(
x(0), δ

)
⊂ D (f) , x(0) =

(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n

)
, à â

ñàìîé òî÷êå x(0) ôóíêöèÿ f m ðàç äèôôåðåíöèðóåìà, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ U
(
x(0), δ

)
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f (x) = f
(
x(0)
)
+ df

(
x(0)
)
+

1

2!
d2f

(
x(0)
)
+ . . .+

1

m!
dmf

(
x(0)
)
+ o (ρm) , (4.34)

ãäå ρ = ρ
(
x(0), x

)
=

√
n∑
i=1

(
xi − x

(0)
i

)2
=

√
n∑
i=1

(∆xi)
2 , à ñèìâîë o (ρm) îçíà÷àåò áåñêî-

íå÷íî ìàëóþ ïðè ρ→ +0 ôóíêöèþ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì ρm .

Ïðèìåð 4.6. Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà-Ìàêëîðåíà äî o (ρm) , ρ =
√
x2 + y2 ,

ôóíêöèþ f (x, y) = 1
(1−x)(1−y) .
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◀Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ñóììû âñåõ ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè (|x| < 1 , |y| < 1) :

f (x, y) =
4∑
i=0

xi
4∑
i=0

yi + o
(
ρ4
)
=

=
(
1 + x+ x2 + x3 + x4

) (
1 + y + y2 + y3 + y4

)
+ o

(
ρ4
)
=

= 1 + x+ y + x2 + xy + y2 + x3 + x2y + xy2 + y3 + x4 + x3y + x2y2+

+xy3 + y4 + o
(
ρ4
)
, ρ4 =

(
x2 + y2

)2
. ▶

ËÅÊÖÈß 5
Ýêñòðåìóì ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

5.1Ïîíÿòèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ U = f (x) , ãäå x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D (f) , è òî÷êó x(0) =

=
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ,
)
∈ IntD (f) .

Îïðåäåëåíèå 5.1. Òî÷êà x(0) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
(ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà) ôóíêöèè f , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U

(
x(0), δ

)
⊂

D (f) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ U
(
x(0), δ

)
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

f (x) ⩽ f
(
x(0)
)

(⩾) . (5.1)

Çíà÷åíèå ôóíêöèè f â óêàçàííîé òî÷êå x(0) íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìó-
ìîì (ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì). Åñëè íåðàâåíñòâî (5.1) ñòðîãîå, òî òî÷êà x(0) íà-
çûâàåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëü-
íîãî ìèíèìóìà), à çíà÷åíèå ôóíêöèè f

(
x(0)
)
íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì ëîêàëüíûì

ìàêñèìóìîì (ñòðîãèì ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì). Òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà
íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà (òî÷êàìè ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî
ýêñòðåìóìà), à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â ýòèõ òî÷êàõ � ëîêàëüíûìè ýêñòðåìóìà-
ìè (ñòðîãèìè ëîêàëüíûìè ýêñòðåìóìàìè).

Ïðèìåð 5.1. Î÷åâèäíî (ñìîòðè ðèñóíîê 5.1), ÷òî ôóíêöèÿ

f (x, y) =

{
1− x2 − y2, åñëè x2 + y2 ⩽ 1,
x2 + y2 − 1, åñëè x2 + y2 > 1,

èìååò ëîêàëüíûé ñòðîãèé ìàêñèìóì â òî÷êå (0, 0) è f (0, 0) = 1 . Â òî÷êàõ îêðóæíîñòè
x2 + y2 = 1 ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå f (x, y) = 0 .

5.2Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà

Òåîðåìà 5.1. Åñëè ôóíêöèÿ U = f (x) , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D(f) , èìååò â

òî÷êå x(0) =
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ,
)

∈ IntD (f) ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì è â ýòîé òî÷êå

ñóùåñòâóþò ïî âñåì ïåðåìåííûì xi , i = 1, n , ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè f , òî âñå ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ â òî÷êå x(0) .
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Ðèñóíîê 5.1

◀Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåìåííóþ xi ôóíêöèè f , à âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå
çàôèêñèðóåì, ïîëîæèâ èõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè x

(0)
1 , . . . , x

(0)
i−1, x

(0)
i+1, . . . , x

(0)
n . Â ýòîì

ñëó÷àå áóäåì èìåòü ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé xi :

U = f
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
i−1, xi, x

(0)
i+1, . . . , x

(0)
n

)
= µ (xi) .

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè µ â òî÷êå xi = x
(0)
i ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

f ′
xi

(
x(0)
)
= 0 , ñ äðóãîé ñòîðîíû, µ′

(
x
(0)
i

)
= 0 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíê-

öèè îíîé ïåðåìåííîé), òî åñòü f ′
xi

(
x(0)
)
= 0 .▶

Çàìå÷àíèå 5.1. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè â òî÷êå â
îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Ýòî âèäíî íà ïðèìåðå ôóíêöèè U = xy2 . Â
òî÷êå (0, 0) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå U ′

x = y2 è U ′
y = 2xy ðàâíû íóëþ, íî â ëþáîé îêðåñò-

íîñòè ýòîé òî÷êè åñòü òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ
(òî÷êè ïåðâîé è ÷åòâ¼ðòîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè), à òàêæå òî÷êè, ãäå ôóíêöèÿ f
ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ (òî÷êè âòîðîé è òðåòüåé ÷åòâåðòåé êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè). Çíà÷åíèé â òî÷êå (0, 0) ôóíêöèÿ f ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà íå èìååò.

Åñëè æå õîòÿ áû îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà â äàííîé òî÷êå
íå ðàâíà íóëþ, òî â ýòîé òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèÿ íå èìååò (îáîñíóéòå
ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ïðèìåð 5.2. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ U = xey íå èìååò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ â
R2 (îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè).

◀Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè: z′x = ey , z′y = xey . Î÷åâèäíî, ÷òî

z′x = ey ̸= 0

äëÿ ëþáûõ òî÷åê M (x, y) ∈ R2 . Òî åñòü, íàøà ôóíêöèÿ â R2 ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà
íå èìååò.▶

Îïðåäåëåíèå 5.2. Òî÷êè, â êîòîðûõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f ðàâíû èëè
íóëþ, èëè áåñêîíå÷íîñòè, èëè íå ñóùåñòâóþò, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êà-
ìè (òî÷êàìè âîçìîæíîãî ýêñòðåìóìà èëè ¾ïîäîçðèòåëüíûìè¿ íà ýêñòðåìóì òî÷êà-
ìè). Ïðè÷¼ì, êðèòè÷åñêèå òî÷êè, â êîòîðûõ âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ðàâíû
íóëþ, íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè.
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5.3Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ôóíêöèÿ âèäà

Φ (h1, . . . , hm) =
m∑
i=1

m∑
k=1

aikhihk, (5.2)

ãäå aik = const ∈ R , íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.
Åñëè aik = aki äëÿ ëþáûõ i, k = 1,m , òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íîé.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (5.2) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííîé (îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé), åñëè äëÿ ëþáûõ h1, . . . , hm , îäíî-

âðåìåííî íå ðàâíûõ íóëþ

(
m∑
i=1

h2i ̸= 0

)
, ýòà ôîðìà ïðèíèìàåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå

(ñòðîãî îòðèöàòåëüíûå) çíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (5.2) íàçûâàåòñÿ çíàêîîïðåäåë¼ííîé,
åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, ëèáî îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼í-
íîé.

Îïðåäåëåíèå 5.6. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (5.2) íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé, åñ-
ëè îíà ïðèíèìàåò êàê ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå, òàê è ñòðîãî îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.7. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (5.2) íàçûâàåòñÿ êâàçèçíàêîîïðåäå-
ë¼ííîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò ëèáî òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå, ëèáî òîëüêî íåïîëîæè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ, íî îáðàùàåòñÿ â íóëü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé
(5.2) hi è hm , îäíîâðåìåííî íå ðàâíûõ íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 5.8. Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (5.2)

A =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amm

 . (5.3)

Ïðè óñëîâèè aik = aki äëÿ ëþáûõ i, k = 1m íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.

Ãëàâíûìè ìèíîðàìè ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäå-
ëèòåëè:

A1 = a11;A2 =

∣∣∣∣ a11 a12a21 a22

∣∣∣∣ ; A3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ ; . . .

Am =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amm

 . (5.4)

Òåîðåìà 5.2 (êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà). Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (5.2) ñ ñèììåòðè÷-
íîé ìàòðèöåé (5.3) áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé (îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ãëàâíûå ìèíîðû ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ (ìèíîðû Ai ñ íå÷¼òíûìè èíäåêñàìè i ïðèíèìàþò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ñ
÷¼òíûìè � ïîëîæèòåëüíûå).
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Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 5.3 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà). Åñëè ôóíêöèÿ
U = f (x) , x = (x1, x1, . . . , xn) ∈ D (f) , îäèí ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè U (x0, δ) ⊂ D (f) òî÷êè x(0) =
(
x
(0)
1 , x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
∈ IntD (f) ðàäèóñà δ > 0 , à â

ñàìîé òî÷êå x(0) äâà ðàçà äèôôåðåíöèðóåìàÿ, è òî÷êà x(0) ÿâëÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèè f
ñòàöèîíàðíîé êðèòè÷åñêîé, òî ôóíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x(0) ëîêàëüíûé ìèíèìóì
ïðè d2f

(
x(0)
)
> 0 è ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ïðè d2f

(
x(0)
)
< 0 .

◀Äëÿ ôóíêöèè f âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 4.4 ïðè m = 2 . Òîãäà ôîð-
ìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî ïðèìåò âèä

f (x)− f
(
x(0)
)
=

1

2!
d2f

(
x(0)
)
+ o

(
ρ2
)
. (5.5)

Ïî ôîðìóëå (4.16)

d2f
(
x(0)
)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

d2f
(
x(0)
)

∂xi∂xj
dxidxj, (5.6)

ïðè÷¼ì ó íàñ
∂2f(x(0))
∂xi∂xj

=
∂2f(x(0))
∂xj∂xi

, òî åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (5.6) îòíîñèòåëüíî íåçà-

âèñèìûõ äèôôåðåíöèàëîâ dx1, dx2, . . . , dxn áóäåò ñèììåòðè÷íîé.
Åñëè äîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

ρ =

√
(dx1)

2 + . . .+ (dxn)
2 =

√(
x1 − x

(0)
1

)2
+ . . .+

(
xn − x

(0)
n

)2
(5.7)

ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà), òî òîãäà è òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: hi =
xi−x

(0)
i

ρ
, i = 1, n ,

∂2f(x(0))
∂xi∂xj

= aij . Òîãäà èç (5.7) ñëåäóåò,
÷òî

(|hi| ⩽ 1) ,

(
n∑
i=1

h2i = 1

)
. (5.8)

Ôîðìóëà (5.5) ïðèìåò âèä

f (x)− f
(
x(0)
)
=
ρ2

2

n∑
i=1

n∑
j=1

aijhihj + o
(
ρ2
)
. (5.9)

Îòíîøåíèå
0(ρ2)
ρ2

åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ρ → +0 . Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç α (ρ)

(0 (ρ2) = ρ2α (ρ)) . Ïåðåïèøåì â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëó (5.9)

f (x)− f
(
x(0)
)
= ρ2

(
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

aijhihj + α (ρ)

)
. (5.10)

Ôóíêöèÿ Φ (h1, . . . , hn) =
n∑
i=1

n∑
j=1

aijhihj îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà åäèíè÷íîé ñôå-

ðå, òî åñòü íà êîìïàêòå (îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå). Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà
ôóíêöèÿ Φ äîñòèãàåò íà ýòîé ñôåðå ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ, êîòîðîå áóäåò ïîëî-
æèòåëüíûì (èç-çà ïîëîæèòåëüíîñòè d2f

(
x(0)
)
, à çíà÷èò, è ïîëîæèòåëüíîñòè óêàçàííîé
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êâàäðàòè÷íîé ôîðìû). Ïî ýòîé ïðè÷èíå âñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5.10) ïðè äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ ρ → +0 áóäåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x(0) � òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè d2f
(
x(0)
)
< 0 òî÷êà x(0) áóäåò òî÷êîé ëîêàëü-

íîãî ìàêñèìóìà.▶
Çàìå÷àíèå 5.2. Åñëè óêàçàííûé âûøå âòîðîé äèôôåðåíöèàë åñòü çíàêîïåðåìåí-

íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, òî ôóíêöèÿ f (ìîæíî äîêàçàòü) íå èìååò â òî÷êå x(0) ëî-
êàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Äàëåå îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ U = f (x, y) . Ââåä¼ì
îáîçíà÷åíèÿ:

a11 =
∂2f (M0)

∂x2
, a12 =

∂2f (M0)

∂x∂y
, a22 =

∂2f (M0)

∂y2
, M0 (x0, y0) .

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x, y) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (M0, δ) ⊂ D (f)
òî÷êè M0 (x0, y0) èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, à â
ñàìîé òî÷êå M0 ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû, à ïåðâîãî � ðàâíû
íóëþ. Òîãäà:

1) åñëè ∆ = a11a22 − a212 > 0 , òî ôóíêöèÿ f â òî÷êå M0 èìååò ëîêàëüíûé ýêñ-
òðåìóì, ïðè÷¼ì ïðè a11 > 0 � ìèíèìóì, à ïðè a11 < 0 � ìàêñèìóì;

2) åñëè ∆ < 0 � â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ f íå èìååò ýêñòðåìóìà ;
3) åñëè ∆ = 0 � ýêñòðåìóì äëÿ ôóíêöèè f â òî÷êå M0 ìîæåò áûòü, à ìîæåò

è íå áûòü, òî åñòü èìååì íåîïðåäåë¼ííîñòü.

◀Äëÿ ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû 5.3. Òîãäà áóäåò ñïðàâåäëèâî è
çàêëþ÷åíèå òåîðåìû. Ïîÿñíèì ýòî ïîäðîáíåå.

d2f (M0) =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

f (M0) =
∂2f (M0)

∂x2
(dx)2 + 2

∂2f (M0)

∂x∂y
dxdy+

+
∂2f (M0)

∂y2
= a11 (dx)

2 + 2a12dxdy + a22 (dy)
2 =

[{
a11 ̸= 0
a22 ̸= 0

]
= (5.11)

= a11

((
dx+

a12
a11

dy

)2

+
∆

a211
(dy)2

)
.

Åñëè ∆ > 0 , êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (äèôôåðåíöèàë d2f (M0) ) îïðåäåë¼ííàÿ (ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ îäíîãî ëèøü çíàêà, ïðè÷¼ì òàêèå, êàê è a11 ). Â ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåí-
öèàë d2f (M0) áóäåò ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè a11 > 0 è îòðèöàòåëüíûå
� ïðè a11 < 0 . Òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ∆ > 0 .

Ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû ïðè ∆ = 0 ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 5.2.
Íåîïðåäåë¼ííîñòü â ñëó÷àå ∆ = 0 ñëåäóåò èç ïðèâåä¼ííûõ íèæå ïðèìåðîâ.▶
Ïðèìåð 5.3. Ôóíêöèÿ U = x4 + y4 èìååò â òî÷êå M0 (0, 0) ìèíèìóì (ëîêàëüíûé,

ñîâïàäàþùèé ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè â R2 ). Íî ïðè ýòîì U ′
x = 4x3 , U ′′

x2 =

= 12x2
∣∣∣
x=0

= 0 = a11 , àíàëîãè÷íî a22 = a12 = 0 , òî åñòü ∆ = 0 .

Ïðèìåð 5.4. Ôóíêöèÿ U = x3+ y3 â òî÷êå M0 (0, 0) íå èìååò ýêñòðåìóìà, òàê êàê
â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òàê
è îòðèöàòåëüíûå. Â òî æå âðåìÿ ∆ = 0 (ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî).
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Ïðèìåð 5.5. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ

U = 2x3 + xy2 − 216x.

◀Âíà÷àëå íàéä¼ì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè.

U ′
x = 6x2 + y2 − 216; U ′

y = 2xy;

{
2xy = 0,
6x2 + y2 − 216 = 0;

[
x = 0,
y = 0,

6x2 + y2 − 216 = 0;

{
x = 0,
6x2 + y2 − 216 = 0;

èëè

{
y = 0,
6x2 + y2 − 216 = 0.

Ðåøàÿ ïîñëåäíèå äâå ñèñòåìû, íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

A1

(
0, 6

√
6
)
; A2

(
0,−6

√
6
)
; A3 (6, 0) ; A4 (−6, 0) .

Ïîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, âû÷èñëèâ a11 = U ′′
x2 , a12 = U ′′

xy , a22 = U ′′
y2 è ∆ =

= a11a22−a212 â óêàçàííûõ òî÷êàõ Ai , i = 1, 4 , è ó÷èòûâàÿ çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 5.4, ÷òî
â òî÷êàõ A1 è A2 ýêñòðåìóìà ôóíêöèÿ íå èìååò, â òî÷êå A3 � ìèíèìóì, f (A3) = −4·63 ,
à â òî÷êå A4 � ìàêñèìóì, f (A4) = 8 · 63 .▶

5.4Íàõîæäåíèå íàèáîëüøèõ è íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé
ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ U = f (x) , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D (f) = G , ãäå D (f) �
êîìïàêò (çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî). Åñëè ôóíêöèÿ f � íåïðåðûâíà íà G ,
òî, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, îíà äîñòèãàåò íà ýòîì êîìïàêòå ñâîåãî íàèáîëüøåãî è
íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé
ôóíêöèé â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1. Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ âíóòðåííèìè òî÷êàìè êîì-
ïàêòà G .

2. Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà íàèìåíüøåå (íàèáîëüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå
êîìïàêòà G .

3. Âûáèðàåì íàèìåíüøåå (íàèáîëüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè ñðåäè çíà÷åíèé å¼ â óêà-
çàííûõ âûøå êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ è íàèáîëüøèõ (íàèìåíüøèõ) çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè íà
ãðàíèöå. Ýòî è áóäåò íàèìåíüøèì (íàèáîëüøèì) çíà÷åíèåì ôóíêöèè íà êîìïàêòå.

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû.

Ïðèìåð 5.6. Íàéòè íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè

f (x, y) = xy (5− x+ y) ,

çàäàííîé íà êîìïàêòå, ãðàíèöà êîòîðîãî åñòü îòðåçêè ïðÿìîé x−y = 5 è îñåé êîîðäèíàò.

◀Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå çàäàííûé â óñëîâèè êîìïàêò (ðèñóíîê 5.2). Íàõîäèì êðè-
òè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f , ÿâëÿþùèåñÿ âíóòðåííèìè òî÷êàìè êîìïàêòà.

f ′
x (x, y) =

(
5xy − x2y + xy2

)′
x
= 5y − 2xy + y2;

f ′
y (x, y) = 5x− x2 + 2xy;



61

Ðèñóíîê 5.2

{
f ′
x (x, y) = 0,
f ′
x (x, y) = 0;

{
5y − 2xy + y2 = 0,
5x− x2 + 2xy = 0;


[
y = 0,
5− 2x+ y = 0,[
x = 0,
5− x+ 2y = 0.

(5.12)

Ñèñòåìà (5.12) èìååò 4 ðåøåíèÿ:

A1 (0; 0) , A2 (0;−5) , A3 (5; 0) , A4

(
5

3
,−5

3

)
.

Òî÷êè A1 �A3 íå ïðèíàäëåæàò âíóòðåííîñòè êîìïàêòà, à òî÷êà A4 � ïðèíàäëåæèò.
Íàõîäèì çíà÷åíèå ôóíêöèè f â òî÷êå A4 :

f

(
5

3
,−5

3

)
=

5

3
·
(
−5

3

)(
5− 5

3
− 5

3

)
=

5

3

(
−5

3

)
5

3
= −125

27
.

Äàëüøå èññëåäóåì ôóíêöèþ f íà íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå.
OA : x = 0 , f (0, y) = 0 ;
OB : y = 0 , f (x, 0) = 0 ;
AB : x = 5 + y , f (5 + y, y) = (5 + y) y (5− 5− y + y) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, â ëþáûõ òî÷êàõ ãðàíèöû çíà÷åíèå ôóíêöèè f ðàâíî íóëþ.
Îòâåò: ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå â òî÷êå A4

(
5
3
,−5

3

)
, ïðè÷¼ì

f (A4) = −125
27
; íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ, ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò â òî÷êàõ ãðàíè-

öû êîìïàêòà.▶

ËÅÊÖÈß 6
Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Äèôôåðåíöèðîâàíèå íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé

6.1Óñëîâíûé (îòíîñèòåëüíûé) ýêñòðåìóì. Ñâåäåíèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà
ê áåçóñëîâíîìó

Ðàíåå íàìè ðàññìîòðåíû ïðåäëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ áåçóñëîâíûì ýêñòðåìóìîì. Âìå-
ñòå ñ òåì, ÷àñòî â ìàòåìàòèêå è å¼ ïðèëîæåíèÿõ ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü ýêñòðåìóìû ôóíê-
öèé, àðãóìåíòû êîòîðîé ïîä÷èíåíû äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Òàêèå ýêñòðåìóìû íà-
çûâàþòñÿ óñëîâíûìè èëè îòíîñèòåëüíûìè. Íàïðèìåð, ïóñòü ôóíêöèè z = f (x, y) è
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z = F (x, y) îïðåäåëåíû â îáëàñòè G ∈ R2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî òî÷åê îá-
ëàñòè G , äëÿ êîòîðûõ F (x, y) = 0 . Óðàâíåíèå F (x, y) = 0 íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
ñâÿçè.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Òî÷êà M0 (x0, y0) ∈ E íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óñëîâíîãî ýêñ-
òðåìóìà (îòíîñèòåëüíîãî ýêñòðåìóìà) ôóíêöèè z = f (x, y) ïðè âûïîëíåíèè
óðàâíåíèÿ ñâÿçè F (x, y) = 0 (îòíîñèòåëüíî óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ ñâÿçè), åñëè òî÷êà
M0 åñòü òî÷êà áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f (x, y) , ðàññìàòðèâàåìîé òîëüêî
íà ìíîæåñòâå E .

Ïðèìåð 6.1. Íàéòè óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè z = x2+ y2 îòíîñèòåëüíî óðàâ-
íåíèÿ ñâÿçè x+ y − 1 = 0 .

◀ Èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè íàõîäèì y = 1− x è ïîäñòàâëÿåì â z = x2 + y2 . Ïîëó÷àåì
z = x2 + (1− x)2 èëè

z = 2x2 + 2x+ 1. (6.1)

x

y

О

R

Ðèñóíîê 6.1

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî âçÿòü D (z) = [0, 1] . Ôóíêöèþ (6.1) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
D (z) = [0, 1] èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì.

z′ = 4x− 2, z′ = 0, x =
1

2
∈ (0, 1)

x = 1
2
� òî÷êà ìèíèìóìà, zmin

(
1
2

)
= 1

2
, y = 1

2
(ðèñóíîê 9.4).▶

Äàëåå ðàññìîòðèì ñâåäåíèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ê áåçóñëîâíîìó â îáùåì ñëó÷àå.
Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè

u = f (x1, x2, . . . , xn, y1, . . . , ym) (6.2)

òðåáóåòñÿ íàéòè óñëîâíûé ýêñòðåìóì ïðè íàëè÷èè ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâÿçè

Fi (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0, (6.3)

ãäå i = 1,m .
Ïî îïðåäåëåíèþ èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ (6.2) èìååò óñëîâíûé ìàêñèìóì (ìèíèìóì)

â òî÷êå M0 (x0, y0) , x0 =
(
x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n

)
, y0 =

(
y
(0)
1 , y

(0)
2 , . . . , y

(0)
m

)
ïðè íàëè÷èè

ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâÿçè (6.3) (êîîðäèíàòû òî÷êè M0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñâÿçè
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x

y

О

1
G

2
G

3

3-

33-

Ðèñóíîê 6.2

(6.3)), åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U (M0, δ) òî÷êè M0 ðàäèóñà δ > 0 , äëÿ òî÷åê
êîòîðîé f (M0) áóäåò íàèáîëüøèì (íàèìåíüøèì).

Ïóñòü â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè U (M0, δ) ôóíêöèè Fi (i = 1,m) áóäóò äèôôå-
ðåíöèðóåìûìè, à â ñàìîé òî÷êå M0 (x0, y0) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ ôóíêöèé ïî yk
(k = 1,m) � íåïðåðûâíû, è ÿêîáèàí (îïðåäåëèòåëü ßêîáè1).

D (F1, . . . , Fm)

D (y1, . . . , ym)
=

∣∣∣∣∣∣∣
(F1)

′

y1
(F1)

′

y2
. . . (F1)

′

ym

. . . . . . . . . . . .

(Fm)
′

y1
(Fm)

′

y22
. . . (Fm)

′

ym

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0. (6.4)

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ εk (k = 1,m) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U (M0, δ
′) òî÷-

êè M ′
0 (x0) , x0 =

(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
, ðàäèóñà δ′ > 0 , ÷òî äëÿ òî÷åê ýòîé îêðåñòíîñòè

îïðåäåëåíû ôóíêöèè

yk = φk (x) , x = (x1, . . . , xn) (k = 1,m), (6.5)

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
∣∣∣yk − y

(0)
k

∣∣∣ < εk è ÿâëÿþùèåñÿ åäèíñòâåííûìè è äèôôåðåí-

öèðóåìûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.3). Ïîäñòàâëÿåì ôóíêöèè (6.5) â (6.2) è
ñâîäèì íàõîæäåíèå óêàçàííîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ê íàõîæäåíèþ áåçóñëîâíîãî ýêñ-
òðåìóìà â òî÷êå M ′

0 (x0) ó ñëîæíîé ôóíêöèè

u = f (x1, . . . , xn, φ1 (x1, . . . , xn) , . . . , φm (x1, . . . , xn)) = Φ (x1, . . . , xn) . (6.6)

6.2Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà â òî÷êå

Ïóñòü ôóíêöèÿ (6.2) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0 (x0, y0) , x0 =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
,

y0 =
(
y
(0)
1 , . . . , y

(0)
m

)
, è èìååò â òî÷êå M ′

0 (x0) áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì. Ôóíêöèÿ (6.6)

(ôóíêöèÿ (6.2) èìååò â òî÷êå M0 óñëîâíûé ýêñòðåìóì ïðè íàëè÷èè ñèñòåìû óðàâíåíèé
ñâÿçè (6.3)). Â ýòîì ñëó÷àå (íåîáõîäèìîå óñëîâèå áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
(6.6))

du =
∂Φ (M ′

0)

∂x1
dx1 + . . .+

∂Φ (M ′
0)

∂xn
dxn = 0 (6.7)

1ßêîáè Êàðë Ãóñòàâ ßêîá (1804�1851) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê.
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((6.7) � òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî dxi (i = 1, n) .
Òîæäåñòâî (6.7) ñ ó÷¼òîì (6.6) è èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà

èìååò òàêæå âèä

du =
∂f (M0)

∂x1
dx1 + . . .+

∂f (M0)

∂xn
dxn +

∂f (M0)

∂y1
dy1 + . . .+

∂f (M0)

∂ym
dym = 0 (6.8)

Çàìåòèì, ÷òî â ðàâåíñòâå (6.8) âñå dyk (k = 1,m) åñòü äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé
yk = φk (x) èç (6.5), ïîýòîìó (6.8) íå åñòü òîæäåñòâî îòíîñèòåëüíî dyk (k = 1,m) .

Ïóñòü â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6.3) áûëè ïîäñòàâëåíû ôóíêöèè (6.5) � ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû (6.3). Òîãäà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6.3) áóäóò òîæäåñòâàìè. Äèôôåðåíöèðóåì ýòè
òîæäåñòâà, ïîëó÷èì:

∂Fk
∂x1

dx1 + . . .+
∂Fk
∂xn

dxn +
∂Fk
∂y1

dy1 + . . .+
∂Fk
∂ym

dym = 0, (6.9)

ãäå k = 1,m .
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.4), òî åñòü ÿêîáèàí îòëè÷åí îò íóëÿ â òî÷êå M0 (x0, y0) . Òîãäà èç

ëèíåéíîé ñèñòåìû (6.9) íàõîäèì dyk (k = 1,m) êàê ëèíåéíûå ôóíêöèè dxi (i = 1, n) .
Ïîäñòàâëÿåì íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ dyk â (6.8). Ïîëó÷èì:

A1dx1 + . . .+ Andxn = 0, (6.10)

ãäå Ai � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (6.2) è (6.3) â òî÷êå M0 .
Òàê êàê â ðàâåíñòâå (6.10) åñòü ëèøü äèôôåðåíöèàëû íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, òî

èç óêàçàííîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì, ÷òî Ai = 0 , i = 1, n . Äàëåå ¾ïîäêëþ÷àåì¿ ê ýòèì
ðàâåíñòâàì óñëîâèÿ ñâÿçè (6.3) è ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ óñëîâíîãî
ýêñòðåìóìà ôóíêöèè (6.2): 

A1 = 0,
. . . ,
An = 0,
F1 = 0,
. . . ,
Fm = 0.

(6.11)

6.3Ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Ïðè ðàññìîòðåíèè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè â òî÷êå ïåðåìåííûå xi (i = 1, n) áûëè íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, à ïåðå-
ìåííûå dyk (k = 1,m) � çàâèñèìûå ïåðåìåííûå (ôóíêöèè ïåðåìåííûõ xi ). ×àñòî ýòî
ïðèâîäèò ê óñëîæí¼ííûì âûêëàäêàì. Æ.Ë. Ëàãðàíæ ïðåäëîæèë ìåòîä, ïðè êîòîðîì
íå íàðóøàåòñÿ ôîðìà âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè, åñëè å¼ àðãóìåíòàìè áóäóò êàê
íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå xi òàê è çàâèñèìûå yk . Äàäèì ôîðìàëüíî (áåç îáîñíîâàíèé)
ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà äëÿ ôóíêöèé òð¼õ ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u = f (x, y, z) ïðè íàëè÷èè
ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâÿçè {

F1 (x, y, z) = 0,
F2 (x, y, z) = 0.

(6.12)

Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f (x, y, z) äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè G ∈ R3 . Ôóíêöèè
F1 (x, y, z) è F2 (x, y, z) òàêæå îïðåäåëåíû â îáëàñòè G , à íà ìíîæåñòâå E ⊂ G âûïîë-
íÿåòñÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ (6.12). Êðîìå òîãî, ôóíêöèè F1 (x, y, z) è F2 (x, y, z) äîëæíû
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áûòü äèôôåðåíöèðóåìûìè â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ èñêîìûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê âèäà
M0 (x0, y0, z0) ∈ E , à â ñàìèõ òî÷êàõ M0 ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F1 (x, y, z) è

F2 (x, y, z) ïî y è z � íåïðåðûâíû. Òàêæå ÿêîáèàí D(F1,F2)
D(y,z)

̸= 0 â M0 .
Óêàçàííûé àëãîðèòì ìåòîäà íåîïðåäåë¼ííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ñîñòîèò â ñëå-

äóþùåì:
1) Ñîñòàâëÿåì òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ïåðåìåííûõ x , y è z è ï

îñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ λ1 è λ2 (îíè ïîêà åù¼ íå îïðåäåëåíû):

ψ (x, y, z) = f (x, y, z) + λ1F1 (x, y, z) + λ2F2 (x, y, z) . (6.13)

2) Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂ψ

∂x
= 0,

∂ψ

∂y
= 0,

∂ψ

∂z
= 0, F1 = 0, F2 = 0. (6.14)

3) Èç ñèñòåìû (6.14) èñêëþ÷àåì λ1 , λ2 è íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè.

Çàìå÷àíèå 6.1. Îáû÷íî èç ãåîìåòðè÷åñêèõ èëè ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé óñòàíàâ-
ëèâàþò (åñëè âîçìîæíî), áóäåò ëè íàéäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà òî÷êîé ýêñòðåìóìà è
êàêîãî.

Ïðèìåð 6.2. Íàéòè êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A (1, 0) äî ýëëèïñà

4x2 + 9y2 = 36.

◀ Íà ðèñóíêå 9.6 ïîêàæåì ýëëèïñ x2

9
+ y2

4
= 1.

x

yО

2a

z

a

2a

S

x

yО

2a

z

a

2a

S

x

y

О 2aa

2
G

1
G

Ðèñóíîê 6.3

Áåð¼ì ëþáóþ òî÷êó B (x, y) íà ýëëèïñå, èñêëþ÷àÿ òî÷êè D è K . Ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó òî÷êàìè A è B íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

d2 = (x− 1)2 + y2 = f (x, y) . (6.15)

Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà è íàõîäèì å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è ïî y :

ψ = (x− 1)2 + y2 + λ
(
4x2 + 9y2 − 36

)
, (6.16)

ψ′
x = 2 (x− 1) + 8xλ, ψ′

y = 2y + 18yλ.

Ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó âèäà (6.14):
x− 1 + 4xλ = 0,
y + 9yλ = 0,
4x2 + 9y2 = 36.

(6.17)
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Èç ñèñòåìû (6.17) èñêëþ÷àåì λ è íàõîäèì

x =
9

5
, y2 = 4 · 16

25
, y1,2 = ±8

5
.

Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè áóäóò B1

(
9
5
, 8
5

)
è B2

(
9
5
,−8

5

)
. Ýòè òî÷êè ñèììåòðè÷íû îò-

íîñèòåëüíî îñè Oy . Ýòè òî÷êè áóäóò òî÷êàìè ìèíèìóìà ôóíêöèè f (x, y) (âèäíî èç
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé). À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî AB1 è AB2 áóäóò èñêîìûìè êðàò-
÷àéøèìè ðàññòîÿíèÿìè, ïðè÷¼ì AB1 = AB2 . Íàéä¼ì ýòî ðàññòîÿíèå.

d2 =
16

25
+

64

25
=

80

25
; d =

4
√
5

5
. ▶

6.4Äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà

Âûøå íàìè ðàññìîòðåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Äîïîëíèòåëüíî ïîòðå-
áóåì äâóêðàòíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé (6.2) è (6.3) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

U (M0, δ) òî÷êè M0 (x0, y0) , x0 =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
, y0 =

(
y
(0)
1 , . . . , y

(0)
m

)
, à â ñàìîé òî÷êå

M0 íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà óêàçàííûõ ôóíêöèé. Â ýòîì
ñëó÷àå (ïðè íàëè÷èè (6.3)) ýêñòðåìóìû ôóíêöèé (6.2) è (6.13) (Ëàãðàíæà) ñîâïàäàþò,
òàê êàê f (M)− f (M0) = ψ (M)−ψ (M0) . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðå-
ìîé 10.3 (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà). À òîãäà ôóíêöèÿ (6.2) áóäåò â
òî÷êå M0 èìåòü óñëîâíûé ìèíèìóì, åñëè âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2ψ (M0) > 0 , à òàêæå
óñëîâíûé ìàêñèìóì, åñëè d2ψ (M0) < 0 .

Çàìå÷àíèå 6.2. Óêàçàííûé âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2ψ (M0) â òî÷êå M0 âû÷èñ-
ëÿåòñÿ òàêæå, åñëè áû âñå ïåðåìåííûå xi (i = 1, n) è yk (k = 1,m) áûëè áû íåçàâèñè-
ìûìè, õîòÿ â îáùåì ñëó÷àå òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.

d2ψ (M) =

(
∂

∂x1
dx1 + . . .+

∂

∂xn
dxn +

∂

∂y1
dy1 + . . .+

∂

∂ym
dym

)2

ψ (M)+

+
∂ψ (M)

∂y1
d2y1 + . . .+

∂ψ (M)

∂ym
d2ym. (6.18)

Íî äëÿ òî÷êè M0 áóäóò ∂ψ(M0)
∂yk

= 0 (k = 1,m) , òî åñòü

d2ψ (M0) =

(
∂

∂x1
dx1 + . . .+

∂

∂xn
dxn +

∂

∂y1
dy1 + . . .+

∂

∂ym
dym

)2

ψ (M0) . (6.19)

Ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü, ÷òî â ôîðìóëó (6.19) âìåñòî dyk (k = 1,m) ïîäñòàâëÿåì
èõ çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå èç ñèñòåìû (6.9). Ïîñëå ýòîãî è óñòàíàâëèâàåì çíàêîîïðå-
äåë¼ííîñòü d2ψ (M0) .

Ïðèìåð 6.3. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ

u = xyz (6.20)

íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ïðè íàëè÷èè
ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâÿçè{

x+ y − z = 3,
x− y − z = 8.

(6.21)
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◀ Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

ψ = xyz + λ1 (x+ y − z − 3) + λ2 (x− y − z − 8) (6.22)

(ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî âûïîëíåíèå äëÿ ôóíêöèé òèïà f , F1 , F2 óêàçàííûõ âûøå
óñëîâèé).

Çàïèñûâàåì â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåìó âèäà (6.15)
ψ′
x = 0,

ψ′
y = 0,

ψ′
z = 0,

F1 = 0,
F2 = 0,

èëè


yz + λ1 + λ2 = 0,
xz + λ1 − λ2 = 0,
xy − λ1 − λ2 = 0,
x+ y − z − 3 = 0,
x− y − z − 8 = 0.

(6.23)

Èç ñèñòåìû (6.23) èñêëþ÷àåì λ1 è λ2 , à òàêæå íàõîäèì x0 =
11
4
, y0 = −5

2
, z = −11

4
.

Ïîëó÷èì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó M0

(
11
4
,−5

2
,−11

4

)
. Òàêæå îïðåäåëÿåì, ÷òî â òî÷êå M0

ψ′′
x2 = ψ′′

y2 = ψ′′
z2 = 0; ψ′′

xy = −11

4
; ψ′′

xz = −5

2
; ψ′′

yz =
1

4
.

Òîãäà

d2ψ (M0) = −11

4
dxdy − 5dxdz +

11

2
dydz. (6.24)

Ñîñòàâèì ñèñòåìó âèäà (6.9). {
dx+ dy − dz = 0,
dx− dy − dz = 0.

(6.25)

Èç ñèñòåìû (6.25) íàõîäèì, ÷òî dy = 0 , dx = dz .
Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî d2ψ (M0) = −5 (dx)2 < 0 .
Îòâåò: òî÷êà M0

(
11
4
,−5

2
,−11

4

)
� òî÷êà óñëîâíîãî ìàêñèìóìà, à ñàì óñëîâíûé ìàê-

ñèìóì U (M0) =
11
4
·
(
−5

2

)
·
(
−11

4

)
= 605

32
. ▶

6.5Ïîíÿòèå íåÿâíîé ôóíêöèè

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ïåðåìåííàÿ U êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòîâ xi ∈ R , i =
= 1, n , çàäà¼òñÿ ïîñðåäñòâàì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

F (U, x1, x2, . . . , xn) = 0. (6.26)

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ U çàäàíà íåÿâíî.

Ïðèìåð 6.4. Ôóíêöèÿ U = −
√
1− x2 − y2 , ðàññìàòðèâàåìàÿ â êðóãå x2 + y2 ⩽ 1 ,

ìîæåò áûòü íåÿâíî çàäàíà ïîñðåäñòâàì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

U2 + x2 + y2 − 1 = 0. (6.27)

Ïðè ýòîì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû:
1. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (6.26) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé U , òî åñòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ

U = φ (x1, x2, . . . , xn)?
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2. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ φ íåïðåðûâíà, èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèô-
ôåðåíöèðóåìà. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå (6.27) îïðåäåëÿåò â åäèíè÷íîì êðóãå áåñêîíå÷íî
ìíîãî ÿâíûõ ôóíêöèé. Òàê, ôóíêöèè U = −

√
1− x2 − y2 , U =

√
1− x2 − y2 , à òàêæå

ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ U = −
√
1− x2 − y2 äëÿ îäíèõ òî÷åê óêàçàííîãî êðóãà è ðàâ-

íàÿ U =
√

1− x2 − y2 äëÿ äðóãèõ òî÷åê ýòîãî êðóãà áóäåò ôóíêöèåé, çàäàííîé íåÿâíî
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (6.27)?

0

0

1

Ðèñóíîê 6.4

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèå (6.27) îïðåäåëÿåò â R3 ñôåðó ðàäèóñà
R = 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Âîçüì¼ì íà ýòîé ñôåðå òî÷êó M0 (U0, x0, y0) ïðè
U0 > 0 (íå ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè U0 = 0 ). ×àñòü ïîâåðõíîñòè ñôåðû â îêðåñòíîñòè
U (M0, δ) äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà δ > 0 îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü
U = 0 (ðèñóíîê 6.4).

Àíàëèòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ F (U, x, y) = U2+x2+
+y2−1 òîëüêî â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè U (M0, δ) , òî óðàâíåíèå (6.27) îäíîçíà÷íî ðàçðå-
øèìî îòíîñèòåëüíî U . Òîãäà ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ ÿâíóþ ôóíêöèþ
U =

√
1− x2 − y2 (U > 0) .

Åñëè æå âçÿòü òî÷êó M1 (0, x, y) , ïðèíàäëåæàùóþ ñôåðå, òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè
U (M1, δ1) ÷àñòü óêàçàííîé ñôåðû íåîäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü U = 0 , òî
åñòü óðàâíåíèå (6.27) íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûì îòíîñèòåëüíî U .

Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ∂F
∂U

= 2U è ∂F (M0)
∂U

̸= 0 , íî ∂F (M1)
∂U

= 0 .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (î ñóùåñòâîâàíèè, íåïðåðûâíîñòè è ñóùåñòâîâà-
íèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íåÿâíî).

Òåîðåìà 6.1. Ôóíêöèÿ F (U, x, y) � äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U (M0, δ) òî÷êè M0 (U0, x0, y0) ðàäèóñà δ > 0 . Â ñàìîé òî÷êå M0 ôóíêöèÿ F ðàâíà
íóëþ (F (M0) = 0) , è å¼ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî U íå ðàâíà íóëþ
(F ′

U (M0) ̸= 0) . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 (ε < δ) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U (M ′
0, δ1)

òî÷êè M ′
0 (x0, y0) ðàäèóñà δ1 > 0 , ÷òî:

1) â îêðåñòíîñòè U (M ′
0, δ1) îïðåäåëåíà åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ U = φ (x, y) , ïðè-

÷¼ì:
à) |U − U0| < ε;
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á) ôóíêöèÿ φ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F (U, x, y) = 0;
2) ôóíêöèÿ φ íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè U (M ′

0, δ1) , à å¼ ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êàõ ýòîé îêðåñòíîñòè áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì

∂U

∂x
= −F ′

x

F ′
U

;
∂U

∂y
= −

F ′
y

F ′
U

. (6.28)

◀Êàê ñêàçàíî âûøå, ãåîìåòðè÷åñêè îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ

F (U, x, y) = 0 (6.29)

îòíîñèòåëüíî U îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü îäíîçíà÷íî ñïðîåêòèðîâàòü ÷àñòü ïîâåðõíîñòè
S , îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (6.29) è âõîäÿùåé â îêðåñòíîñòü U (M0, δ) íà ïëîñêîñòü
U = 0 . Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî F ′

U (M0) > 0 . Èç íåïðåðûâíîñòè F ′
U â òî÷-

êå M0 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U (M0, δ2) , ãäå F ′
U > 0 , ïðè÷¼ì òî÷êè

M1 (U0 − ε, x0, y0) è M2 (U0 + ε, x0, y0) òàêæå ïðèíàäëåæàò ýòîé îêðåñòíîñòè U (M0, δ2) .
Ôóíêöèÿ z = F (U, x0, y0) åñòü ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé U íà îòðåçêå [U0 − ε, U0 + ε]
èëè òð¼õ ïåðåìåííûõ F (U, x, y) íà îòðåçêå M1M2 . Òàê êàê F ′

U > 0 â îêðåñòíî-
ñòè U (M0, δ2) , òî ôóíêöèÿ z = F (U, x0, y0) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [U0 − ε, U0 + ε] è
F (U0, x0, y0) = 0 . Ïîýòîìó F (M1) < 0 è F (M2) > 0 . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (U, x, y)
íà ïëîñêîñòÿõ α è β , êàê ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ x è y (ñìîòðè ðèñóíîê 6.5). Òàê
êàê â îêðåñòíîñòè U (M0, δ2) ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà (δ2 < δ) , òî ñóùåñòâóþò êâàäðà-

òû âíóòðè øàðà U (M0, δ2) :

{
|x− x0| < δ1,
|y − y0| < δ1

, ãäå íà α áóäåò F (U, x, y) < 0 , à íà β �

F (U, x, y) > 0 .
Äàëüøå ñòðîèì ïàðàëëåëåïèïåä Π ⊂ U (M0, δ2) ñ óêàçàííûìè îñíîâàíèÿìè íà ïëîñ-

êîñòÿõ α è β (F < 0 íà îòêðûòîì íèæíåì îñíîâàíèè ïàðàëëåëåïèïåäà è F > 0 íà
îòêðûòîì âåðõíåì îñíîâàíèè ïàðàëëåëåïèïåäà).

Ðèñóíîê 6.5

Áåð¼ì ëþáóþ òî÷êó M ′ (x, y) íà îòêðûòîì íèæíåì îñíîâàíèè ïàðàëëåëåïèïåäà.
Íà âåðòèêàëüíîì îòðåçêå M ′

1M
′
2 (ïàðàëëåëåí îñè OU è M ′

2 ïðèíàäëåæèò âåðõíåìó
îòêðûòîìó îñíîâàíèþ ïàðàëëåëåïèïåäà) ôóíêöèÿ F (U, x, y) � âîçðàñòàåò (F ′

U > 0 ) è
F (M ′

1) < 0 , à F (M ′
2) > 0 . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà U ∈ (U0 − ε, U0 + ε) ,
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÷òî F (U, x, y) = 0 , òî åñòü F (U,M ′) = 0 , ãäå M ′ (x, y) . Ïîëó÷èì çàêîí, ïî êîòîðî-

ìó ëþáîé òî÷êå M ′ (x, y) îòêðûòîãî êâàäðàòà â

{
|x− x0| < δ1,
|y − y0| < δ1

èç ïëîñêîñòè U = 0

ñîîòâåòñòâóåò åäèíàÿ òî÷êà U ∈ (U0 − ε, U0 + ε) è òàêàÿ, ÷òî F (U, x, y) = 0 , òî åñòü ñó-
ùåñòâóåò èñêîìàÿ ôóíêöèÿ U = φ (x, y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F (U, x, y) = 0 ñ óñëîâèåì
|U − U0| < ε .

Äàëüøå äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè U = φ (x, y) â ëþáîé òî÷êå òè-
ïà M ′ (x, y) . Óñëîâèÿ äëÿ âñåõ òî÷åê òèïà M ′ (x, y) îäèíàêîâû. Òîãäà áåð¼ì òî÷-

êó M ′ (x0, y0) , äëÿ êîòîðîé ∀ε > 0 ∃δ1 > 0 ∀ (x, y) , ÷òî
{
|x− x0| < δ1,
|y − y0| < δ1

áóäåò

|U − U0| < ε . Íåïðåðûâíîñòü äîêàçàíà.
Ïîêàæåì äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè U = φ (x, y) â ëþáîé òî÷êå òèïà M ′ (x, y) .

Òàê æå êàê è íåïðåðûâíîñòü, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå
M ′ (x0, y0) ôóíêöèè U = φ (x, y) .

Èìååì: F (U0, x0, y0) = 0 è F (U0 +∆U, x0 +∆x, y0 +∆y) = 0 . Òîãäà ∆F (M0) = 0
(M0 (U0, x0, y0)) . Íî ôóíêöèÿ F â òî÷êå M0 äèôôåðåíöèðóåìà. Ïîëíîå ïðèðàùåíèå
∆F (M0) ïðèìåò âèä

0 = ∆F (M0) =

(
∂F (M0)

∂U
+ γ1 (∆U,∆x,∆y)

)
∆U +

(
∂F (M0)

∂x
+

+α1 (∆U,∆x,∆y))∆x+

(
∂F (M0)

∂y
+ β1 (∆U,∆x,∆y)

)
∆y, (6.30)

ãäå γ1, α1, β1 → 0 ïðè


∆x→ 0,
∆U → 0,
∆y → 0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ U = φ (x, y) íåïðåðûâíà â òî÷êå M ′
0 (x0, y0) , òî ∆U → 0

ïðè

{
∆x→ 0
∆y → 0

. Òîãäà (ïðè ∂F (M0)
∂U

̸= 0 ) áóäåò ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆x è ∆y è(
∂F (M0)
∂U

+ γ1

)
̸= 0 (∆x→ 0 , ∆y → 0 ⇒ ∆U → 0 ⇒ γ1 → 0) .

Ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.29) ðàçäåëèì íà ∂F (M0)
∂U

+ γ1 ̸= 0 , ïîëó÷èì:

∆U =

(
−

∂F (M0)
∂x

+ α1

∂F (M0)
∂U

+ γ1

)
∆x+

(
−

∂F (M0)
∂y

+ β1
∂F (M0)
∂U

+ γ1

)
∆y. (6.31)

Òàê êàê ïðè ∆x,∆y → 0 ⇒ ∆U → 0 , òî

lim
∆x→0
∆y→0
∆U→0

(
−

∂F (M0)
∂x

+ α1

∂F (M0)
∂U

+ γ1

)
= −

∂F (M0)
∂x

∂F (M0)
∂U

;

lim
∆x→0
∆y→0
∆U→0

(
−

∂F (M0)
∂y

+ β1
∂F (M0)
∂U

+ γ1

)
= −

∂F (M0)
∂y

∂F (M0)
∂U

.

Òîãäà ðàâåíñòâî (6.31) ïðèìåò âèä:

∆U =

(
−

∂F (M0)
∂x

∂F (M0)
∂U

+ µ

)
∆x+

(
−

∂F (M0)
∂y

∂F (M0)
∂U

+ θ

)
∆y, (6.32)
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ãäå µ è θ → 0 ïðè ∆x,∆y → 0 .
Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè U = φ (x, y) â óêàçàííûõ âûøå òî÷êàõ äîêàçàíà.
Èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè U = φ (x, y) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå å¼ ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ, ôîðìóëû êîòîðûõ ïîëó÷àåì èç ðàâåíñòâà (6.32):

∂φ (x, y)

∂x
= −

∂F (x,y,U)
∂x

∂F (x,y,U)
∂U

, (6.33)

∂φ (x, y)

∂y
= −

∂F (x,y,U)
∂y

∂F (x,y,U)
∂U

. (6.34)

Çàìå÷àíèå 6.3. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.1 ïðîâîäèòñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû íà ñëó÷àé íåÿâíîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà àðãó-
ìåíòîâ.

6.6×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ íåÿâíûõ ôóíêöèé

6.6.1Ïîëíàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Ïóñòü U = F (z, x, y) = F (φ (x, y) , x, y) � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè F (z, x, y) è z = φ (x, y) � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.
×àñòíûå ïðîèçâîäíûå óêàçàííîé ñëîæíîé ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ïîëíûìè ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè F (z, x, y) ïî ïåðåìåííûì x è y . Îáîçíà÷åíèå ïîëíûõ ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ: dF

dx
è dF

dy
� ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ñëîæíîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì

dF

dx
=
∂F

∂z

∂z

∂x
+
∂F

∂x

dx

dx
+
∂F

∂y

dy

dx
=
∂F

∂z

∂z

dx
+
∂F

∂x
, (6.35)

dF

dy
=
∂F

∂z

∂z

dy
+
∂F

∂y
. (6.36)

Íàéä¼ì ôîðìóëû äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà íåÿâíûõ ôóíêöèé.
Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, ∂2z

∂y∂x
. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ z = φ (x, y) çàäà¼òñÿ

óðàâíåíèåì F (z, x, y) = 0 è âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 6.1 (U = z ), òî ∂z
∂x

= −F ′
x

F ′
z

è ∂z
∂y

= −F ′
y

F ′
z
.

Òîãäà

∂2z

∂y∂x
=
D
(
−F ′

x

F ′
z

)
Dy

=
−F ′

z
F ′
x

Dy
+ F ′

x
F ′
z

Dy

(F ′
z)

2 =

=
−F ′

z

(
∂F ′

x

∂z
∂z
∂y

+ ∂F ′
x

∂y

)
+ F ′

x

(
∂F ′

z

∂z
∂z
∂y

+ ∂F ′
z

∂y

)
(F ′

z)
2 = (6.37)

=
−F ′

z

(
∂2F
∂z∂x

∂z
∂y

+ ∂2F
∂y∂x

+ F ′
x

(
∂2F
∂z2

∂z
∂y

+ ∂2F
∂y∂z

))
(F ′

z)
2 .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ∂2z
∂x2

è ∂2z
∂y2

.
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ËÅÊÖÈß 7
Äâîéíîé èíòåãðàë. Ñóììû Äàðáó

7.1Äâîéíîé èíòåãðàë

7.1.1Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà

Çàäà÷à î ìàññå ìàòåðèàëüíîé ïëîñêîé íåîäíîðîäíîé ôèãóðû.
Ïóñòü çàäàíà ìàòåðèàëüíàÿ ïëîñêàÿ íåîäíîðîäíàÿ ôèãóðà (ïëàñòèíêà), ò.å. îãðàíè-

÷åííîå êâàäðèðóåìîå ìíîæåñòâî G ⊂ R2 ñ ïëîòíîñòüþ ρ(x, y) (ρ : G→ R+) . Òðåáóåòñÿ
íàéòè ìàññó óêàçàííîé ïëàñòèíêè.

◀Áåð¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τG ïëàñòèíêè G íà n (n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ ïëàñòèíîê Gk

(k = 1, n) áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m (m ∈ N) ñïðÿìëÿåìûõ
êðèâûõ Li (i = 1,m) . Áåð¼ì ëþáóþ òî÷êó Mk (xk, yk) ∈ Gk . Ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé
òî÷êè M (x, y) ∈ Gk ρ(M) = ρ (Mk) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç dk = sup

M ′
i ,M

′′
i ∈Gk

{d (M ′
k,M

′′
k )} , ãäå

d (M ′
k,M

′′
k ) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M ′

k è M ′′
k , ïðèíàäëåæàùèìè Gk . dk áóäåì

íàçûâàòü äèàìåòðîì ÷àñòè÷íîé ïëàñòèíêè Gk (k = 1, n) . Ïóñòü λτ = max
k=1,n

{dk} . Ìàññà

ïëàñòèíêè

m ≈ στG (ρ,Mk) =
n∑
k=1

ρ (xk, yk)∆Gk,

ãäå ∆Gk = SGk
� ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé ïëàñòèíêè Gk , mGk

= ρ (xk, yk)∆Gk � ìàññà
÷àñòè÷íîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíêè ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ρ (xk, yk) .

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë m = lim
λτ→0

στG (ρ,Mk) è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò

îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ τG è âûáîðà òî÷åê Mk (xk, yk) ∈ Gk , òî îí íàçûâàåòñÿ ìàññîé
ïëàñòèíêè G .▶

Çàäà÷à îá îáú¼ìå êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà.
Êðèâîëèíåéíûì öèëèíäðîì íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî Φ ⊂ R3 , êîòîðîå îãðàíè÷åíî îñíî-

âàíèåì G ⊂ R2 (îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂G ), öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ íàïðàâëÿ-
þùåé ∂G (çàìêíóòàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ), îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz , à
òàêæå ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f (x, y) ⩾ 0 , (x, y) ∈ G , íåïðåðûâíîé íà G = G

∪
∂G .

Äàäèì ïîíÿòèå îáú¼ìà êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà Φ è óêàæåì ìåòîä íàõîæäåíèÿ
îáú¼ìà Φ .

◀Áåð¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τG îáëàñòè G íà n (n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk

(k = 1, n) áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m (m ∈ N) ñïðÿìëÿå-
ìûõ êðèâûõ Li (i = 1,m) . Àíàëîãè÷íî, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ââîäèì ïîíÿòèå
λτ , à òàêæå ïðîâîäèì âûáîð òî÷åê Mk (xk, yk) ∈ Gk . Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ïðÿìûå
öèëèíäðû ñ âûñîòîé Hk (xk, yk) = f (xk, yk) = zk è îñíîâàíèÿìè Gk (íèæíèå îñíîâà-
íèÿ), à òàêæå ïàðàëëåëüíûì èì íèæíèì îñíîâàíèåì G′

k (÷àñòü ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó M ′

k (xk, yk, zk) , ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè z = zk è âûðåçàííîé ÷àñòè÷íîé
öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ íàïðàâëÿþùåé ∂Gk , è îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè
îñè Oz ). Îáú¼ì óêàçàííîãî ÷àñòè÷íîãî ïðÿìîãî öèëèíäðà Vk = Hk (xk, yk)∆Gk, ãäå
∆Gk � ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk .

Îáúåì êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà

V ≈ στG (H,Mk) =
n∑
k=1

Hk (xk, yk)∆Gk.
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Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë V = lim
λτ→0

στG (H,Mk) è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò

îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ τG è âûáîðà òî÷åê Mk (xk, yk) ∈ Gk , òî îí íàçûâàåòñÿ îáú¼ìîì
êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà Φ .▶

7.1.2Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ðàññìîòðåííûå âûøå çàäà÷è èç ðàçíûõ îáëàñòåé ÷åëîâå÷åñêèõ çíàíèé, íî ìåòîäû
èõ ðåøåíèÿ îäèíàêîâû. Îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ çàäà÷, íî ïîâòîðÿÿ âñå
ðàññóæäåíèÿ è âûâîäû, ïðèâåä¼ííûå â óêàçàííûõ çàäà÷àõ, ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ
äâîéíîãî èíòåãðàëà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (x, y) îïðåäåëåíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿå-
ìîé ãðàíèöåé. Áåð¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τG îáëàñòè G íà n (n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ îáëà-
ñòåé Gk (k = 1, n) áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m (m ∈ N)
ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ Li (i = 1,m) . Íà çàìûêàíèè êàæäîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk

âûáèðàåì ëþáóþ òî÷êó Mk (xk, yk) ∈ Gk . Îáîçíà÷èì ÷åðåç λτ ìàêñèìàëüíûé èç äèà-
ìåòðîâ dk = sup

M ′
k,M

′′
k ∈Gk

{d (M ′
k,M

′′)} , M ′ = M ′ (x′k, y
′
k) , M

′′ = M ′′ (x′′k, y
′′
k) . Îáîçíà÷èì

στ = στ (f,Mk) =
n∑
k=1

f (Mk)∆Gk , ãäå ∆Gk � ïëîùàäü Gk . Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

ïðåäåë lim
λτ→0

στ = I ∈ R è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ τG è âûáîðà

òî÷åê Mk (xk, yk) ∈ Gk , òî îí íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x, y) ïî
îáëàñòè G è îáîçíà÷àåòñÿ I =

˜
G

f (x, y) dxdy . Ñóììà στ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé

ñóììîé ôóíêöèè z = f (x, y) ïî îáëàñòè G . Ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ ïîäûíòå-
ãðàëüíîé ôóíêöèåé, âûðàæåíèå f (x, y) dxdy � ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì.

Ïî Êîøè óêàçàííûé ïðåäåë îçíà÷àåò:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τG λτ < δ ∀Mk ∈ Gk |στ − I| < ε.

Çàìå÷àíèå 7.1. Àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåíîé, íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè áóäåò îãðàíè÷åííîñòü ýòîé ôóíêöèè íà çàìûêàíèè îáëàñòè
G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé. Äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ âî ìíîãîì àíà-
ëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.

7.2Ñóììû Äàðáó. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà, êàê ñêàçàíî âûøå, ÿâ-
ëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Â äàëü-
íåéøåì ýòî âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü. Íî ëåãêî ïîêàçàòü íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå, ÷òî
îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè íà çàìûêàíèè îáëàñòè G â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì å¼ èíòåãðèðóåìîñòè ïî ýòîé îáëàñòè.

Ïðèìåð 7.1. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

D(x, y) =

{
1, åñëè x è y ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà
0, åñëè x è y èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà

íå èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòè

G =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ 0 < x < 1,
0 < y < 1

}
.
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◀Äëÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû

στ =
n∑
k=1

D(xk, yk)∆Gk

ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ âûáîðà òî÷åê Mk(xk, yk) .
à) Ïóñòü Mk ∈ G òàêèå, ÷òî xk ∈ Q è yk ∈ Q . Òîãäà

στ =
n∑
k=1

1 ·∆Gk = SG è lim
λτ→0

στ = SG,

ãäå SG � ïëîùàäü îáëàñòè G .
á) Ïóñòü õîòÿ áû îäíà èç êîîðäèíàò xk èëè yk åñòü ÷èñëî èððàöèîíàëüíîå. Òîãäà

στ =
n∑
k=1

0 ·∆Gk = 0.

Èìååì lim
λτ→0

στ = SG .

Âûâîä: íå ñóùåñòâóåò
˜
G

D (x, y) dxdy .▶

7.2.1Ñóììû Äàðáó, èõ ñâîéñòâà

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî
ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé. Âîçüì¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå ãðàíèöû G íà n (n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ
îáëàñòåé Gk (k = 1, n) ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m (m ∈ N) ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ Li
(i = 1,m) áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x, y) îãðàíè÷åíà íà G , òî
îíà îãðàíè÷åíà è íà çàìûêàíèè ëþáîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk . Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

Mk = sup
(x,y)∈Gk

f(x, y), mk = inf
(x,y)∈Gk

f(x, y).

Ñîñòàâèì ñóììû

SτG =
n∑
k=1

Mk∆Gk, (7.1)

sτG =
n∑
k=1

mk∆Gk. (7.2)

Ñóììà SτG íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ñóììîé Äàðáó, sτG � íèæíåé ñóììîé Äàðáó.
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðõíåé è íèæíåé ñóìì Äàðáó.

Òåîðåìà 7.1. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ τG îáëàñòè G íà n (n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ
îáëàñòåé Gk (k = 1, n) âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà
èíòåãðàëüíûõ ñóìì äëÿ ðàçáèåíèÿ τG .

◀ Äëÿ ðàçáèåíèÿ τG è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê Mk (xk, yk) ∈ Gk ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

mk ⩽ f (xk, yk) ⩽Mk. (7.3)
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Íåðàâåíñòâî (7.3) óìíîæàåì íà ∆Gk > 0 è ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì
íåðàâåíñòâà ïî âñåì k (k = 1, n) . Ïîëó÷èì:

sτG ⩽ στG ⩽ SτG . (7.4)

Äîêàçàíî, ÷òî sτG � íèæíÿÿ ãðàíèöà, à SτG � âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ èíòåãðàëü-
íûõ ñóìì Ðèìàíà (ïåðâîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷íûõ ãðàíåé). Äîêàæåì, íà-
ïðèìåð, ñïðàâåäëèâîñòü è âòîðîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà (äëÿ òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíè). Òàê êàê

Mk = sup
(x,y)∈Gk

f (xk, yk) ,

òî (âòîðîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò (x′k, y

′
k) ∈ Gk , ÷òî áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 ⩽Mk − f (x′k, y
′
k) <

ε

SG
, (7.5)

ãäå SG � ïëîùàäü îáëàñòè G .
Óìíîæàåì âñå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (7.5) íà ∆Gk > 0 (∆Gk � ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé

îáëàñòè Gk ) è ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì íåðàâåíñòâà ïî âñåì k (k = 1, n) .
Ïîëó÷èì äâîéíîå íåðàâåíñòâî

0 ⩽ SτG − στG < ε. (7.6)

Óòâåðæäåíèå äëÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè äîêàçàíî. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óòâåð-
æäåíèå è äëÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè.▶

Ââåä¼ì ïîíÿòèå èçìåëü÷åíèÿ ðàçáèåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ðàçáèåíèå τ ′G íàçûâàåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ τG , åñ-
ëè ëþáàÿ ÷àñòè÷íàÿ îáëàñòü G′

k′ ðàçáèåíèÿ τ ′G åñòü ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîé ÷à-
ñòè÷íîé îáëàñòè Gk ðàçáèåíèÿ τG (îáîçíà÷àþò τG ≺ τ ′G ).

Òåîðåìà 7.2. Åñëè τG ≺ τ ′G , òî

sτG ⩽ sτ ′G ⩽ Sτ ′G ⩽ SτG . (7.7)

◀ Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçáèåíèå τ ′G ïîëó÷åíî èç ðàçáèåíèÿ τG ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ
îäíîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè, òî åñòü íåêîòîðàÿ îáëàñòü Gk = G′

k

∪
G′′
k , ãäå îáëàñòè G′

k è
G′′
k íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé G′ ,

G′′
k è Gk áóäóò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà m′

k ⩾ mk , M
′
k ⩽Mk , m

′′
k ⩾ mk , M

′′
k ⩽Mk , ãäå

m′
k = inf

(x,y)∈G′
k

f (x, y) . M ′
k = sup

(x,y)∈G′
k

f (x, y) , m′′
k = inf

(x,y)∈G′′
k

f (x, y) , M ′′
k = sup

(x,y)∈G′′
k

f (x, y) ,

mk = inf
(x,y)∈Gk

f (x, y) . Mk = sup
(x,y)∈Gk

f (x, y) .

Îáîçíà÷èì ∆G′
k = SG′

k
� ïëîùàäü îáëàñòè G′

k , ∆G
′′
k = SG′′

k
� ïëîùàäü îáëàñòè G′′

k ,
∆Gk = SGk

� ïëîùàäü îáëàñòè Gk . Òîãäà

Mk∆Gk ⩾M ′
k∆G

′
k +M ′′

k∆G
′′
k. (7.8)

Ñóììèðóåì íåðàâåíñòâà (7.8) ïî âñåì k (k = 1, n) , ïîëó÷èì: Sτ ′G ⩽ SτG . Àíàëîãè÷-
íî äîêàçûâàåòñÿ è íåðàâåíñòâî sτG ⩽ sτ ′G .▶

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 7.2 â îá-
ùåì ñëó÷àå (ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà íîâûõ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé çà ñ÷¼ò
ðàçáèåíèÿ ñòàðûõ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê).
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Òåîðåìà 7.3. Äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé τ ′G è τ ′′G ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà sτ ′G ⩽ Sτ ′′G
è sτ ′′G ⩽ Sτ ′G .

◀ Äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé τ ′G è τ ′′G íàéä¼òñÿ òàêîå ðàçáèåíèå τG , êîòîðîå áóäåò
èçìåëü÷åíèåì è τ ′G è τ ′′G . Òîãäà sτ ′G ⩽ sτG ⩽ SτG ⩽ Sτ ′′G , sτ ′′G ⩽ sτG ⩽ SτG ⩽ Sτ ′G .▶

Ñëåäñòâèå 7.1. Ìíîæåñòâî âåðõíèõ ñóìì Äàðáó ïî âñåì ðàçáèåíèÿì τG îãðàíè-
÷åíî ñíèçó, à íèæíèõ � ñâåðõó.

◀ Ïóñòü A = {SτG} ìíîæåñòâî âåðõíèõ ñóìì ïî âñåì ðàçáèåíèÿì τG . Â êà÷åñòâå
íèæíåé ãðàíèöû ìíîæåñòâà A ìîæíî âçÿòü ëþáóþ íèæíþþ ñóììó sτG (òåîðåìà 7.3).
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó ìíîæåñòâà B = {sτG} íèæíèõ ñóìì
Äàðáó (â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû ìîæíî âçÿòü ëþáóþ èç âåðõíèõ ñóìì Äàðáó). Ïî
ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìååì: sup

τG

B = I∗ � íèæíèé

èíòåãðàë Äàðáó ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè G ; inf
τG
A = I∗ � âåðõíèé èíòåãðàë

Äàðáó ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè G . Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

sτG ⩽ I∗ ⩽ I∗ ⩽ SτG . (7.9)

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî I∗ ⩽ στG . Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: I∗ < I∗ , íî òîãäà (ó÷åñòü

*
I *

I

G

S
t ¢¢

G

s
t ¢

Ðèñóíîê 7.1

âòîðîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷íûõ ãðàíåé) ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçáèåíèÿ τ ′G è
τ ′′G , ÷òî Sτ ′G < sτ ′G (ðèñóíîê 7.1) ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå (òåîðåìà 7.3). Äðóãèå ñâÿçè ñ
ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ ìåæäó çíà÷åíèÿìè âåëè÷èí î÷åâèäíû.▶

7.2.2Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 7.4 (êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íà çàìûêàíèè
îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f(x, y) áûëà èíòå-
ãðèðóåìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

lim
λτ→0

(SτG − sτG) = 0. (7.10)

Çàìå÷àíèå 7.2. Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó-
÷àþ (äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ëåììà 7.1 (ëåììà Äàðáó). Îãðàíè÷åííàÿ íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿì-
ëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò âåðõíèé è íèæíèé èíòåãðàëû I∗ è I∗ ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëàìè âåðõíèõ è íèæíèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì
Äàðáó ïðè λτ → 0 (λτ îïðåäåë¼í âûøå).

Òåîðåìà 7.5 (êðèòåðèé Äàðáó èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé). Îãðàíè÷åííàÿ
íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G ôóíêöèÿ f(x, y) áóäåò èíòå-
ãðèðóåìîé ïî îáëàñòè G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðõíèé è íèæíèé èíòåãðàëû
Äàðáó ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî åñòü I∗ = I∗ = I .
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Çàìå÷àíèå 7.3. Èç êðèòåðèÿ Äàðáó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííîé íà çàìûêà-
íèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G ôóíêöèè f(x, y) ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå
èíòåãðàëà Ðèìàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîñòàâëÿåì ñóììû Äàðáó

sτG =
n∑
k=1

mk∆Gk, SτG =
n∑
k=1

Mk∆Gk.

Ïîëó÷èì: I∗ = sup
τG

{sτG} � íèæíèé èíòåãðàë Äàðáó; I∗ = inf
τG

{SτG} � âåðõíèé

èíòåãðàë Äàðáó.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Åñëè I∗ = I∗ = I , òî ôóíêöèÿ z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ èíòå-
ãðèðóåìîé ïî îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G ïî Ðèìàíó. Îáùåå çíà÷åíèå
èíòåãðàëîâ Äàðáó íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè G .

Òåîðåìà 7.6 (êðèòåðèé Ðèìàíà). Îãðàíè÷åííàÿ íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî
ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà óêàçàííîé
îáëàñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò τG , ÷òî

SτG − sτG < ε. (7.11)

◀ Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ñóùåñòâóåò¨

G

f(x, y)dxdy = I = I∗ = I∗,

òî lim
λτG→0

sτG = I∗ = I∗ = lim
λτG→0

SτG (ëåììà Äàðáó). Òîãäà lim
λτG→0

(SτG − sτG) = 0 :

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τG λτG < δ SτG − sτG < ε.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå τG , ÷òî SτG − sτG < ε , òî
èç íåðàâåíñòâà (7.9) ñëåäóåò, ÷òî 0 ⩽ I∗ ⩽ I∗ ⩽ SτG − sτG < ε .

Äåéñòâèòåëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî I∗ − I∗ ⩾ 0 ìåíüøå ëþáîãî ñêîëü óãîäíî
ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 . Çíà÷èò, I∗ − I∗ = 0 , òî åñòü

I∗ = I∗ = I =

¨

G

f(x, y)dxdy. ▶

7.3Îñíîâíûå êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 7.7 (îá èíòåãðèðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé). Åñëè ôóíêöèÿ
z = f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíè-
öåé ∂G , òî îíà èíòåãðèðóåìà íà G .

◀Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà íà G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G , òî G �
îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (êîìïàêò). Ïî òåîðåìå Êàíòîðà íåïðåðûâíàÿ íà G
ôóíêöèÿ f(x, y) áóäåò è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà G ôóíêöèåé. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τG λτ < δ Mk −mk <
ε

SG
.

Òîãäà SτG − sτG =
n∑
k=1

(Mk −mk)∆Gk <
ε
SG

n∑
k=1

∆Gk =
ε
SG
SG = ε , òî åñòü

lim
λτ→0

(SτG − sτG) = 0.
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À ýòî îçíà÷àåò (êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè, òåîðåìà 7.4), ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) èí-
òåãðèðóåìà íà G .▶

Òåîðåìà 7.8 (îá èíòåãðèðóåìîñòè ðàçðûâíûõ ôóíêöèé). Îãðàíè÷åííàÿ íà
çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G ôóíêöèÿ f(x, y) áóäåò èíòåãðè-
ðóåìîé íà G , åñëè îíà íåïðåðûâíà íà G çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà òî÷åê îáëàñòè
G ïëîùàäè íóëü.

Çàìå÷àíèå 7.4. Ïëîùàäü ëþáîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé èç R2 ðàâíà íóëþ.

7.4Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà

Çàìå÷àíèå 7.5. Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà ìû òîëüêî ïåðå÷èñëèì, òàê
êàê èõ äîêàçàòëüñòâà âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ
îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Òåîðåìà 7.9 (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè). Åñëè ôóíêöèè f1 (x, y) , f2 (x, y) èíòåãðè-
ðóåìû â îáëàñòè G è α1, α2 � ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî ôóíêöèÿ f (x, y) =
= α1f1 (x, y) + α2f2 (x, y) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè G è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî¨

G

f (x, y) dxdy = α1

¨

G

f1 (x, y) dxdy + α2

¨

G

f2 (x, y) dxdy. (7.12)

Òåîðåìà 7.10 (ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà). Åñëè îáëàñòü G =
n
∪
k=1

Gk ,

ãäå ÷àñòè÷íûå îáëàñòè Gk íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, è ôóíêöèÿ f (x, y)
èíòåãðèðóåìà â ëþáîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk , òî â G ôóíêöèÿ òàêæå èíòåãðèðóåìà
è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

¨

G

f (x, y) dxdy =
n∑
k=1

¨

Gk

f (x, y) dxdy. (7.13)

Òåîðåìà 7.11 (îöåíêà èíòåãðàëà ïî ìîäóëþ). Åñëè ôóíêöèÿ f (x, y) èíòå-
ãðèðóåìà â G , òî è ôóíêöèÿ |f (x, y)| èíòåãðèðóåìà â G è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣

¨

G

f (x, y) dxdy

∣∣∣∣∣∣ ⩽
¨

G

|f (x, y)| dxdy. (7.14)

Òåîðåìà 7.12 (òåîðåìà î ñðåäíåì). Åñëè ôóíêöèÿ f (x, y) èíòåãðèðóåìà â G
è m = inf

(x,y)∈G
f (x, y) , à M = sup

(x,y)∈G
f (x, y) , òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

mSG ⩽
¨

G

f (x, y) dxdy ⩽MSG, (7.15)

ãäå SG � ïëîùàäü îáëàñòè G .

Ñëåäñòâèå 7.2. Åñëè â óñëîâèè òåîðåìû î ñðåäíåì ôóíêöèÿ f (x, y) íåïðåðûâíà
íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà
M0 (x0, y0) ∈ G , ÷òî ¨

G

f (x, y) dxdy = f (M0)SG. (7.16)
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ËÅÊÖÈß 8
Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

8.1Ïðèâåäåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó

Òåîðåìà 8.1 (ñëó÷àé ïðÿìîóãîëüíèêà). Åñëè ôóíêöèÿ z = f (x, y) îïðåäåëåíà

è îãðàíè÷åíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå Π =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ a ⩽ x ⩽ b,
c ⩽ y ⩽ d

}
è ñóùåñòâóåò äâîéíîé

èíòåãðàë
˜
Π

f (x, y) dxdy , à òàêæå äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò

I (x) =

dˆ

c

f (x, y) dy,

òî ñóùåñòâóåò

bˆ

a

I (x) dx =

bˆ

a

dx

dˆ

c

f (x, y) dy =

¨

Π

f (x, y) dxdy;

åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ [c, d] ñóùåñòâóåò J (y) =
b́

a

f (x, y) dx , òî ñóùåñòâóåò

dˆ

c

J (y) dy =

dˆ

c

dy

bˆ

a

f (x, y) dx =

¨

Π

f (x, y) dxdy.

◀ Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò
d́

c

f (x, y) dy . Òàê êàê

ñóùåñòâóåò
˜
Π

f (x, y) dxdy , òî åãî çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà Π

íà ÷àñòè÷íûå îáëàñòè.
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà Π ñ ïîìîùüþ ñåìåéñòâà ïðÿìûõ (ðèñó-

íîê 8.1):
1. x = a+ xk

(
k = 1, n

)
,

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xk−1 < xk < . . . < b = xn;

2. y = c+ yi
(
i = 1,m

)
,

c = y0 < y1 < y2 < . . . < yi−1 < yi < . . . < d = ym.

Íà ðèñóíêå âûäåëåí çàìêíóòûé ïðÿìîóãîëüíèê

Πki =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣xk−1 ⩽ x ⩽ xk,
yi−1 ⩽ y ⩽ yi

}
.

Ïîëó÷åííàÿ ñåòêà ñîäåðæèò m × n òàêèõ ÷àñòè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïîëîæèì:
∆xk = xk − xk−1 , ∆yi = yi − yi−1 ; ∆Ski = ∆xk ·∆yi � ïëîùàäü ÷àñòè÷íîãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà Πki ;

mki = inf
(x,y)∈Πki

f (x, y) , Mki = sup
(x,y)∈Πki

f (x, y) .
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x

y

О
0

x a=
1

x
2

x
1kx

- kx nb x=

0
y c=

1
y

2
y

1iy
-

iy

my d=

kiП

Ðèñóíîê 8.1

Íà ÷àñòè÷íîì ïðÿìîóãîëüíèêå Πki ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

mki ⩽ f (x, y) ⩽Mki. (8.1)

Áåðåì ëþáóþ òî÷êó ξk ∈ [xk−1, xk] , ôèêñèðóåì å¼. Ñ ó÷åòîì âûáðàííîé òî÷êè x = ξk
èíòåãðèðóåì (8.1) ïî îòðåçêó [yi−1, yi] , ïîëó÷èì:

mki∆yi ⩽
yiˆ

yi−1

f (ξk, y) dy ⩽Mki∆yi. (8.2)

Íåðàâåíñòâî (8.2) ñóììèðóåì ïî âñåì i îò 1 äî m . Ïîëó÷èì:

m∑
i=1

mki∆yi ⩽
dˆ

c

f (ξk, y) dy = I (ξk) ≤
m∑
i=1

Mki∆yi. (8.3)

Óìíîæèì (8.3) íà ∆xk è ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïî âñåì k îò 1
äî n . Ïîëó÷èì:

n∑
k=1

m∑
i=1

mki∆xk∆yc ≤
n∑
k=1

I (ξk)∆xk ⩽
n∑
k=1

m∑
i=1

Mki∆xk∆yi. (8.4)

Â äâîéíîì íåðàâåíñòâå (8.4) ñëåâà èìååì íèæíþþ ñóììó Äàðáó ξτ , ñïðàâà � âåðõ-
íþþ ñóììó Äàðáó SτΠ , à ïîñðåäèíå � èíòåãðàëüíóþ ñóììó ôóíêöèè I (x) ïî îòðåçêó
[a, b] .

Òàê êàê ñóùåñòâóåò
˜
Π

f (x, y) dxdy = A , òî lim
λτ→0

sτΠ = lim
λτ→0

SτΠ = A (λτ � ìàêñè-

ìàëüíûé èç äèàìåòðîâ ÷àñòè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ Πki ).
Èñïîëüçóÿ àíàëîã òåîðåìû î ïðåäåëå ïðîìåæóòî÷íîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò

lim
λτ→0

n∑
k=1

I (ξk)∆xk =

bˆ

a

I (x) dx =

bˆ

a

dx

dˆ

c

f (x, y) dy =

¨

Π

f (x, y) dxdy.
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Òåîðåìà äîêàçàíà â ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò

dˆ

c

f (x, y) dy = I (x) .

Ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò
b́

a

f (x, y) dx = J (y) , äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. ▶

Çàìå÷àíèå 8.1. Åñëè ôóíêöèÿ f (x, y) íåïðåðûâíà íà Π , òî â òåîðåìå âûïîëíÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ äëÿ îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ, ïîýòîìó êàæäûé èç ïîâòîðíûõ èí-
òåãðàëîâ áóäåò ðàâåí äâîéíîìó èíòåãðàëó, à, çíà÷èò, ïîâòîðíûå èíòåãðàëû áóäóò òàêæå
ðàâíû ìåæäó ñîáîé

bˆ

a

dx

dˆ

c

f (x, y) dy =

dˆ

c

dy

bˆ

a

f (x, y) dx =

¨

Π

f (x, y) dxdy. (8.5)

Ïåðåõîä ïðè ýòîì îò îäíîãî ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà ê äðóãîìó íàçûâàåòñÿ èçìåíåíèåì
ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äàëüøå ðàññìîòðèì ñëó÷àé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè. Îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòåéøåé îáëàñòüþ ïåðâîãî òèïà, åñëè îíà îãðàíè÷åíà íåïðåðûâíûìè êðèâûìè
y = y1 (x) , y = y2 (x) , è ïðÿìûìè x = a , x = b (ðèñóíîê 8.2). Îòðåçêè ïðÿìûõ x = a è
x = b (ãðàíèöû îáëàñòè G ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî) ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â òî÷êè.

1( )y x

2 ( )y x

a b

y

xO

Ðèñóíîê 8.2

Îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé îáëàñòüþ âòîðîãî òèïà, åñëè îíà îãðàíè÷å-
íà íåïðåðûâíûìè êðèâûìè x = x1 (y) , x = x2 (y) è ïðÿìûìè y = c è y = d (ðèñóíîê
8.3). Îòðåçêè ïðÿìûõ y = c è y = d (ãðàíèöû îáëàñòè G ñíèçó è ñâåðõó ñîîòâåòñòâåí-
íî) ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â òî÷êè.

Òåîðåìà 8.2 (ñëó÷àé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè). Åñëè ñóùåñòâóåò äâîéíîé
èíòåãðàë

˜
G

f (x, y) dxdy , ãäå G � ïðîñòåéøàÿ îáëàñòü ïåðâîãî òèïà, è äëÿ ëþáîãî
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x

y

О

1( )x x y= 2 ( )x x y=

c

d

Ðèñóíîê 8.3

x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò
y2(x)´
y1(x)

f (x, y) dy = I (x) , òîãäà ñóùåñòâóåò

bˆ

a

I (x) dx =

bˆ

a

dx

y2(x)ˆ

y1(x)

f (x, y) dy = ∫ ∫
G
f (x, y) dxdy;

åñëè G � ïðîñòåéøàÿ îáëàñòü âòîðîãî òèïà è äëÿ ëþáîãî y ∈ [c, d] ñóùåñòâóåò
x2(y)´
x1(y)

f (x, y) dx = J (y) , òîãäà ñóùåñòâóåò

dˆ

c

j (y) dy =

dˆ

c

dy

x2(y)ˆ

x1(y)

f (x, y) dx = ∫ ∫
G
f (x, y) dxdy.

◀ Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò

y2(x)ˆ

y1(x)

f (x, y) dy = I (x) .

Ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíèê

Π =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ a ⩽ x ⩽ b,
c ⩽ y ⩽ d

}
,

ãäå c � ìèíèìóì ôóíêöèè y = y1 (x) , à d � ìàêñèìóì ôóíêöèè y = y2 (x) (ðèñóíîê 8.4).
Èìååì: Π = ABCD ⊃ G . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

F (x, y) =

{
f (x, y) , åñëè (x, y) ∈ G,
0, åñëè (x, y) ∈ Π\G. (8.6)

Äëÿ ôóíêöèè F (x, y) âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 8.1 (ñëó÷àé, êîãäà äëÿ

ëþáîãî x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò
d́

c

f (x, y) dy = I (x) ). Òîãäà ñïðàâåäëèâî è çàêëþ÷åíèå

òåîðåìû.
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x

y

О a x b

c
1( )y x

2 ( )y x

d

A

B C

D

1( )y x

2 ( )y x

Ðèñóíîê 8.4

Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ áóäåì èìåòü:

bˆ

a

dx

dˆ

c

F (x, y) dy =

bˆ

a

dx

 y1(x)ˆ

c

0 · dy +
y2(x)ˆ

y1(x)

f (x, y) dy +

dˆ

y2(x)

0 · dy

 =

=

bˆ

a

dx

y2(x)ˆ

y1(x)

f (x, y) dy =

¨

Π

F (x, y) dxdy =

=

¨

G

f (x, y) dxdy +

¨

Π\G

0dxdy =

¨

G

f (x, y) dxdy.

Òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ïðîñòåéøåé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè ïåðâîãî òèïà. Àíàëîãè÷-
íî äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà äëÿ ïðîñòåéøåé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè âòîðîãî òèïà.▶

Çàìå÷àíèå 8.2. Åñëè îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî
òèïîâ, è ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà íà G , òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû
äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ.

Òîãäà îáà ïîâòîðíûõ èíòåãðàëà áóäóò ñóùåñòâîâàòü, ïðè÷åì êàæäûé èç íèõ áóäåò
ðàâåí ñóùåñòâóþùåìó äâîéíîìó èíòåãðàëó, òî åñòü ïîâòîðíûå èíòåãðàëû áóäóò ðàâíû
ìåæäó ñîáîé.

bˆ

a

dx

y2(x)ˆ

y1(x)

f (x, y) dy =

dˆ

c

dy

x2(y)ˆ

x1(y)

f (x, y) dx =

¨

G

f (x, y) dxdy. (8.7)

Íà ïðàêòèêå (÷àùå âñåãî) ïðè ïðîâåäåíèè îïåðàöèè èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïðîñòåéøàÿ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîãî òèïà åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà ÷àñòè÷íûõ ïðîñòåéøèõ îáëàñòåé âòîðîãî òèïà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîâîäèì èçìåíå-
íèå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîé èç òàêèõ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé. Â äàëüíåéøåì
(ïðè ðåøåíèè çàäà÷) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äâîéíîé èíòåãðàë äëÿ ôóíêöèè f(x, y)
ïî äàííîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò.
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Ïðèìåð 8.1. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå

2ˆ

0

dx

√
4−x2ˆ

1
2
(x−2)

f (x, y) dy.

◀ Âíà÷àëå èçîáðàçèì íà ðèñóíêå 8.5 îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèè x = 0 , x = 2 , y =

√
4− x2 , y = x−2

2
.

Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G � ýòî êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê ABcD (áåç ãðàíèöû).
Îáîçíà÷èì íàø ïîâòîðíûé èíòåãðàë ÷åðåç I .

x

y

О

B

c

D

1
G

2
G

1-

2

2

A

Ðèñóíîê 8.5

Ïðè èçìåíåíèè ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùèé ôîðìàëü-
íûé ñïîñîá. Ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå âíåøíåå
èíòåãðèðîâàíèå äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ïî y (íèæíèé ïðåäåë èíòåãðàëà � ñàìàÿ ìàëàÿ
îðäèíàòà òî÷åê ãðàíèöû îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, âåðõíèé ïðåäåë � ñàìàÿ áîëüøàÿ).
Âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå îñè Ox äîëæíû âõîäèòü â îáëàñòü èí-
òåãðèðîâàíèÿ ÷åðåç îäíó êðèâóþ (îäíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå êðèâîé), à âûõîäèòü �
÷åðåç äðóãóþ (òàêæå îäíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ýòîé êðèâîé). Â íàøåé çàäà÷å, åñ-
ëè y = −1 � âçÿòü íèæíèé ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ, à y = 2 � âåðõíèì, òî óêàçàííûé
âûøå âûõîä óæå áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç äâå ðàçíûå êðèâûå (ïðÿìóþ è îêðóæíîñòü).

Ïî ýòîé ïðè÷èíå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ
G = G1

∪
G2 (ðèñóíîê 8.5).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè äâîéíîãî èíòåãðàëà, ïîëó÷èì:

2ˆ

0

dx

√
4−x2ˆ

x−2
2

f (x, y) dy =

¨

G

f (x, y) dxdy =

=

¨

G1

f (x, y) dxdy +

¨

G2

f (x, y) dxdy = I1 + I2. (8.8)

Ê êàæäîìó èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ Ii (i = 1, 2) ìîæíî óæå ïðèìåíèòü (äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ) óêàçàííûé âûøå ìåòîä èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà
èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Äëÿ ãðàíèöû îáëàñòè G1 èìååì: ìèíèìàëüíàÿ îðäèíàòà òî÷åê ãðàíèöû y = −1
(íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ), ìàêñèìàëüíàÿ � y = 0 (âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðî-
âàíèÿ). Òàêæå äëÿ G2 � y = 0 (íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ), y = 2 (âåðõíèé).
Â îáëàñòü G1 óêàçàííûå âûøå ïàðàëëåëüíûå îñè Ox ïðÿìûå âõîäÿò ÷åðåç ïðÿìóþ
x = 0 , à âûõîäÿò ÷åðåç ïðÿìóþ x = 2y+2 . Â îáëàñòè G2 óêàçàííûå ïðÿìûå y = const
âõîäÿò ÷åðåç ïðÿìóþ x = 0 . Íàéäåì âûõîä ýòèõ ïðÿìûõ

y =
√
4− x2 ⩾ 0, y2 = 4− x2, x2 = 4− y2, x ⩾ 0, x =

√
4− y2.

Ïðÿìûå y = const âûõîäÿò èç îáëàñòè G2 ÷åðåç êðèâóþ x =
√
4− y2 . Êðè-

âàÿ âõîäà � íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ, êðèâàÿ âûõîäà � âåðõíèé. Îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì èñêîìûé îòâåò

2ˆ

0

dx

√
4−x2ˆ

x−2
2

f (x, y) dy =

0ˆ

−1

dy

2y+2ˆ

0

f (x, y) dx+

2ˆ

0

dy

√
4−y2ˆ

0

f (x, y) dx. ▶

Ïðèìåð 8.2. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë I =
˜
G

x2dxdy , åñëè îáëàñòü G îãðà-

íè÷åíà êðèâûìè y = x , y = 1
x
, x = 2 .

◀ Èçîáðàæàåì íà ðèñóíêå 8.6 îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîñòðîèâ ãðàôèêè óêàçàí-
íûõ â çàäà÷å ôóíêöèé. Çàìåíÿåì äâîéíîé èíòåãðàë (îí ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïîäûíòå-
ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f (x, y) = x2 íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ)
ïîâòîðíûì. Âíåøíåå èíòåãðèðîâàíèå ëó÷øå âçÿòü ïî x , òàê êàê îáëàñòü èíòåãðèðîâà-
íèÿ G � ýòî ïðîñòåéøàÿ îáëàñòü ïåðâîãî òèïà. Åñëè æå âíåøíåå èíòåãðèðîâàíèå âçÿòü
ïî y , òî îáëàñòü G íàäî ðàçáèòü ïðÿìîé y = 1 íà äâå ïðîñòåéøèå îáëàñòè âòîðîãî
òèïà.

x

y

О 1

1

2

2

Ðèñóíîê 8.6

¨

G

x2dxdy =

2ˆ

1

dx

xˆ
1
x

dy =

2ˆ

1

x2 y|x1
x
dx =

2ˆ

1

x2
(
x− 1

x

)
dx =

=

2ˆ

1

(
x3 − x

)
dx =

x4

4

∣∣∣∣2
1

− x2

2

∣∣∣∣2
1

=
1

4

(
24 − 14

)
− 1

2

(
22 − 12

)
=

15

4
− 6

4
=

9

4
.

Îòâåò: I = 9
4
.▶
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8.2Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò xOy äàíà îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G ,
à â ñèñòåìå êîîðäèíàò uOv äàíà îáëàñòü D òàêæå ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D .

x

y

О

G

0
u

0
v

О
0

u

0
v

u

D

v
Ðèñóíîê 8.7

Ïóñòü íà D îïðåäåëåíû ôóíêöèè x = φ (u, v) è y = ψ (u, v) , óäîâëåòâîðÿþùèå
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. Ôóíêöèè x = φ (u, v) è y = ψ (u, v) îòîáðàæàþò îáëàñòü D íà îáëàñòü G
è ∂D íà ∂G . Ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íûå ðåøåíèÿ u = φ−1(x, y) , v = ψ−1(x, y)

ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
x = φ(u, v),
y = ψ(u, v).

2. Ôóíêöèè φ , ψ , φ−1 , ψ−1 è ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî
ïîðÿäêà íåïðåðûâíû ñîîòâåòñòâåííî íà D è íà G .

Ïðÿìûå u = u0 , v = v0 â ïëîñêîñòè uOv íàçîâåì êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè (îíè
ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòíûì îñÿì 0u è 0v è ïðîõîäÿò ÷åðåç îáëàñòü D ).
Òî÷êà M0 = (u0, v0) ∈ D èìååò â ñèñòåìå êîîðäèíàò uOv äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû. Óêà-
çàííûå êîîðäèíàòíûå ëèíèè u = u0 , v = v0 ïëîñêîñòè uOv ôóíêöèè x = φ(u, v) ,
y = ψ(u, v) îòîáðàæàþò â ïëîñêîñòè xOy â íåêîòîðûå êðèâûå (êðèâîëèíåéíûå êîîðäè-
íàòíûå ëèíèè ïëîñêîñòè xOy ). Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êðèâûõ â ïëîñêîñòè xOy èìååò,
ãîâîðÿò, êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû u0 è v0 îáëàñòè G . Â ïëîñêîñòè xOy áóäåì èìåòü
êðèâîëèíåéíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ôóíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü

I =
D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣ ∂φ∂u ∂φ
∂v

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∂x∂u ∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ßêîáè1 èëè ÿêîáèàíîì.

8.3Ïëîùàäü â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû âûðàçèòü ÷åðåç êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû ïëîùàäü èñõîäíîé êâàäðèðóåìîé îá-
ëàñòè G .

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü ôóíêöèè x = φ(u, v) , y = ψ(u, v) è ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû íà D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D è

1 ßêîáè Êàðë Ãóñòàâ ßêîá (1804�1851) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê.
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áèåêòèâíî îòîáðàæàþò îáëàñòü D íà îáëàñòü G , à ãðàíèöó ∂D íà êóñî÷íî-ãëàäêóþ
ãðàíèöó ∂G , à ÿêîáèàí I = D(x,y)

D(u,v)
̸= 0 . Òîãäà ïëîùàäü îáëàñòè G áóäåò íàõîäèòüñÿ

ïî ôîðìóëå

SG =

¨

G

dxdy =

¨

D

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ dudv. (8.9)

◀Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåä¼ì íà òàê íàçûâàåìîì ¾ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðî-
ãîñòè¿. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî ìàëûé êðèâîëèíåéíûé ïàðàëëåëîãðàìì A0A1A3A2 .
Èìååì: A0(u0, v0) = A0(x0, y0) , A1(u0 +∆u, v0) = A1(x0 +∆x, y0 +∆y) (ðèñóíîê 8.8).

x

y

О
0

u
0

u u+ D

0
v

0
v v+ D

0
A 1

A

3
A2

A

Ðèñóíîê 8.8

Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà
−−−→
A0A1 :

−−−→
A0A1 = (∆x,∆y) , íî

dx ≈ ∆x =
φ(u0 +∆u, v0)− φ(u0, v0)

∆u
∆u ≈ ∂x

∂u
du;

àíàëîãè÷íî

dy =
∂y

∂u
du;

−−−→
A0A1 =

(
∂x

∂u
du,

∂y

∂u
du

)
.

Òàêæå áóäåì èìåòü:
−−−→
A0A2 =

(
∂x
∂v
dv, ∂y

∂v
dv
)
. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ïàðàëëåëî-

ãðàììà A0A1A3A2 íàõîäèì ïî ôîðìóëå

dSA0A1A3A2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂x∂udu ∂y
∂u
du

∂x
∂v
dv ∂y

∂v
dv

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ dudv. (8.10)

Ôîðìóëà (8.10) åñòü ýëåìåíò âåëè÷èíû ïëîùàäè îáëàñòè G â êðèâîëèíåéíûõ êîîð-
äèíàòàõ. Òîãäà ïëîùàäü îáëàñòè G áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå

SG =

¨

G

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ dudv. ▶ (8.11)

8.4Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé
ñëóæèò äëÿ óïðîùåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé. Â òåîðèè äâîéíûõ èíòåãðàëîâ çà-
ìåíà ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, òàêæå óïðîùàòü ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíê-
öèþ, ñ äðóãîé æå ñòîðîíû, ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ ïðîèñõîäèò óïðîùåíèå îáëàñòè èí-
òåãðèðîâàíèÿ.
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Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü ôóíêöèè x = φ(u, v) , y = ψ(u, v) è ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû íà çàìûêàíèè îáëàñòè D ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D è áèåêòèâíî îòîáðàæàþò îáëàñòü D íà îáëàñòü G , à ãðàíèöó
∂D íà êóñî÷íî-ãëàäêóþ ãðàíèöó ∂G . ßêîáèàí I = D(x,y)

D(u,v)
̸= 0 . Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y)

íåïðåðûâíà íà G èëè îãðàíè÷åíà íà G è íåïðåðûâíà íà G , òî¨

G

f(x, y)dxdy =

¨

D

f (φ(u, v), ψ(u, v)) |I| dudv. (8.12)

◀Áåð¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τG îáëàñòè G íà n (n ∈ N) , ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk

(k = 1, n) (áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê), ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m (m ∈ N) êóñî÷íî-
ãëàäêèõ êðèâûõ Li (i = 1,m) .

Â îáëàñòè G îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆SGk
ýëåìåíò ïëîùàäè. Áåð¼ì ëþáóþ òî÷êó

Mk(xk, yk) ∈ Gk è ñîñòàâëÿåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

στG =
n∑
k=1

f (xk, yk)∆SGk
. (8.13)

Ïî ôîðìóëå (8.10) íàõîäèì

∆SGk
=

¨

Dk

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ dudv, (8.14)

ãäå Dk � îáðàç Gk ïðè îòîáðàæåíèè u = φ−1(x, y), v = ψ−1(x, y) (îáðàòíîì äëÿ
îòîáðàæåíèÿ x = φ(u, v) , y = ψ(u, v) ).

ßêîáèàí I(u, v) = D(x,y)
D(u,v)

åñòü ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà D . Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

(èç (8.14)) ïîëó÷èì:
∆SGk

= |I(uk, vk)|∆SDk
, (8.15)

ãäå ∆SGk
� ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Dk . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà òî÷åê

(xk, yk) ∈ Gk ïîëîæåíèå xk = φ (uk, vk) , yk = ψ (uk, vk) .
Ïîëó÷èì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

στD =
n∑
k=1

f (φ (uk, vk) , ψ (uk, vk)) |I (uk, vk)|∆SDk
. (8.16)

Ýòî èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ èíòåãðàëà¨

D

f (φ (u, v) , ψ (u, vk)) |I (u, v)| dudv. (8.17)

Èíòåãðàë (8.17) ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èëè íåïðåðûâíà íà
D è ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà íà D èìååò ìåðó íóëü (ïëîùàäü ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíà
íóëþ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ áóäåò ïðè λτDk

→ 0 è
λτGk

→ 0 . Òîãäà

lim
λτG→0

στG =

¨

G

f (x, y) dxdy = lim
λτD→0

στD =

=

¨

D

f (φ (u, v) , ψ (u, v)) |I (u, v)| dudv. ▶
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8.5ßêîáèàí â ïîëÿðíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

×àùå âñåãî íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, êîòî-
ðûå ñâÿçàíû ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé{

x = r cosφ,
y = r sinφ,

(8.18)

ãäå r ⩾ 0 , 0 ⩽ φ < 2π .
Êîîðäèíàòíûìè êðèâîëèíåéíûìè îðòîãîíàëüíûìè ëèíèÿìè íà ïëîñêîñòè â ýòîì

ñëó÷àå áóäóò êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèó-
ñîì r = r0 = const (ïðè r = 0 îêðóæíîñòè âûðîæäàþòñÿ â òî÷êó), à òàêæå ëó÷è
φ = φ0 = const , âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Ôóíêöèè (8.18) îòîáðàæàþò ïîëóïî-

ëîñó

{
r ⩾ 0,
0 ⩽ φ < 2π

äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè rOφ íà âñþ ïëîñêîñòü xOy . Ïðè ýòîì íàäî

ó÷åñòü, ÷òî áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ íàðóøàåòñÿ ïðè

{
r = 0,
0 ⩽ φ < 2π

(òî÷êè óêàçàííî-

ãî ïîëóèíòåðâàëà îòîáðàæàþòñÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò).
Èñêëþ÷èì â ïëîñêîñòè xOy íà÷àëî êîîðäèíàò, ïîëó÷èì îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè xOy íà ïîëóïîëîñó

{
r > 0,
0 ⩽ φ < 2π

. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå áó-

äåò íåïðåðûâíî âåçäå, êðîìå ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè Ox . Åñëè y → −0, x > 0 , òî
φ → 2π , ïðè y → +0, x > 0 áóäåò φ → 0 , íî äëÿ y = 0 è x > 0 áóäåò φ = 0 .

Âûâîä: ôîðìóëû

{
x = r cosφ,
y = r sinφ

, óñòàíàâëèâàþò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ïîëóïîëîñû{
r > 0,
0 ⩽ φ < 2π

íà ïðîêîëîòóþ â íà÷àëå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòü xOy , ïðè÷åì ýòî îòîá-

ðàæåíèå íåïðåðûâíî âåçäå, êðîìå òåõ òî÷åê, â êîòîðûõ r = 0 èëè φ = 0 .
Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëàìè r =

√
x2 + y2 è

φ =


arcctgx

y
, y > 0, ∀x ∈ R;

0, x > 0, y = 0;
π, x < 0, y > 0;
π + arcctgx

y
, y < 0, ∀x ∈ R.

(8.19)

Íàéäåì ßêîáèàí óêàçàííîãî îòîáðàæåíèÿ (8.18)

D(x, y)

D(r, φ)
=

∣∣∣∣∣ ∂x∂r ∂x
∂φ

∂y
∂r

∂y
∂φ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

∣∣∣∣ = r,

ïðè÷¼ì r ̸= 0 (r > 0) âåçäå, êðîìå òî÷êè x = y = 0.

Ïðèìåð 8.3. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

I =

¨

G

√
4− x2 − y2dxdy,

ãäå G � âíóòðåííîñòü êðèâîé x2 − 2x+ 1 + y2 = 1 .

◀Íà ðèñóíêå 8.9 ïîêàæåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.

x2 − 2x+ 1 + y2 = 1, (x− 1)2 + y2 = 1.
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x

y

О 1

1-

2

1
D

2
D

1

Ðèñóíîê 8.9

Ïåðåõîäèì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ:

r2 = 2r cosφ, r = 2 cosφ, −π
2
⩽ φ ⩽ π

2
, I =

¨

G

√
4− r2rdrdφ.

Òàê êàê îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè Ox , à ïîäûíòå-
ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îáåèõ êîîðäèíàòíûõ îñåé, òî

I = 2

¨

G1

√
4− r2rdrdφ = −

π
2ˆ

0

dφ

2 cosφˆ

0

(
4− r2

) 1
2 d
(
4− r2

)
=

= −

π
2ˆ

0

(4− r2)
3
2

3
2

∣∣∣∣∣∣∣
2 cosφ

0

dφ = −2

3

π
2ˆ

0

((
4− 4 cos2 φ

) 3
2 − 4

3
2

)
dφ =

= −2

3

8

π
2ˆ

0

sin3 φdφ− 8 · π
2

 = −16

3

−

π
2ˆ

0

(
1− cos2 φ

)
d cosφ− π

2

 =

= −16

3

(
− cosφ

∣∣∣π2
0
+

cos3 φ

3

∣∣∣∣π2
0

− π

2

)
= −16

3

(
1− 1

3
− π

2

)
=

8

3
π − 32

9
.

Îòâåò: I = 8
3
π − 32

9
.▶

ËÅÊÖÈß 9
Ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

9.1Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

Èç çàäà÷è îá îáúåìå êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà, ïðèâîäÿùåé ê ïîíÿòèþ äâîéíîãî
èíòåãðàëà, ñëåäóåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ äâîéíîé èíòåãðàë ¨

G

f (x, y) dxdy (9.1)
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åñòü îáúåì êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà, ó êîòîðîãî íèæíåå îñíîâàíèå åñòü G � çà-
ìûêàíèå îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G . Ñáîêó óêàçàííîå òåëî îãðàíè÷åíî
öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ íàïðàâëÿþùåé ∂G è îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè
îñè Oz . Âåðõíåå îñíîâàíèå öèëèíäðà åñòü ãðàôèê ôóíêöèè f (x, y) , îïðåäåëåííûé íà
G , ïðè÷åì óêàçàííàÿ ïîâåðõíîñòü (ãðàôèê f (x, y) ) êóñî÷íî-ãëàäêàÿ.

Çàìå÷àíèå 9.1. Åñëè â ôîðìóëå (9.1) f (x, y) = 1 , òî ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ

S =

¨

G

dxdy (9.2)

åñòü ïëîùàäü îáëàñòè G .

Ïðèìåð 9.1. Íàéòè îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè

x+ 1 = z2, x− 1 = −z2, y = 0, y = z2 + x2.

◀Òåëî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Oy (îíî ðàñïîëîæåíî â ïåðâîì, âòîðîì,
ïÿòîì è øåñòîì îêòàíòàõ). Íàõîäèì îáúåì òåëà è óìíîæàåì ïîëó÷åííîå ÷èñëî íà 4,
ïîëó÷èì îáúåì âñåãî òåëà. AmB � êðèâàÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé y = x2 + z2 è

x− 1 = −z2 ; AnB � äóãà îêðóæíîñòè

{
y = 1,
y = x2 + z2

â ïåðâîì îêòàíòå (ðèñóíîê 9.1).

x

yО 1

z

B

1
G n

m

A

1

1

Ðèñóíîê 9.1

V = 4

¨

G1

(
z2 + x2

)
dxdz =

[
x− 1 = −z2, z2 = 1− x,
z =

√
1− x, z ⩾ 0

]
=

= 4

1ˆ

0

dx

√
1−xˆ

0

(
z2 + x2

)
dz = 4

1ˆ

0

(
z3

3

∣∣∣∣
√
1−x

0

+ x2z
∣∣√1−x
0

)
dx =

= 4

1ˆ

0

1

3

√
(1− x)3dx+ 4

1ˆ

0

x2
√
1− xdx =

= −4

3
· (1− x)

5
2

5
2

∣∣∣∣∣
1

0

+ 4

√
1− x = t,

tí = 1,
tâ = 0

∣∣∣∣∣∣
1− x = t2,
x = 1− t2,
dx = −2tdt

 =
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=
8

15
+ 4

0ˆ

1

(
1− t2

)2
t (−2t) dt =

8

15
− 4

1ˆ

0

(
1− 2t2 + t4

) (
−2t2

)
dt =

=
8

15
+ 8

1ˆ

0

(
t2 − 2t4 + t6

)
dt =

8

15
+ 8

(
t3

3

∣∣∣∣1
0

− 2
t5

5

∣∣∣∣1
0

+
t7

7

∣∣∣∣1
0

)
=

=
8

15
+

8

3
− 16

5
+

8

7
=

8 + 40− 48

15
+

8

7
=

8

7
(êóá. åä.) .

Îòâåò: V = 8
7
(êóá. åä.).▶

Ïðèìåð 9.2. Ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà âû÷èñëèòü â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâîé(

x2 + y2
)2

= a2
(
3x2 + 2y2

)
, a > 0.

◀ Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå êðèâîé, èñïîëüçóÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû{
x = r cosφ,
y = r sinφ.

Ïîëó÷èì:

r4 = a2r2
(
3 cos2 φ+ 2 sin2 φ

)
; r2 = a2

(
cos2 φ+ 2

)
; r = a

√
cos2 φ+ 2.

Ïîñòðîèì ýñêèç êðèâîé (ðèñóíîê 9.2).

1
G

x

y

О 3a3a-

2a-

2a

Ðèñóíîê 9.2

φ 0 π
2

π 3
2
π 2π

r
√
3a

√
2a

√
3a

√
2a

√
3a

Âû÷èñëÿåì èñêîìóþ ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû. Â ñèëó ñèììåòðèè ôèãóðû îòíîñòè-
òåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, èìååì:

S = 4

¨

G1

dxdy = 4

¨

D1

rdrdφ = 4

π
2ˆ

0

dφ

a
√

cos2 φ+2ˆ

0

rdr =
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= 4

π
2ˆ

0

r2

2

∣∣∣∣a
√

cos2 φ

0

dφ = 2

π
2ˆ

0

a2
(
cos2 φ+ 2

)
dφ =

= 2a2


π
2ˆ

0

1 + cos 2φ

2
dφ+ 2

π
2ˆ

0

dφ

 = 2a2
(
1

2
· π
2
+ 2 · π

2

)
=

5πa2

2
(êâ.åä.) .

Îòâåò: S = 5πa2

2
(êâ.åä.).▶

9.2Ìàññà ïëîñêîé íåîäíîðîäíîé ôèãóðû

Èç çàäà÷è î ìàññå ìàòåðèàëüíîé ïëîñêîé íåîäíîðîäíîé ôèãóðû (ïëàñòèíêè) G ñëå-
äóåò, ÷òî ýòà ìàññà âû÷èñëÿåò ïî ôîðìóëå

mG =

¨

G

ρ (x, y) dxdy, (9.3)

ãäå îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ρ (x, y)
íåïðåðûâíà íà G (ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè � ýòî ïëîòíîñòü, ñ êîòîðîé ìàññà ðàñ-
ïðåäåëåíà â G (â îáùåì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî ρ (x, y) ̸= const ).

Ïðèìåð 9.3. Ïëîñêîå êîëüöî îãðàíè÷åíî äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè,
ðàäèóñû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1 è 3. Çíàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïðîïîð-
öèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ îò öåíòðà îêðóæíîñòè, íàéòè ìàññó êîëüöà, åñëè ïëîòíîñòè íà
îêðóæíîñòè âíóòðåííåãî êðóãà ðàâíû åäèíèöå.

◀Ââåäåì äåêàðòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå êîëüöà (ðèñóíîê 9.3).

x

y

О 31

Ðèñóíîê 9.3

Âû÷èñëèì ìàññó êîëüöà ïî ôîðìóëå

m =

¨

G

ρ (x, y) dxdy.
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Â íàøåì ñëó÷àå ïëîòíîñòü ρ (x, y) = k
√
x2 + y2 . Â ñèëó ñèììåòðèè êîëüöà îòíîñè-

òåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò, èìååì:

m =

¨

G

k
√
x2 + y2dxdy = k

¨

D

r2drdφ = 4k

π
2ˆ

0

dφ

3ˆ

1

r2dr =

= 4k
π

2
· r

3

3

∣∣∣∣3
1

= k
2

3
π
(
33 − 13

)
=

52

3
πk (åä. ìàññû) .

Âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Äëèíà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

C = 2π · 1 = 2π.

Åå ìàññà mc = 2π · 1 = 2π � ñ îäíîé ñòîðîíû, à ñ äðóãîé ñòîðîíû mc = 2π · k · 1 = 2πk .
Èç ðàâåíñòâà 2πk = 2π íàõîäèì, ÷òî k = 1 .

Îòâåò: m = 52
3
π (åä. ìàññû).▶

9.3Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû

Ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì òî÷êè ìàññû m îòíîñèòåëüíî îñè l íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèå ìàññû m íà ðàññòîÿíèå d òî÷êè äî îñè l .

Ml = md. (9.4)

Íàéäåì ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè G (îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G ) îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ýëåìåíò ìàññû ìàòåðèàëüíîé
ïëàñòèíêè G � ýòî dm = ρ(x, y)dxdy. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ïîëó-
÷èì, ÷òî ýëåìåíòû ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ýòîé ïëàñòèíêè áóäóò:

à) dMOx = yρ(x, y)dxdy � ýëåìåíò ñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà ïëàñòèíêè îòíîñèòåëüíî
îñè Ox ;

á) dMOy = xρ(x, y)dxdy � ýëåìåíò ñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà ïëàñòèíêè îòíîñèòåëüíî
îñè Oy .

Òîãäà óêàçàííûå ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì:

MOy =

¨

G

xρ(x, y)dxdy, (9.5)

MOx =

¨

G

yρ(x, y)dxdy. (9.6)

Ïðèìåð 9.4. Íàéòè ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò êðóãà ðàäèóñà R îòíîñèòåëüíî åãî êàñà-
òåëüíîé ( ρ(x, y) = 1 ).

◀Ïîìåñòèì êðóã â êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû êàñàòåëüíàÿ ñîâïàäàëà ñ
îñüþ Ox , òî÷êà êàñàíèÿ � íà÷àëî êîîðäèíàò (êðóã � â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ðèñó-
íîê 9.4).

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè: x2 + (y −R)2 = R2 èëè (â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò).

x2 + y2 − 2yR +R2 = R2, r2 = 2rR sinφ, r = 2R sinφ.
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x

y

О

R

Ðèñóíîê 9.4

Ïî ôîðìóëå (9.6) íàõîäèì ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò, ñ÷èòàÿ ρ (x, y) = 1.

MOx =

¨

G

ydxdy =

¨

D

r sinφ · rdrdφ =

=

πˆ

0

sinφdφ

2R sinφˆ

0

r2dr =

πˆ

0

sinφ · r
3

3

∣∣∣∣2R sinφ

0

dφ =

=
1

3

πˆ

0

sinφ · 8R3 sin3 φdφ =
8R3

3

πˆ

0

(sin2 φ)2dφ =

=
8R3

3

πˆ

0

(
1− cos 2φ

2

)2

dφ =
8R3

3
· 1
4

πˆ

0

(
1− 2 cos 2φ+

1 + cos 4φ

2

)
dφ =

=
2R3

3
· 3
2
π = πR3.

Îòâåò: MOx = πR3 .▶

9.4Êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè

Îïðåäåëåíèå 9.1. Öåíòðîì òÿæåñòè (öåíòðîì ìàññ) ïëîñêîé êâàäðèðóå-
ìîé ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè G íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà M0 (xc, yc) ∈ R2 , ÷òî åñëè â
ýòîé òî÷êå ñîñðåäîòî÷èòü âñþ ìàññó ïëàñòèíêè G , òî ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ýòîé
òî÷êè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû ñòàòè÷åñêèì
ìîìåíòàì ïëàñòèíêè G îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé.

Èç îïðåäåëåíèÿ 9.1 ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò (xc, yc) öåíòðà
òÿæåñòè ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè G

mG · yc =M0x è mG · xc =M0y,

xc =
M0y

mG

, yc =
M0x

mG

, (9.7)
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ãäå MOx , MOy � ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè îòíîñèòåëüíî îñåé Ox
è Oy , mG � ìàññà ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè.

Ïðèìåð 9.5. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëàñòèíêè G (ρ = 1)
ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G , èìåþùåé ôîðìó êðóãîâîãî ñåêòîðà ñ öåíòðàëüíûì
óãëîì α è ðàäèóñîì R .

◀ Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (9.7). Ìàññà ñåêòîðà ïðè (ρ = 1) áóäåò ÷èñëåííî ðàâ-
íà ïëîùàäè ñåêòîðà. Òîãäà mG = α

2
R2 .

Íàõîäèì ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ïî ôîðìóëàì (9.5) è (9.6).

M0x =

¨

G

ydxdy =

¨

D

r sinφ · rdrdφ =

αˆ

0

sinφdφ

R̂

0

r2dr =

= − cosφ|α0 · r
3

3

∣∣∣∣R
0

= − (cosα− 1) · R
3

3
=

1− cosα

3
R3;

Moy =

¨

G

xdxdy =

¨

D

r cosφ · rdrdφ =

=

αˆ

0

cosφdφ

R̂

0

r2dr = sinφ|α0 · r
3

3

∣∣∣∣R
0

=
sinα

3
R3.

Äàëüøå íàõîäèì êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ:

xc =
sinα
3
R3

α
2
R2

=
2R sinα

3α
;

yc =
1−cosα

3
R3

α
2
R2

=
2R (1− cosα)

3α
.

Ïîëó÷èëè öåíòð òÿæåñòè óêàçàííîãî ñåêòîðà:

M0 (xc, yc) =M0

(
2R sinα

3α
,
2R (1− cosα)

3α

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð òÿæåñòè (òî÷êà M0 ) ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà α . Íàéäåì
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M0 äî âåðøèíû ñåêòîðà (íà÷àëî êîîðäèíàò):

d (O,M0) =

√
4

9α2

(
2 sin

α

2
· cos α

2

)2
R2 +

16

9α2
sin4 α

2
R2 =

4R

3α
sin

α

2
.

Îòâåò: M0 (xc, yc) =M0

(
2R sinα

3α
, 2R(1−cosα)

3α

)
.▶

9.5Ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè

Ìîìåíòîì èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m îòíîñèòåëüíî îñè l íàçûâàþò
ïðîèçâåäåíèå ìàññû m íà êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ d äî îñè l .

Èñõîäÿ èç óêàçàííîãî îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåíÿÿ ìåòîä îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ïðè
ðåøåíèè çàäà÷, áóäåì èìåòü:
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à) dIOx = y2ρ (x, y) dxdy � ýòî ýëåìåíò ìîìåíòà èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè
G îòíîñèòåëüíî îñè Ox ( ρ (x, y) � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè G );

á) dIOy = x2ρ (x, y) dxdy � ýòî ýëåìåíò ìîìåíòà èíåðöèè ïëàñòèíêè G îòíîñèòåëüíî
îñè Oy ;

â) dIO(0,0)
= (x2 + y2) ρ (x, y) dxdy � ýòî ýëåìåíò ìîìåíòà èíåðöèè ïëàñòèíêè G

îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
Òîãäà èç óêàçàííîãî âûøå ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìîìåíòîâ èíåðöèè

IOx =

¨

G

y2ρ (x, y) dxdy, (9.8)

IOy =

¨

G

x2ρ (x, y) dxdy, (9.9)

IO(0,0)
=

¨

G

(
x2 + y2

)
ρ (x, y) dxdy. (9.10)

Ïðèìåð 9.6. Íàéòè ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò îäíîðîäíîé
ïëàñòèíêè ïëîòíîñòè ρ0 , îãðàíè÷åííóþ ëèíèÿìè

x2 + y2 = 9, x+ y = 0, x− y = 0 (x ⩾ 0) .

◀ Ïîñòðîèì ðèñóíîê ïëàñòèíêè â ñèñòåìå êîîðäèíàò xOy G = G1

∪
G2 (ðèñó-

íîê 9.5).

x

y

О

1
G

2
G

3

3-

33-

Ðèñóíîê 9.5

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî ìîìåíòà èíåðöèè èñïîëüçóåì ôîðìóëó (9.10)

IO =

¨

G

(
x2 + y2

)
ρ0dxdy = 2

¨

G1

(
x2 + y2

)
ρ0dxdy =

= 2ρ0

¨

D1

r2 · rdrdφ = 2ρ0

π
4ˆ

0

dφ

3ˆ

0

r3dr = 2ρ0 ·
π

4
· r

4

4

∣∣∣∣3
0

=
81ρ0π

8
.
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Ïðè âû÷èñëåíèè äâîéíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áûëà ó÷òåíà ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî
îñè Ox êàê îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê è ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

Îòâåò: IO = 81ρ0π
8
. ▶

9.6Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

9.6.1Ïëîùàäü ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (x, y) îïðåäåëåíà íà çàìûêàíèè G îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G . Ñàìà ôóíêöèÿ f(x, y) è ñóùåñòâóþùèå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f
∂x

è ∂f
∂y

íåïðåðûâíûå íà G . Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü S � ãðàôèê ôóíêöèè f(x, y)
áóäåò ãëàäêîé. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè S ìîæ-
íî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, è ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè S ê
äðóãîé êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî.

Âîçüì¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τG, íà n (n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk (k = 1, n) ñ ïî-
ìîùüþ ñèñòåìû èç m (m ∈ N) êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ (îáëàñòè Gk íå äîëæíû èìåòü
îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê). Ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì òî÷êè Mk (x, y) ∈ Gk . Îáîçíà÷èì
÷åðåç λτ = max {dk} , ãäå dk = sup

M ′
kM

′′
k ∈Gk

{d (M ′
k,M

′′
k )} � äèàìåòð ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk .

Ñòðîèì ÷àñòè÷íûå öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ñ íàïðàâëÿþùèìè ∂Gk è îáðàçó-
þùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz .

Òî÷êàì Mk (xk, yk) ∈ Gk ñîîòâåòñòâóþùåé íà ïîâåðõíîñòè S òî÷êè Mk (xk,yk,zk) ,
ãäå zk = f (xk, yk) = f (Mk) . ×åðåç òî÷êè Mk ïðîâîäèì êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ê ïî-
âåðõíîñòè S . Óêàçàííûå âûøå ÷àñòè÷íûå öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè âûðåçàþò ñî-
îòâåòñòâåííî â êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ îãðàíè÷åííûå ÷àñòè÷íûå ïëîñêèå ôèãóðû Dk

(êâàäðèðóåìûå). Ñîñòàâëÿåì ñóììó

DτG =
n∑
k=1

SDk
, (9.11)

ãäå SDk
� ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé ïëîñêîé ôèãóðû Dk .

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
λτ→0

Dτ
G
, (9.12)

íå çàâèñÿùèé êàê îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ τG , òàê è îò âûáîðà òî÷åê Mk (xk, yk) ∈ Gk, òî
îí íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè Mk (xk, yk,zk) ðàññìîòðèì íîðìàëü n⃗k ê ïîâåðõíîñòè S . Ñ îñüþ
Oz ýòè ÷àñòè÷íûå íîðìàëè áóäóò èìåòü íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû

cos
∧

(n⃗k, Oz) =
1√

1 + f
′2
kx (Mk) + f

′2
ky (Mk)

.

À òîãäà

SDk
= SGk

:
1√

1 + f
′2
kx (Mk) + f

′2
ky (Mk)

. (9.13)

Ïîäñòàâëÿåì (9.13) â (9.11) è ïîëó÷èì

DτG =
n∑
k=1

√
1 + f

′2
kx (Mk) + f

′2
ky (Mk)SGk

, (9.14)
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ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü (9.14) åñòü èíòåãðàëüíàÿ ñóììà Ðèìàíà äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

¨

G

√
1 + f ′2

x (x, y) + f ′2
y (x, y)dxdy. (9.15)

Äâîéíîé èíòåãðàë (9.15) ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà
íà G . Ïîëó÷èì:

lim
λτ→0

DτG =

¨

G

√
1 + f ′2

x (x, y) + f ′2
y (x, y)dxdy. (9.16)

Ôîðìóëà (9.15) ñëóæèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S �
ãðàôèêà ôóíêöèè z = f (x, y) .

Çàìå÷àíèå 9.2. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîâåðõíîñòè çàäàíû ôóíêöèÿìè x = F (y, z)
èëè y = Φ(x, z) ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ óêàçàííûì âûøå äëÿ ôóíêöèè
z = f (x, y) , ïëîùàäè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé âû÷èñëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïîìîùüþ ñëå-
äóþùèõ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ

¨

G1

√
1 + F ′2

y (y, z) + F ′2
z (y, z)dydz (9.17)

è ¨

G2

√
1 + Φ′2

x (x, z) + Φ′2
z (x, z)dxdz. (9.18)

Ïðèìåð 9.7. Íàéòè ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè z =
√
x2 + y2 , åñëè x2 + y2 ⩽ 2ax .

◀Ñòðîèì ðèñóíîê 9.6.

x

yО

2a

z

a

2a

S

x

yО

2a

z

a

2a

S

x

y

О 2aa

2
G

1
G

Ðèñóíîê 9.6

x2 + y2 − 2ax+ a2 = a2, (x− a)2 + y2 = a2, G = G1 ∪G2.

z′x =
x√

x2 + y2
, z′y =

y√
x2 + y2

.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: S = S1∪S2 � ïîâåðõíîñòü, |S| = |S1|+ |S2| � ïëîùàäü ïîâåðõ-
íîñòè
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|S| =
¨

G

√
1 +

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
dxdy =

¨

G

√
2dxdy =

√
2πa2 (êâ. åä.).

Îòâåò: S =
√
2πa2 (êâ. åä.).▶

ËÅÊÖÈß 10
Òðîéíûå èíòåãðàëû

10.1Çàäà÷à î ìàññå ìàòåðèàëüíîãî êóáèðóåìîãî òåëà

Ïóñòü äàíî êóáèðóåìîå ìàòåðèàëüíîå òåëî Ω ⊂ R3 ñ êâàäðèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ
∂Ω , íàïðèìåð, êóñî÷íî-ãëàäêîé. Ïëîòíîñòü òåëà u = ρ (x, y, z) . Íåîáõîäèìî äàòü ïîíÿ-
òèå ìàññû óêàçàííîãî òåëà è óêàçàòü ìåòîä åå âû÷èñëåíèÿ.

◀Åñëè ïëîòíîñòü ρ (x, y, z) = ρ0 = const, òî ìàññà òåëà

mΩ = ρ0VΩ, (10.1)

ãäå VΩ � îáúåì òåëà.
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî íåîäíîðîäíîå, òî åñòü

ρ (x, y, z) ̸= const.

Âîçüì¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τΩ òåëà Ω íà n (n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ òåë Ωk (k = 1, n) áåç
îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m (m ∈ N) ÷àñòè÷íûõ êâàäðèðóåìûõ
ïîâåðõíîñòåé Si (i = 1,m) . Ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì òî÷êè Mk (xk, yk, zk) ∈ Ωk . Ñ÷èòàåì,
÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê M (x, y, z) ∈ Ωk ïëîòíîñòü áóäåò ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ρk = ρ (Mk) .

Òîãäà ÷àñòè÷íàÿ ìàññà (ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè) ìàòåðèàëüíîãî ÷àñòè÷íîãî òåëà
Ωk áóäåò

mΩk
= ρk · VΩk

. (10.2)

À ìàññà âñåãî òåëà Ω áóäåò

mΩ = στ (ρ,Mk) =
n∑
k=1

ρkVΩk
. (10.3)

×åðåç λτ îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíûé èç äèàìåòðîâ dk (k = 1, n) ÷àñòè÷íûõ òåë Ωk

dk = sup
M ′

k,M
′′
k ∈Ωk

{d (M ′
k,M

′′
k )} . (10.4)

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
λτ→0

στ (ρ,Mk) (10.5)

è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ τΩ è âûáîðà òî÷åê Mk ∈ Ωk , òî îí íàçûâàåòñÿ
ìàññîé ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω .▶

Çàìå÷àíèå 10.1. Ìîæíî ïðèâåñòè è äðóãèå çàäà÷è, ìåòîäû ðåøåíèÿ êîòîðûõ àíà-
ëîãè÷íû ìåòîäó ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàïðèìåð, çàäà÷à î ìîìåíòå èíåðöèè
ìàòåðèàëüíîãî òåëà, çàäà÷à î ïðèòÿæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè òåëîì è äðóãèå çàäà÷è
(ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç ýòèõ çàäà÷ áóäóò ïîêàçàíû íèæå).
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10.2Ïîíÿòèå òðîéíîãî èíòåãðàëà

Îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íî ïîâòîðÿÿ ðàññóæ-
äåíèÿ àíàëîãè÷íûå, ÷òî è â ýòîé çàäà÷å, ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ òðîéíîãî èíòåãðàëà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f (x, y, z) îïðåäåëåíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè Ω ⊂ R3 ñ êâàäðè-
ðóåìîé ãðàíèöåé ∂Ω , íàïðèìåð, êóñî÷íî-ãëàäêîé.

Âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå τΩ îáëàñòè Ω íà n (n ∈ N) ÷àñòåé, áåç îáùèõ âíóò-
ðåííèõ òî÷åê, ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m (m ∈ N) êâàäðèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé Si
(i = 1,m) . Ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì òî÷êè Mk (xk, yk, zk) èç Ωk . Ñîñòàâëÿåì èíòåãðàëü-
íóþ ñóììó Ðèìàíà

στ (f,Mk) = στ =
n∑
k=1

f (Mk)∆Vk, (10.6)

ãäå ∆Vk � îáúåì ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Ωk .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λτ = max

k
{dk} , ãäå dk � äèàìåòð ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Ωk .

Îïðåäåëåíèå 10.1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
λτ→0

στ , (10.7)

è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò êàê îò ðàçáèåíèÿ τΩ , òàê è îò âûáîðà òî÷åê Mk ∈ Ωk

(k = 1, n) , òî îí íàçûâàåòñÿ òðîéíûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f (x, y, z) ïî îáëà-
ñòè Ω .

Òðîéíîé èíòåãðàë îáîçíà÷àåòñÿ

I =

˚

Ω

f (x, y, z) dxdydz, (10.8)

ãäå f (x, y, z) � ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, f (x, y, z) dxdydz � ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå, Ω � îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïî Êîøè ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà (10.8), òî åñòü ïðåäåëà (10.7), îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τΩ ∀τ < δ ∀Mk (xk, yk, zk) ∈ Ωk |στ − I| < ε.

Çàìå÷àíèå 10.2. Àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà, äëÿ òðîéíîãî èíòå-
ãðàëà ñïðàâåäëèâî íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè: åñëè ôóíêöèÿ f (x, y, z) èí-
òåãðèðóåìà ïî îáëàñòè Ω , òî îíà îãðàíè÷åíà íà çàìûêàíèè ýòîé îáëàñòè, òî åñòü íà
Ω = Ω

∪
∂Ω.

Äàëüøå ñòðîèì ñóììû Äàðáó: Sτ =
n∑
k=1

Mk∆Vk � âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó, ãäå

Mk = sup
(x,y,z)∈Ωk

f (x, y, z) è ∆Vk � îáúåì îáëàñòè Ωk ; sτ =
n∑
k=1

mk∆Vk � íèæíÿÿ

ñóììà Äàðáó, ãäå mk = inf f
(x,y,z)∈Ωk

(x, y, z) .

Ñâîéñòâà ñóìì Äàðáó èññëåäóþòñÿ àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà. Â
÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåðõíèõ ñóìì Äàðáó îãðàíè÷åíî ñíèçó, à
íèæíèõ � ñâåðõó ïî âñåì ðàçáèåíèåì τG è âûáîðå òî÷åê Mk (xk, yk, zk) ∈ Ωk . Â ýòîì ñëó-
÷àå I∗ = inf

τΩ, Mk∈Ωk

{Sτ} íàçûâàþò âåðõíèì èíòåãðàëîì Äàðáó, à I∗ = inf
τΩ, Mk∈Ωk

{sτ} �

íèæíèì èíòåãðàëîì Äàðáó.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå êðèòåðèè èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé.
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Òåîðåìà 10.1. Èíòåãðàë
˝
Ω

f (x, y, z) dxdydz ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà
lim
λτ→0

(Sτ − sτ ) = 0.

Òåîðåìà 10.2 (êðèòåðèé Äàðáó). Èíòåãðàë
˝
Ω

f (x, y, z) dxdydz ñóùåñòâóåò

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I∗ = I∗ = I .

Òåîðåìà 10.3 (êðèòåðèè Ðèìàíà). Èíòåãðàë
˝
Ω

f (x, y, z) dxdydz ñóùåñòâóåò

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò τΩ , ÷òî SτΩ − sτΩ < ε .

Çàìå÷àíèå 10.3. Èñïîëüçóÿ âûøå ñôîðìóëèðîâàííûå êðèòåðèè, ìîæíî äîêàçàòü
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 10.4. Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå, òî îíà èíòåãðèðóåìà íà
ýòîì êîìïàêòå.

10.3Ñâîéñòâà òðîéíûõ èíòåãðàëîâ

Òåîðåìà 10.5 (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè). Ïóñòü ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû

˚

Ω

f (x, y, z) dxdydz è

˚

Ω

g (x, y, z) dxdydz,

ãäå Ω � îáëàñòü èç R3 ñ êâàäðèðóåìîé ãðàíèöåé, è α, β � ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå
÷èñëà, òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ôóíêöèè

φ (x, y, z) = αf (x, y, z) + βg (x, y, z)

ïî îáëàñòè Ω è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
˚

Ω

φ (x, y, z) dxdydz = α

˚

Ω

f (x, y, z) dxdydz + β

˚

Ω

g (x, y, z) dxdydz. (10.9)

Òåîðåìà 10.6 (ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè). Ïóñòü îáëàñòü Ω = Ω1

∪
Ω2, ãäå îá-

ëàñòè Ω1 è Ω2 íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, à ãðàíèöû îáëàñòåé êóñî÷íî-
ãëàäêèå. Åñëè ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû

˚

Ω1

f (x, y, z) dxdydz è

˚

Ω2

f (x, y, z) dxdydz,

òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
˝
Ω

f (x, y, z) dxdydz è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

˚

G

f (x, y, z) dxdydz =

˚

G1

f (x, y, z) dxdydz +

˚

G2

f (x, y, z) dxdydz. (10.10)

Òåîðåìà 10.7 (ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè). Åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê îáëàñòè Ω ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f (x, y, z) ⩽ g (x, y, z)
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è îáå ôóíêöèè f (x, y, z) è g (x, y, z) èíòåãðèðóåìû ïî îáëàñòè Ω , òî ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ˚

Ω

f (x, y, z) dxdydz ⩽
˚

Ω

g (x, y, z) dxdydz. (10.11)

Òåîðåìà 10.8 (îöåíêà èíòåãðàëà ïî ìîäóëþ). Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f (x, y, z)
èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω . Òîãäà èíòåãðèðóåìà ïî
îáëàñòè G è ôóíêöèÿ |f (x, y, z)| è ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣∣

˚

Ω

f (x, y, z) dxdydz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
˚

Ω

|f (x, y, z)| dxdydz. (10.12)

Òåîðåìà 10.9 (òåîðåìà î ñðåäíåì). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) èíòåãðèðóåìà ïî
îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω è

m = inf
(x,y,z)∈Ω

f(x, y, z), M = sup
(x,y,z)∈Ω

f(x, y, z).

Òîãäà

mVΩ ⩽
˚

Ω

f(x, y, z)dxdydz ⩽MVΩ

è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ˚

Ω

f(x, y, z)dxdydz = µ · VΩ, (10.13)

ãäå µ � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç îòðåçêà [m,M ] è VΩ � îáúåì îáëàñòè Ω .

Ñëåäñòâèå 10.1. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèÿì òåîðåìû î ñðåäíåì ôóíêöèÿ
f(x, y, z) íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå Ω , òî ñóùåñòâóåò òî÷êà

M0(x0, y0, z0) ∈ Ω, ÷òî

˚

Ω

f(x, y, z)dxdydz = f(M0)VΩ. (10.14)

ËÅÊÖÈß 11
Âû÷èñëåíèå òðîéíûõ èíòåãðàëîâ. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû. Çàìåíà

ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå

11.1Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ òðîéíûõ èíòåãðàëîâ

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïà-
ðàëëåëåïèïåä.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ω =

(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣∣∣
a ⩽ x ⩽ b
c ⩽ y ⩽ d
l ⩽ z ⩽ p

 ,

ãäå a, b, c, d, l, p ∈ R ; ïóñòü

Z =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ a ⩽ x ⩽ b,
c ⩽ y ⩽ d

}
.
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Òåîðåìà 11.1. Åñëè ñóùåñòâóåò òðîéíîé èíòåãðàë
˝
Ω

f(x, y, z)dxdydz äëÿ ëþ-

áûõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê (x, y) ∈ Z è ñóùåñòâóåò
ṕ

l

f(x, y, z)dz = I(x, y) , òî ñóùå-

ñòâóåò ïîâòîðíûé èíòåãðàë

¨

Z

dxdy

pˆ

l

f(x, y, z)dz =

˚

Ω

f(x, y, z)dxdydz. (11.1)

Çàìå÷àíèå 11.1. Äâîéíîé èíòåãðàë
˜
Z

I(x, y)dxdy âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì âû-

÷èñëåíèÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ (òåîðåìà 8.1).

Çàìå÷àíèå 11.2. Äëÿ òðîéíûõ èíòåãðàëîâ áóäåò òàêæå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, àíà-
ëîãè÷íàÿ òåîðåìå 11.1 (ñôîðìóëèðóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî), äëÿ êîòîðîé ôîðìóëû çàêëþ-
÷åíèé áóäóò ñîîòâåòñòâåííî èìåòü âèä:

¨

Y

dxdz

dˆ

c

f(x, y, z)dy =

˚

Ω

f(x, y, z)dxdydz, (11.2)

¨

X

dydz

bˆ

a

f(x, y, z)dx =

˚

Ω

f(x, y, z)dxdydz, (11.3)

ãäå Y =

{
(x, z) ∈ R2

∣∣∣∣ a ⩽ x ⩽ b,
l ⩽ z ⩽ p

}
, X =

{
(y, z) ∈ R2

∣∣∣∣ c ⩽ y ⩽ d,
l ⩽ z ⩽ p

}
.

Çàìå÷àíèå 11.3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y, z) íåïðåðûâíà íà Ω (çàìûêàíèè îáëàñòè
Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ∂Ω ), òî äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà áóäóò ñïðàâåäëèâû çàêëþ÷åíèÿ
òåîðåìû 11.1 è òåîðåì èç çàìå÷àíèÿ 11.2. Òàêæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî òðîéíîìó
èíòåãðàëó âñåõ ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ èç ôîðìóë (11.1)�(11.3).

Òåïåðü ðàññìîòðèì êðèâîëèíåéíóþ îáëàñòü Ω1 , êîòîðàÿ ñíèçó è ñâåðõó îãðàíè÷åíà
êóñî÷íî-ãëàäêèìè ïîâåðõíîñòÿìè � ãðàôèêàìè ôóíêöèé z1 = z1(x, y) è z2 = z2(x, y) ,
îïðåäåë¼ííûìè íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G . Ãðàíèöåé
ñáîêó îáëàñòè Ω1 ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, äëÿ êîòîðîé íàïðàâëÿþùåé
áóäåò ∂G , à îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíóþ îñè Oz . Òàêóþ îáëàñòü Ω1 íàçîâåì ïðîñòåé-
øèì öèëèíäðè÷åñêèì òåëîì ïåðâîãî òèïà (ðèñóíîê 11.1).

Òåîðåìà 11.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òðîéíîé èíòåãðàë
˝
Ω1

f(x, y, z)dxdydz , ãäå

Ω1 � ïðîñòåéøåå öèëèíäðè÷åñêîå òåëî ïåðâîãî òèïà. Åñëè äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè (x, y, ) ∈ Z (Z = Ïð

xOy
Ω1 � ïðîåêöèÿ Ω1 íà ïëîñêîñòè xOy) ñóùåñòâóåò èíòå-

ãðàë
z2(x,y)´
z1(x,y)

f(x, y, z)dz = I(x, y) , òî ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé èíòåãðàë

¨

Z

I(x, y)dxdy =

¨

Z

dxdy

z2(x,y)ˆ

z1(x,y)

f(x, y, z)dz =

˚

Ω1

f(x, y, z)dxdydz. (11.4)
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Çàìå÷àíèå 11.4. Äâîéíîé èíòåãðàë
˜
Z

I(x, y)dxdy âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì âû-

÷èñëåíèÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ äëÿ êðèâîëèíåéíûõ îáëàñòåé (òåîðåìà 8.2).

Çàìå÷àíèå 11.5. Äëÿ òðîéíûõ èíòåãðàëîâ áóäåò òàêæå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, àíà-
ëîãè÷íàÿ òåîðåìå 11.2 (ñôîðìóëèðóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî), äëÿ êîòîðîé ôîðìóëû çàêëþ-
÷åíèé òåîðåìû áóäóò ñîîòâåòñòâåííî èìåòü âèä:

¨

Y

K(x, z)dxdz =

¨

Y

dxdz

y2(x,z)ˆ

y1(x,z)

f(x, y, z)dy =

˚

Ω2

f(x, y, z)dxdydz, (11.5)

¨

X

L(y, z)dydz =

¨

X

dydz

x2(y,z)ˆ

x1(y,z)

f(x, y, z)dx =

˚

Ω2

f(x, y, z)dxdydz. (11.6)

Äëÿ ôîðìóëû (11.5) Ω2 � ïðîñòåéøåå öèëèíäðè÷åñêîå òåëî âòîðîãî òèïà,
êîòîðîå îãðàíè÷åíî öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, íàïðàâëÿþùåé äëÿ íåå ñëóæèò ãðà-
íèöà ïðîåêöèè òåëà Ω2 íà ïëîñêîñòü xOz (∂Y ) . Êðîìå òîãî, òåëî Ω îãðàíè÷åíî ïîâåðõ-
íîñòÿìè � ãðàôèêàìè ôóíêöèé y1 = y1(x, z) è y2 = y2(x, z) , îïðåäåëåííûìè íà çàìûêà-
íèè îáëàñòè Y ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Y , ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ òî÷åê M(x, z) ∈ Y
áóäåò y1(x, z) ⩽ y2(x, z) (ðèñóíîê 11.1). Äëÿ ôîðìóëû (11.6) Ω3 � ïðîñòåéøåå öèëèí-
äðè÷åñêîå òåëî òðåòüåãî òèïà (îïðåäåëèòå ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ðèñóíîê 11.1

Çàìå÷àíèå 11.6. Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè
Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω , òî òðîéíîé èíòåãðàë

˝
Ω

f(x, y, z)dxdydz ñóùåñòâóåò

è áóäóò ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû (11.4) � äëÿ ïðîñòåéøåãî öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ïåðâîãî
òèïà; (11.5) � äëÿ ïðîñòåéøåãî öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà âòîðîãî òèïà; (11.6) � äëÿ ïðî-
ñòåéøåãî öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà òðåòüåãî òèïà.

Ïðèìåð 11.1. Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë
˝
Ω

zdxdydz , ãäå Ω åñòü îáëàñòü, îãðà-

íè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòÿìè x+ y + z = 2 , x = 0 , y = 0 , z = 0 .

◀ Èçîáðàçèì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ (ðèñóíîê 11.2). Âèäíî, ÷òî îáëàñòü èíòåãðè-
ðîâàíèÿ åñòü ïðîñòåéøåå òåëî êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî, òàê è òðåòüåãî òèïîâ.



106

x

yО

z

2

2

2

Ðèñóíîê 11.2

I =

˚

Ω

zdxdydz =

2ˆ

0

zdz

2−zˆ

0

dy

2−y−zˆ

0

dx =

=

2ˆ

0

zdz

2−zˆ

0

x|2−y−z0 dy =

2ˆ

0

zdz

2−zˆ

0

(2− y − z)dy =

2ˆ

0

z

(
2y − y2

2
− zy

)∣∣∣∣2−z
0

dz =

=

2ˆ

0

(
4z − 2z2 − 1

2
z(4− 4z + z2)− 2z2 + z3

)
dz =

=

2ˆ

0

(
4z − 2z2 − 2z + 2z2 − 1

2
z3 − 2z2 + z3

)
dz =

=

2ˆ

0

(
2z − 2z2 +

1

2
z3
)
dz = z2

∣∣2
0
− 2z3

3

∣∣∣∣2
0

+
z4

8

∣∣∣∣2
0

= 4− 16

3
+

16

8
=

2

3
.

Îòâåò: I = 2
3
.▶

11.2Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

11.2.1Îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòåé

Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz çàäàíà îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G ,
à â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ouvt çàäàíà îáëàñòü D òàêæå ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D .

Ôóíêöèè x = x(u, v, t), y = y(u, v, t) è z = z(u, v, t) áèåêòèâíî îòîáðàæàþò îáëàñòü
D íà îáëàñòü G è ãðàíèöó ∂D íà ãðàíèöó ∂G . Òîãäà ñóùåñòâóþò îáðàòíûå ôóíêöèè
u = x−1(x, y, z) , v = y−1(x, y, z) , t = z−1(x, y, z) . Ôóíêöèè x = x(u, v, t) , y = y(u, v, t) ,

z = z(u, v, t) è îáðàòíûå èì ôóíêöèè (ðåøåíèå ñèñòåìû


x = x(u, v, t),
y = y(u, v, t),
z = z(u, v, t),

óðàâíåíèé),

à òàêæå ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû ñîîòâåò-
ñòâåííî íà D è G .
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Ôóíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòü

I =
D(x, y, z)

D(u, v, t)
=

∣∣∣∣∣∣
x′u, x

′
v, x

′
l

y′u, y
′
v, y

′
l

z′u, z
′
v, z

′
l

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 è I · J = 1,

ãäå

J =

∣∣∣∣∣∣
u′x, u

′
y, u

′
z

vx, v
′
y, v

′
z

t′x, t′y, t
′
z

∣∣∣∣∣∣ .
Ïóñòü äàíû óêàçàííûå âûøå äâå äåêàðòîâûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âîçüìåì òî÷êó

M(u0, v0, t0) ∈ D . Ïëîñêîñòè u = u0 , v = v0 , t = t0 â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ouvt íàçû-
âàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè. Ýòè êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè ôóíêöèè x(u, v, t) ,
y(u, v, t) , z(u, v, t) îòîáðàæàþò â ïðîñòðàíñòâî Oxyz ñîîòâåòñòâåííî â êðèâîëèíåéíûå
ïîâåðõíîñòè, à òî÷êà M0(u0, v0, t0) îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó M

′
0(u0, v0, t0) ∈ G (ïåðåñå÷åíèå

óêàçàííûõ êðèâîëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòåé). Êîîðäèíàòû òî÷êè M ′
0 íàçûâàþòñÿ êðèâî-

ëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè â îáëàñòè G .

11.2.2Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ïóñòü ðîëü ôóíêöèé x(u, v, t) , y(u, v, t) è z(u, v, t) èãðàþò ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè

x = r cosφ, y = r sinφ, z = z, (11.7)

ãäå r è φ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè òî÷êè M ′(r, φ, z) ïðîñòðàíñòâà xyz íà
ïëîñêîñòü z = 0 ( 0 ⩽ r < +∞ , 0 ⩽ φ < 2π ). Âåëè÷èíû r, φ, z íàçûâàþòñÿ öèëèí-
äðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M ′ (ðèñóíîê 11.3).

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò èìååì òðè ñåìåéñòâà êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé:
1) r = const ( 0 ⩽ r < +∞ ) � öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè (ïðè r = 0 � îñü Oz );
2) φ = const ( 0 ⩽ φ < 2π ) � âåðòèêàëüíûå ïîëóïëîñêîñòè;
3) z = const (−∞ < z < +∞ ) � ãîðèçîíòàëüíûå ïëîñêîñòè.

x

yО

( , )M r j¢¢

z

r
j

( , , )M r zj¢
ì
ï
ïï
í
ï
ï
ïî

z

Ðèñóíîê 11.3

ßêîáèàí

I =
D(x, y, z)

D(r, φ, z)
=

∣∣∣∣∣∣
(r cosφ)′r (r cosφ)

′
φ (r cosφ)′z

(r sinφ)′r (r sinφ)′φ (r sinφ)′z
z′r z′φ z′z

∣∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣
cosφ −r sinφ 0
sinφ r cosφ 0
0 0 · r 1

∣∣∣∣∣∣ = r

∣∣∣∣∣∣
cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =
= r · (−1)3+3

∣∣∣∣ cosφ − sinφ
sinφ cosφ

∣∣∣∣ = r.

11.2.3Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ðàññìàòðèâàåì òàêæå óêàçàííûå âûøå îòîáðàæåíèÿ, ãäå â êà÷åñòâå ôóíêöèé
x(u, v, t) , y(u, v, t) , z(u, v, t) âûñòóïàþò ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè

x = ρ cosφ · sin θ, y = ρ sinφ · sin θ, z = ρ cos θ, (11.8)

ãäå M ′(ρ, φ, θ) èç ïðîñòðàíñòâà Îxyz. Ïðè÷åì ρ � ðàññòîÿíèå òî÷êè M ′ îò íà÷àëà
êîîðäèíàò, φ � ïîëÿðíàÿ êîîðäèíàòà, θ � óãîë ìåæäó îñüþ z è âåêòîðîì OM ′ (ðèñó-
íîê 11.4).

x

y
О

( , )M x y¢¢

x

z

r
j

q

y

q
r

( , , ) ( , , )M M x y zr j q¢ ¢=

Ðèñóíîê 11.4

Êîîðäèíàòû óêàçàííîé òî÷êè M ′(ρ, φ, θ) íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíà-
òàìè, ïðè÷åì: 0 ⩽ ρ < +∞ , 0 ⩽ φ < 2π , 0 ⩽ θ ⩽ π .

Ýòèì êîîðäèíàòàì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè:
1) ρ = const � ñôåðû, ïðè r = 0 � âûðîæäåííûå 0 ⩽ ρ < +∞ ;
2) θ = const � ïîëóêîíóñû ( 0 ⩽ θ ⩽ π ), ïðè θ = 0 è θ = π � âûðîæäåííûå;
3) φ = const � âåðòèêàëüíûå ïîëóïëîñêîñòè 0 ⩽ φ < 2π .
Íàéä¼ì ÿêîáèàí óêàçàííîãî îòîáðàæåíèÿ.

I =

∣∣∣∣∣∣
(ρ cosφ sin θ)′ρ (ρ sinφ sin θ)′ρ (ρ cos θ)′ρ
(ρ cosφ sin θ)′φ (ρ sinφ sin θ)′φ (ρ cos θ)′φ
(ρ cosφ sin θ)′θ (ρ sinφ sin θ)′θ (ρ cos θ)′θ

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
cosφ sin θ sinφ sin θ cos θ

−ρ sin θ sinφ ρ sin θ cosφ 0 · ρ · sin θ
ρ cosφ cos θ ρ sinφ cos θ −ρ sin θ

∣∣∣∣∣∣ =
= ρ2 sin θ

∣∣∣∣∣∣
cosφ sin θ sinφ sin θ cos θ
− sinφ cosφ 0

cosφ cos θ sinφ cos θ − sin θ

∣∣∣∣∣∣ =
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= ρ2 sin θ

(
(−1)1+3 cos θ

∣∣∣∣ − sinφ cosφ
cosφ cos θ sinφ cos θ

∣∣∣∣+
+(−1)3+3(− sin θ)

∣∣∣∣ cosφ sin θ sinφ sin θ
− sinφ cosφ

∣∣∣∣) =

= ρ2 sin θ(− cos2 θ − sin2 θ) = −ρ2 sin θ.

Çàìå÷àíèå 11.7. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òî÷êè âèäà M ′(ρ, θ, φ) , òî I = ρ2 sin θ ,
íî â îáîèõ ñëó÷àÿõ |I| = ρ2 sin θ .

11.2.4Ýëåìåíò îáúåìà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå çàìûêàíèÿ îáëàñòè D â ñèñòåìå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò
ïðîñòðàíñòâà uvt íà çàìûêàíèå îáëàñòè G ïðîñòðàíñòâà Oxyz , äëÿ êîòîðîãî êîîðäè-
íàòû u , v , t áóäóò êðèâîëèíåéíûìè, ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé x = x(u, v, t) , y = y(u, v, t, ) ,
z = z(u, v, t) , óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì óêàçàííûì â 1, ïóíêòà 5 ñâîéñòâàì. Ïðÿìîóãîëü-
íûé ïàðàëëåëåïèïåä èç îáëàñòè D ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì êîîð-
äèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, è áåñêîíå÷íî ìàëûìè ðåáðàìè îòîáðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàí-
íûõ âûøå ôóíêöèé â êðèâîëèíåéíûé ïàðàëëåëåïèïåä îáëàñòè G (ðèñóíîê 11.5).

M

3
M

1
M

2
M

Ðèñóíîê 11.5

Ïóñòü òî÷êà èìååò äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû x , y , z , à êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû
u , v , t . Äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû òî÷êè M1 ïóñòü áóäóò x + dx , y + dy , z + dz , à
êðèâîëèíåéíûå u + du , v , t . Òîãäà, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.3, ïîëó÷èì
âåêòîðû

−−−→
MM1 =

(
∂x

∂u
du,

∂y

∂u
du,

∂z

∂u
du

)
,

−−−→
MM2 =

(
∂x

∂v
dv,

∂y

∂v
dv,

∂z

∂v
dv

)
,

−−−→
MM3 =

(
∂x

∂t
dt,

∂y

∂t
dt,

∂z

∂t
dt

)
.

Òîãäà îáúåì ïàðàëëåïèïåäà (êðèâîëèíåéíîãî) áóäåò ðàâåí ñ òî÷íîñòüþ, íå ïðåâîñõî-
äÿùåé âåëè÷èíó âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ýòèì îáúåìîì, îïðåäå-
ëèòåëþ, ñîñòàâëåííîìó èç êîîðäèíàò âûøå óêàçàííûõ âåêòîðîâ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
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dv = ±

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u
du ∂y

∂u
du ∂z

∂u
du

∂x
∂v
dv ∂y

∂v
dv ∂z

∂v
dv

∂x
∂t
dt ∂y

∂t
dt ∂z

∂t
dt

∣∣∣∣∣∣ = ±D(x, y, z)

D(u, v, t)
dudvdt = ±Idudvdt. (11.9)

11.3Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå ââîäèòñÿ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî, êàê è
çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå:

Òåîðåìà 11.3. Ïóñòü ôóíêöèè x = x(u, v, t) , y = y(u, v, t) , z = z(u, v, t) è ñóùå-
ñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû íà çàìûêàíèè îáëàñòè
D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D è áèåêòèâíî (óêàçàííûå ôóíêöèè) îòîáðàæàþò îá-
ëàñòü D íà îáëàñòü G , à ãðàíèöó ∂D íà ãðàíèöó ∂G (êóñî÷íî-ãëàäêóþ). ßêîáèàí

I = D(x,y,z)
D(u,v,t)

̸= 0 . Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y, z) íåïðåðûâíà íà G èëè îãðàíè÷åíà íà G è
íåïðåðûâíà íà G çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, ìíîæåñòâà òî÷åê ìåðû íóëü, òî˚

G

f(x, y, z)dxdydz =

˚

D

f(x(u, v, t), y(u, v, t), z(u, v, t) |I| dudvdt. (11.10)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî (íà óðîâíå ôèçè÷åñêîé ñòðîãî-
ñòè).

Çàìå÷àíèå 11.8. Ôîðìóëà (11.10) â ñëó÷àå ïåðåõîäà îò ïðÿìîóãîëüíûõ äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàò ê êðèâîëèíåéíûì öèëèíäðè÷åñêèì è ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ïðèìåò
ñîîòâåòñòâåííî âèä (11.11) è (11.12).˚

G

f(x, y, z)dxdydz =

˚

D

f(r cosφ, r sinφ, z = z)rdφdrdz, (11.11)

˚

G

f(x, y, z)dxdydz =

=

˚

D

f(ρ cosφ sin θ, ρ sinφ sin θ, ρ cos θ)ρ2 sin θdφdθdρ. (11.12)

Ïðèìåð 11.2. Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë
˝
G

(x2 + y2)dxdydz , ãäå îáëàñòü G

îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòÿìè 2z = x2 + y2 è z = 2 .

◀Ñòðîèì ðèñóíîê îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ (ðèñóíîê 11.6), ïîêàçûâàÿ å¼ òîëüêî â
ïåðâîì îêòàíòå, òàê êàê îíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé x = 0
è y = 0 . Â òðîéíîì èíòåãðàëå ïåðåéäåì îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê öèëèíäðè÷åñêèì.
Ïîâåðõíîñòü x2 + y2 = 2z â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

I =

˚

G

(
x2 + y2

)
dxdydz =

˚

D

r2rdrdφdz = 4

π
2ˆ

0

dφ

2ˆ

0

r3dr

2ˆ

r2

2

dz =

= 2π

2ˆ

0

r3z
∣∣∣2
r2

2

dr = 2π

2ˆ

0

r3
(
2− r2

2

)
dr = 2π

(
2 · r

4

4

∣∣∣∣2
0

− 1

2
· r

6

6

∣∣∣∣2
0

)
=

16

3
π.
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x

yО

z

2

2

2

Ðèñóíîê 11.6

Îòâåò: I = 16
3
π .▶

Ïðèìåð 11.3. Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë
˝

z2dxdydz , ãäå îáëàñòü G îãðàíè-
÷åíà ïîâåðõíîñòÿìè x2 + y2 + z2 = R2 è x2 + y2 + z2 = 2Rz , R > 0 .

◀Ïîñòðîèì ðèñóíîê îáëàñòè G â ïåðâîì îêòàíòå ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè åå îòíîñè-
òåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé x = 0 è y = 0 , à òàêæå ñèììåòðèè è ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè z2 = z2+0·x2+0·y2 îòíîñèòåëüíî ýòèõ ïëîñêîñòåé (ðèñóíîê 11.7). Âíà÷àëå íà-

õîäèì àïïëèêàòó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íàøèõ ñôåð, ðåøàÿ ñèñòåìó

{
x2 + y2 + z2 = R2,
x2 + y2 + z2 = 2R2z.

Ïîëó÷àåì R2 = 2Rz , z = R
2
. Óãîë θ îïðåäåëÿåì èç △ O′OB :

cos θ =
R

2R
, cos θ =

1

2
, θ =

π

3
.

q

x

yО R

z

R

R

R

O¢

A

B

Ðèñóíîê 11.7

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà ïðèìåíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïåðåéäÿ ê ñôå-
ðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì. Ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü, ÷òî ïðè z ⩾ 0 ëó÷è, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà
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êîîðäèíàò (òî÷êè O ) ïðè 0 ⩽ θ ⩽ π
3
ïåðåñåêàþò ãðàíèöó îáëàñòè G , ïðåäñòàâëåííóþ

óðàâíåíèåì
x2 + y2 + z2 = R2,

à ïðè π
3
⩽ θ ⩽ π

2
� óðàâíåíèåì x2+y2+z2 = 2Rz . Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðåäñòàâëÿåì îáëàñòü

G = G1

∪
G2 G1 � äëÿ 0 ⩽ θ ⩽ π

3
, G2 � äëÿ π

3
⩽ θ ⩽ π

2
, ãäå ÷àñòè÷íûå îáëàñòè G1

è G2 íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Äàëüøå âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè òðîéíîãî
èíòåãðàëà

I =

˚

G

z2dxdydz =

˚

G1

z2dxdydz +

˚

G1

z2dxdydz =

=

˚

D1

ρ4 cos2 θ · sin θdρdφdθ +
˚

D2

ρ4 cos2 θ · sin θdρdφdθ =

= 4


π
2ˆ

0

dφ

π
3ˆ

0

sin θ · cos2 θdθ
R̂

0

ρ4dρ+

π
2ˆ

0

dφ

π
2ˆ

0

sin θ · cos2 θdθ
2R cos θˆ

0

ρ4dρ

 =

= 4 · π
2

− cos3 θ

3

∣∣∣∣π3
0

· ρ
5

5

∣∣∣∣R
0

+

π
2ˆ

π
3

sin θ · cos2 θ · ρ
5

5

∣∣∣∣2R cos θ

0

dθ

 =

= 2π

(1

3
− 1

24

)
R5

5
− 32

5
R5

π
2ˆ

π
3

cos7 θd (cos θ)

 =

= 2π

(
7R5

120
− 32R5

5
· cos

8 θ

8

∣∣∣π2π
3

)
= 2π

(
7R5

120
+

32R5

5
· 1

8 · 28

)
=

= 2π

(
7R5

120
+

R5

5 · 64

)
= πR5

(
7

60
+

1

160

)
= πR5 · 56 + 3

480
=

59πR5

480
.

Îòâåò: I = 59πR5

480
. ▶

ËÅÊÖÈß 12
Ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ òðîéíûõ èíòåãðàëîâ

12.1Âû÷èñëåíèå ìàññû òåëà

Èç çàäà÷è î ìàññå ìàòåðèàëüíîãî êóáèðóåìîãî òåëà è ïîíÿòèÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà
ñëåäóåò, ÷òî åñëè óêàçàííîå â çàäà÷å òåëî Ω èìååò îáúåìíóþ ïëîòíîñòü ρ (x, y, z) (ïðåä-
ïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ôóíêöèÿ ρ (x, y, z) íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè Ω ), òî
ìàññà òåëà Ω âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

mΩ =

˚

Ω

ρ (x, y, z) dxdydz. (12.1)

Ïðèìåð 12.1. Îïðåäåëèòü ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = h
(h > 0) è x2 + y2 − z2 = 0 , åñëè ïëîòíîñòü â êàæäîé òî÷êå òåëà ïðîïîðöèîíàëüíà
àïïëèêàòå ýòîé òî÷êè, à â òî÷êå M (0, 0, h) ýòà ïëîòíîñòü ðàâíà h .
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◀Ïëîòíîñòü òåëà ðàâíà ρ = kz . Íàéäåì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èç
íà÷àëüíûõ äàííûõ ρ (M) = h , h = kh , k = 1 . Èñêîìóþ ìàññó âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå
(12.1), ïåðåõîäÿ ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (ðèñóíîê 12.1), ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ
ρ è Ω îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé x = 0 è y = 0 .

x

yО
h

h

h

z

j

Ðèñóíîê 12.1

mΩ =

˚

Ω

zdxdydz =

˚

Ω

zrdrdφdz =
[
x2 + y2 = z2, r2 = z2, z = r

]
=

= 4

π
2ˆ

0

dφ

hˆ

0

rdr

hˆ

r

dz = 4 · π
2

hˆ

0

r · z
2

2

∣∣∣∣h
r

dr =

= π

hˆ

0

r
(
h2 − r2

)
dr = π

(
h2 · r

2

2

∣∣∣∣h
0

− r4

4

∣∣∣∣h
0

)
=

= π

(
h4

2
− h4

4

)
=
πh4

4
(åä. ìàññû).

Îòâåò: mΩ = πh4

4
(åä. ìàññû).▶

Ïðèìåð 12.2. Îïðåäåëèòü ìàññó ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè

x2 + y2 + z2 = a2 è x2 + y2 + z2 = 4a2 (a < 0) ,

åñëè ïëîòíîñòü â êàæäîé åãî òî÷êå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ òî÷êè îò íà-
÷àëà êîîðäèíàò.

◀Ïîñòðîèì ðèñóíîê 12.2 (ó÷èòûâàåì ïðè ýòîì, à òàêæå ïðè âû÷èñëåíèè èíòå-
ãðàëà ñèììåòðèþ òåëà è ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî âñåõ êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòåé). Âû÷èñëÿåì èñêîìóþ ìàññó ïî ôîðìóëå (12.1), ïåðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêèì êî-
îðäèíàòàì, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïëîòíîñòü ρ(x, y, z) = k√

x2+y2+z2
, ãäå k � êîýôôèöèåíò

ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
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x

yО

a

z

2a

a

2aa

2a

Ðèñóíîê 12.2

mΩ =

˚

Ω

ρ(x, y, z)dxdydz =

˚

Ω

k√
x2 + y2 + z2

dxdydz = k

˚

Ω

1

r
r2 sin θdrdφdθ =

= k

˚

Ω

r sin θdrdφdθ = 8k

π
2ˆ

0

dφ

π
2ˆ

0

sin θdθ

2aˆ

a

rdr =

= 8k
π

2

(
− cos θ|

π
2

0

) r2
2

∣∣∣∣2a
a

= 2kπ (1− 0)
(
4a2 − a2

)
= 6kπa2 (åä. ìàññû).

Îòâåò: mΩ = 6kπa2 (åä. ìàññû).▶

12.2Âû÷èñëåíèå îáúåìîâ òåë

Åñëè â ôîðìóëå (12.1) ρ (x, y, z) = 1 , òî ìàññà òàêîãî òåëà Ω áóäåò ÷èñëåííî ðàâíà
îáúåìó ýòîãî òåëà. Ïîëó÷èì ôîðìóëó ÷åðåç òðîéíîé èíòåãðàë âû÷èñëåíèÿ îáúåìà òåëà

VΩ =

˚

Ω

dxdydz. (12.2)

Ïðèìåð 12.3. Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè

x2 + y2 + z2 = 4 è 3z = x2 + y2.

◀Ïîñòðîèì èçîáðàæåíèå äàííîãî òåëà (ðèñóíîê 12.3).
Íàéä¼ì ïðîåêöèþ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû è ïàðàáîëîèäà íà ïëîñêîñòü xOy . Äëÿ

ýòîãî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé z2 = 4 − (x2 − y2) , z2 =
(x2−y2)

9
äîñòàòî÷íî èñêëþ÷èòü

ïåðåìåííóþ z . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(x2 − y2)
2

9
= 4−

(
x2 + y2

)
,

èëè (
x2 + y2

)2
+ 9

(
x2 + y2

)
− 36 = 0,
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x

y

О

q

z

r
2 2

3x y+ =

Ðèñóíîê 12.3

îòêóäà x2+y2 = −12 è x2+y2 = 3 . Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèåì ïðîåêöèè áóäåò îêðóæ-
íîñòü x2 + y2 = 3 . Â ñèëó ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà (G) , íàõîäÿ-
ùåãîñÿ â ïåðâîì îêòàíòå, è ðåçóëüòàò óìíîæèòü íà 4. Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå (12.2)
äëÿ èñêîìîãî îáú¼ìà V ïîëó÷èì V = 4

˝
G

dxdydz . Òàê êàê ïðîåêöèÿ äàííîãî òåëà

(G) íà ïëîñêîñòü xOy åñòü êðóã x2 + y2 ⩽ 3 , òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà
öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî ôîð-
ìóëàì (11.7) óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè x2 + y2 = 3 , ïàðàáîëîèäà 3z = x2 + y2 è ñôåðû
x2 + y2 + z2 = 4 ñîîòâåòñòâåííî ïðèíèìàþò âèä: r =

√
3 , z = 1

3
r2 è z =

√
4− r2 . Èç

ðèñóíêà 12.3 âèäíî, ÷òî â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ (D) óãîë φ èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî π
2
,

r � îò 0 äî
√
3 , à z � îò z = 1

3
r3 äî z =

√
4− r2 . Ïîòîìó

VΩ = 4

˚

G

dxdydz = 4

˚

D

rdrdφdz = 2π

√
3ˆ

0

rz
∣∣∣√4−r2

r2

3

dz =

= 2π

√
3ˆ

0

r

(√
4− r2 − r2

3

)
dr = 2π


√
3ˆ

0

r
√
4− r2dr −

√
3ˆ

0

r3

3
dr

 =

= 2π

−1

2

√
3ˆ

0

√
4− r2d(4− r2)− r4

12

∣∣∣∣
√
3

0

 =

= 2π

−1

2

(4− r2)
3
2

3
2

∣∣∣∣∣
√
3

0

− 9

12

 =
19π

6
(åä. îáúåìà).

Îòâåò: VΩ = 19
6
π (åä. îáúåìà).▶

Ïðèìåð 12.4. Âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ òðîéíîãî èíòåãðàëà îáúåì òåëà, îãðàíè÷åí-
íîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = x2 + y2 , z = 2x2 + 2y2 , y = x , y = x2 .
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◀Îáúåì òåëà íàõîäèì ïî ôîðìóëå (12.2). Ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ ðèñóíêîâ
ïðåäñòàâèì âèä íàøåãî òåëà. Ðèñóíîê 12.4 åñòü ïðîåêöèÿ íàøåãî òåëà íà ïëîñêîñòü
xOy .

x

y

О
1

1

Ðèñóíîê 12.4

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ íàïðàâëÿþùåé (ïàðàáîëè÷åñêèé ñåãìåíò � ðèñóíîê
12.4) è îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz , âûðåçàåò ó ïîâåðõíîñòè z = x2 + y2

÷àñòè÷íóþ ïîâåðõíîñòü (íèæíåå îñíîâàíèå öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ðèñóíîê � 12.5) è ó
ïîâåðõíîñòè z = 2x2+2y2 ÷àñòè÷íóþ ïîâåðõíîñòü (âåðõíåå îñíîâàíèå öèëèíäðè÷åñêîãî
òåëà � ðèñóíîê 12.6).

x

yО
2

1

1

2

2

z

Ðèñóíîê 12.5

Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå îáúåìà òåëà ÷åðåç òðîéíîé èíòåãðàë â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò (Ïî÷åìó òðóäíåå â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ? Ïîÿñíèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

VΩ =

˚

Ω

dxdydz =

1ˆ

0

dx

xˆ

x2

dy

2(x2+y2)ˆ

x2+y2

dz =

1ˆ

0

dx

xˆ

x2

(
x2 + y2

)
dy =
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x

yО
2

1

1

4

2

z

Ðèñóíîê 12.6

=

1ˆ

0

(
x2y +

y3

3

)∣∣∣∣x
x2

dx =

1ˆ

0

(
x3 − x4 +

1

3

(
x3 − x6

))
dx =

=
x4

4

∣∣∣∣1
0

− x5

5

∣∣∣∣1
0

+
1

3

(
x4

4

∣∣∣∣1
0

− x7

7

∣∣∣∣1
0

)
=

1

4
− 1

5
+

1

12
− 1

21
=

3

35
(åä. îáúåìà).

Îòâåò: VΩ = 3
35

(åä. îáúåìà).▶

12.3Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû, ìîìåíò èíåðöèè è öåíòðû òÿæåñòè
ìàòåðèàëüíûõ òåë

Àíàëîãè÷íî, êàê è ïðè ðàññìîòðåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà, èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòå-
ãðàëà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû ( ρ (x, y, z) � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü òåëà Ω ).

Còàòè÷åñêèé ìîìåíò ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xOz :

MxOz =

˚

Ω

yρ (x, y, z) dxdydz. (12.3)

Còàòè÷åñêèé ìîìåíò ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè yOz :

MyOz =

˚

Ω

xρ (x, y, z) dxdydz. (12.4)

Ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xOy :

MxOy =

˚

Ω

zρ (x, y, z) dxdydz. (12.5)
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Ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî îñè Oz :

IOz =

˚

Ω

(
x2 + y2

)
ρ (x, y, z) dxdydz. (12.6)

Ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî îñè Ox :

IOx =

˚

Ω

(
y2 + z2

)
ρ (x, y, z) dxdydz. (12.7)

Ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî îñè Oy :

IOy = Ω

˚

ψ

(
x2 + z2

)
ρ (x, y, z) dxdydz. (12.8)

Ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðà òÿæåñòè ïëîñêîé
ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè ìàòåðè-
àëüíîãî òåëà Ω .

Åñëè òî÷êà M0 (xc, yc, zc) � öåíòð òÿæåñòè ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω , òî

xc =
My0z

mΩ

, yc =
Mx0z

mΩ

, zc =
Mx0y

mΩ

, (12.9)

ãäå mΩ � ìàññà òåëà Ω .

Ïðèìåð 12.5. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ îäíîðîäíîãî òåëà (ρ = 1) , îãðàíè-
÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè x2 + y2 + z2 = 9 , x2 + y2 = 2

√
3z

(
x2 + y2 ⩽ 2

√
3z
)
.

◀Èçîáðàçèì ðèñóíîê 12.7 òåëà â ïåðâîì îêòàíòå (òåëî ñèììåòðè÷íî êàê ïî îáú-
åìó, òàê è ïî ìàññå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé xOz è yOz ). Íàõîäèì àïïëèêàòó òî÷åê
ïîâåðõíîñòåé òåëà (ïî îêðóæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ).

z2 + 2
√
3z − 9 = 0,

D

4
=
(√

3
)2

+ 9 = 12, z =
√
12−

√
3.

Äàëüøå îïðåäåëÿåì ðàäèóñ îêðóæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé

x2 + y2 +
(√

12−
√
3
)2

= 9, x2 + y2 = 6, R =
√
6.

Èç óñëîâèé óêàçàííîé âûøå ñèììåòðèè ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè
òåëà ðàâíû íóëþ, òî åñòü xc = yc = 0 .

Êîîðäèíàòó zc íàõîäèì ïî òðåòüåé ôîðìóëå (12.9). Ó÷èòûâàåì òàêæå, ÷òî ïîäûíòå-
ãðàëüíûå ôóíêöèè òðîéíûõ èíòåãðàëîâ â óêàçàííîé ôîðìóëå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëü-
íî ïëîñêîñòåé x = 0 è y = 0 . Ïðè âû÷èñëåíèè èñïîëüçóåì ïåðåõîä ê öèëèíäðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

mΩ =

˚

Ω

dxdydz =

˚

D

rdrdφdz =
[
x2 + y2 + z2 = 9, r2 = 9− z2, z =

√
9− r2,

x2 + y2 = 2
√
3z, r2 = 2

√
3z, z =

r2

2
√
3

]
= 4

π
2ˆ

0

dφ

√
6ˆ

0

rdr

√
9−r2ˆ

r2

2
√

3

dz =
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x

yО

z

3

3

3

2 3

2 3

2 3

3
12

Ðèñóíîê 12.7

= 2π

√
6ˆ

0

rz|
√

9−r2

r2

2
√

3

dr = 2π

√
6ˆ

0

r

(√
9− r2 − r2

2
√
3

)
dr =

= 2π

−1

2
· (9− r2)

3
2

3
2

∣∣∣∣∣
√
6

0

− 1

2
√
3
· r

4

4

∣∣∣∣
√
6

0

 = 2π

(
−1

3

(
3

3
2 − 27

)
− 36

2
√
3 · 4

)
=

= 2π

(
9−

√
3− 3

2

√
3

)
= 2π

(
9− 5

2

√
3

)
(åä. ìàññû).

MxOy =

˚

Ω

zdxdydz =

˚

D

zrdrdφdz =

= 4

π
2ˆ

0

dφ

√
6ˆ

0

rdr

√
9−r2ˆ

r2

2
√
3

zdz = 2π

√
6ˆ

0

r · z
2

2

∣∣∣∣
√
9−r2

r2

2
√
3

dr =

= π

√
6ˆ

0

r

(
9− r2 − r4

4 · 3

)
dr = π

(
9

2
r2
∣∣√6

0
− r4

4

∣∣∣∣
√
6

0

− 1

12
·r

6

6

∣∣∣∣
√
6

0

)
=

= π

(
9

2
6− 9− 63

2 · 62

)
= π (18− 3) = 15π.

Òîãäà

zc =
15π

π
(
18− 5

√
3
) =

15
(
18 + 5

√
3
)

249
=

5

83

(
18 + 5

√
3
)
.

Îòâåò: M0

(
0; 0; 5

83

(
18 + 5

√
3
))
.▶

Ïðèìåð 12.6. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè îäíîðîäíîãî òåëà, îãðàíè÷åííîãî
ñôåðîé x2 + y2 + z2 = 4 è ïàðàáîëîèäîì 3z = x2 + y2 .
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◀Îáú¼ì V äàííîãî òåëà âû÷èñëåí â çàäà÷å 12.3 (ðèñóíîê 12.3): V = 19
6
π . Òàê êàê

äàííîå òåëî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Oz è òåëî îäíîðîäíî, òî öåíòð òÿæåñòè
åãî ëåæèò íà îñè Oz , ñëåäîâàòåëüíî, xc = yc = 0. Îñòà¼òñÿ íàéòè àïïëèêàòó öåíòðà
òÿæåñòè òåëà, òî åñòü zc = Mx0y

mΩ
. Â íàøåì ñëó÷àå, äëÿ ïðîñòîòû, ñ÷èòàåì òåëî îäíî-

ðîäíûì ñ ïëîòíîñòüþ ðàâíîé åäèíèöå, à òîãäà â ýòîì ñëó÷àå mΩ = V . Ïåðåõîäÿ ê
öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, íàéä¼ì ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò MxOy :

MxOy =

˚

Ω

zdxdydz =

˚

D

zrdrdφdz =

2πˆ

0

dφ

√
3ˆ

0

rdr

√
4−r2ˆ

1
3
r2

zdz =

= 2π

√
3ˆ

0

r · z
2

2

∣∣∣∣
√
4−r2

1
3
r2

dr = π

√
3ˆ

0

r

(
4− r2 − 1

9
r4
)
dr =

= π

(
2r2 − 1

4
r4 − 1

54
r6
)∣∣∣∣

√
3

0

=
13

4
π.

Ñëåäîâàòåëüíî, zc =
MxOy

V
= 13

4
π : 19

6
π = 39

38
. Òàêèì îáðàçîì, öåíòð òÿæåñòè äàííîãî

òåëà íàõîäèòñÿ â òî÷êå M0

(
0, 0, 39

38

)
.

Îòâåò: M0

(
0; 0; 39

38

)
. ▶

ËÅÊÖÈß 13
Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà

13.1Çàäà÷à î ìàññå ìàòåðèàëüíîé äóãè

Ïóñòü äàíà ïëîñêàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ L(B,C) (ðèñóíîê 13.1),
ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðîé ρ(x, y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êðèâîé L . Íåîáõîäèìî
äàòü ïîíÿòèå ìàññû êðèâîé L è óêàçàòü ñïîñîá åå âû÷èñëåíèÿ.

x

y

О

1M

0B M=

1M

1kM
-

2M

kM

2M

( , )k k kM x y

nC M=

Ðèñóíîê 13.1

◀Áåðåì ëþáûå ðàçáèåíèå τL êðèâîé L íà ÷àñòè÷íûå ñïðÿìëÿåìûå äóãè Lk (k =
1, n) ñ ïîìîùüþ òî÷åê Mk (k = 0, n) . Ïóñòü ∆Lk � äëèíà ÷àñòè÷íîé äóãè Lk . Áåðåì
ëþáóþ òî÷êó Mk(xk, yk) ∈ Lk è ñ÷èòàåì, ÷òî â ëþáîé òî÷êå M(x, y) ∈ Lk ïëîòíîñòü
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ðàâíà ρ(xk, yk) . Òîãäà ìàññà ÷àñòè÷íîé äóãè Lk áóäåò ∆mk ≈ ρ(xk, yk)∆Lk , à âñÿ ìàññà
êðèâîé L áóäåò ïðèáëèæåííî ðàâíà

στL ≈
n∑
k=1

ρ(xk, yk)∆Lk. (13.1)

Îáîçíà÷àåì: λτ = max
k

{∆Lk} . Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
λτ→0

στL (13.2)

è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ τL ìàòåðèàëüíîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé
L íà ÷àñòè÷íûå ñïðÿìëÿåìûå äóãè Lk , à òàêæå îò âûáîðà òî÷åê Mk(xk, yk) ∈ Lk , òî
îí íàçûâàåòñÿ ìàññîé ìàòåðèàëüíîé êðèâîé L .▶

13.2Ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Îòâëåêàåìñÿ îò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ρ(x, y) , íî ïîâòîðÿåì âñå ðàññóæäå-
íèÿ, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, è ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ êðèâîëèíåéíîãî èíòå-
ãðàëà ïåðâîãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè f(x, y) .

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L . Òàêæå
ââîäèì

στL(f(x, y), Lk) = στL =
n∑
k=1

f(xk, yk)∆Lk. (13.3)

Îïðåäåëåíèå 13.1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
λτ→0

στL (13.4)

è îí íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçâèòèÿ τL ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L íà ÷àñòè÷íûå ñïðÿì-
ëÿåìûå äóãè Lk , à òàêæå îò âûáîðà òî÷åê Mk(xk, yk) ∈ Lk , òî ýòîò ïðåäåë
íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà (ïî äëèíå äóãè) ôóíêöèè
f(x, y) ïî êðèâîé L . Óêàçàííûé èíòåãðàë îáîçíà÷àåòñÿ

ˆ

L

f(x, y)dL. (13.5)

13.3Ñóùåñòâîâàíèå è âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Òåîðåìà 13.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ãëàäêîé áåç
îñîáûõ òî÷åê êðèâîé L , çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè{

x = φ(t),
y = ψ(t),

t ∈ [α, β] , α < β, (13.6)

ôóíêöèè φ(t) è ψ(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [α, β] è

(φ′(t))2 + (ψ′(t))2 > 0

äëÿ ëþáûõ t ∈ [α, β] .
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Òîãäà êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà
´
L

f(x, y)dL ñóùåñòâóåò è ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà ˆ

L

f(x, y)dL =

βˆ

α

f(φ(t), ψ(t))
√
φ′2(t) + ψ′2(t)dt. (13.7)

◀Âíà÷àëå íà êðèâîé L âîçüìåì çà ïàðàìåòð l � äëèíó äóãè, îòñ÷èòûâàåìóþ îò íà-
÷àëüíîé òî÷êè B äî òåêóùåé (ðèñóíîê 13.1). ×åðåç ïàðàìåòð l íàøà êðèâàÿ çàïèøåòñÿ
ñèñòåìîé óðàâíåíèé {

x = x(l),
y = y(l),

0 ⩽ l ⩽ |L| , (13.8)

|L| � äëèíà êðèâîé L , à ôóíêöèÿ f(x, y) , îïðåäåëåííàÿ íà êðèâîé L , ïðèìåò âèä
f(x(l), y(l)) = µ(l) . Ïóñòü òî÷êå Mk(xk, yk) ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà lk . Òîãäà
èíòåãðàëüíàÿ ñóììà (13.1) ïðèìåò âèä (ñ÷èòàåì ρ(x, y) = f(x, y) , ∆Lk = ∆lk ).

στL(f(x, y), lk) =
n∑
k=1

f(x(lk), y(lk))∆lk. (13.9)

Ïîëó÷èëè èíòåãðàëüíóþ ñóììó (13.9) äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

|L|ˆ

0

f(x(l), y(l))dl. (13.10)

Èíòåãðàëüíûå ñóììû (13.3) è (13.9) ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ïîýòîìó

ˆ

L

f(x, y)dL =

|L|ˆ

0

f(x(l), y(l))dl. (13.11)

Ôîðìóëà (13.11), âûðàæàþùàÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ÷åðåç îïðåäå-
ëåííûé èíòåãðàë, ÷àñòî íåóäîáíà ïðè âû÷èñëåíèè êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ëó÷øå ââåñòè ïàðàìåòð ïî ôîðìóëå (8.6) ñî âñåìè óêàçàííûìè òàì ñâîéñòâàìè,
ïðè÷åì âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðà t ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàíèå äëèíû äóãè l .

Òîãäà ýëåìåíò äëèíû äóãè

dl =
√
φ′2(t) + ψ′2(t)dt. (13.12)

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (13.11) ïðîâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èí-
òåãðàëå è ïîëó÷èì ôîðìóëó (13.7).▶

Çàìå÷àíèå 13.1. Ïðè çàäàíèè êðèâîé L êàê ãðàôèêà ôóíêöèè y = y(x) (ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé ïðåäûäóùåé òåîðåìû) áóäåì èìåòü ôîðìóëó (13.7) â âèäå

ˆ

L

f(x, y)dL =

bˆ

a

f(x, y(x))
√
1 + y′2(x)dx, (13.13)

ãäå ôóíêöèÿ y(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b] , a < b .
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Åñëè êðèâàÿ L çàäàíà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèåì r = r(φ) ,
φ ∈ [α, β] , α < β (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 13.1), òî

ˆ

L

f(x, y)dL =

βˆ

α

f(r cosφ, r sinφ)
√
r′2(φ) + r2(φ)dφ. (13.14)

Çàìå÷àíèå 13.2. Èç ôîðìóëû (13.11) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(M) íåïðåðûâíà
íà ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L , òî ñóùåñòâóåò

´
L

f(M)dL .

Ïðèìåð 13.1. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ïî ïëîñêîé êðè-
âîé L , ãäå f(x, y) =

√
x2 + y2 è L � îêðóæíîñòü x2 + y2 = ax , a > 0 .

◀Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå êðèâóþ L (ðèñóíîê 13.2)

x

y

О
2

a a

Ðèñóíîê 13.2

x2 + y2 − ax = x2 − 2x
a

2
+
a2

4
− a2

4
+ y2 =

(
x− a

2

)2
+ y2 − a2

4
;(

x− a

2

)2
+ y2 =

(a
2

)2
.

Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò L :

r2 = ar cosφ, r = a cosφ, f(x, y) =
√
x2 + y2 = r,√

r′2(φ) + r2(φ) =

√
a2 sin2 φ+ a2 cos2 φ = a.

I =

ˆ

L

f(x, y)dL =

π
2ˆ

−π
2

a cosφ · adφ = a2 sinφ|
∣∣∣ π

2

−π
2
= 2a2.

Îòâåò: I = 2a2 .▶
Çàìå÷àíèå 13.3. Àíàëîãè÷íî ïëîñêîìó ñëó÷àþ ââîäèòñÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

ïåðâîãî ðîäà â ïðîñòðàíñòâå. Òàêæå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 13.1.

Ïóñòü â R3 ãëàäêàÿ êðèâàÿ L áåç îñîáûõ òî÷åê çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè
x = φ(t),
y = ψ(t), t ∈ [α, β] , α < β
z = γ(t),

, (13.15)
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Ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà êðèâîé L . Òîãäà

ˆ

L

f(x, y, z)dL =

βˆ

α

f(φ(t), ψ(t), γ(t))
√
φ′2(t) + ψ′2(t) + γ′2(t)dt. (13.16)

Êðèâàÿ L ìîæåò áûòü â ôîðìóëå (13.16) è êóñî÷íî-ãëàäêîé, à ôóíêöèÿ f(x, y) �
êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà ýòîé êðèâîé.

Ïðèìåð 13.2. Íàéòè ìàññó ìàòåðèàëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé

r⃗ = cos t · i⃗+ sin t · j⃗ + t · k⃗,

ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðîé

ρ(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)−1,

åñëè 0 ⩽ t ⩽ 2π.

◀Íàøà êðèâàÿ åñòü âèíòîâàÿ ëèíèÿ âèäà r⃗(t) = (a cos t, a sin t, bt), êîòîðàÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé òðàåêòîðèþ êàêîé-ëèáî òî÷êè M òâåðäîãî òåëà, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ âî-
êðóã íåïîäâèæíîé îñè è ñêîëüçèò âäîëü íåå òàê, ÷òî ïåðåìåùåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî
óãëó ïîâîðîòà (ðèñóíîê 13.3).

ü
ý
þ

x

y

О

0M

M

( )r t
r

t

bt

L

z

Ðèñóíîê 13.3

Âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãîì çàäà÷è î ìàññå ïëîñêîé ìàòåðèàëüíîé äóãè è ïîíÿòèåì
êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà. Òîãäà èñêîìàÿ ìàññà

mL =

ˆ

L

ρ(x, y, z)dL =

2πˆ

0

1

cos2 t+ sin2 t+ t2

√
(cos t)′2 + (sin t)′2 + (t′)2dt =

=

2πˆ

0

1

1 + t2

√
2dt =

√
2 arctgt|2π0 =

√
2arctg2π (åä. ìàññû).

Îòâåò: mL =
√
2arctg2π (åä. ìàññû).▶
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13.4Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Èõ îáîñíîâàíèå ñëåäóåò èç ôîðìóëû (13.10). Â ñâÿçè ñ ýòèì
ïåðå÷èñëèì ýòè ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 13.2 (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè). Ïóñòü ñóùåñòâóþò êðèâîëèíåéíûå èí-
òåãðàëû

´
L

f(M)dL è
´
L

g(M)dL , ãäå M(x, y) � äëÿ ïëîñêîñòè è M(x, y, z) � äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâà, à α è β � ëþáûå ôèêñèðîâàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

ˆ

L

(αf(M) + βg(M))dL

è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
ˆ

L

(αf(M) + βg(M))dL = α

ˆ

L

f(M)dL+ β

ˆ

L

g(M)dL. (13.17)

Òåîðåìà 13.3 (ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè). Ïóñòü ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ L åñòü
îáúåäèíåíèå äâóõ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ L1 è L2 áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, à ôóíê-
öèÿ f(M) (M(x, y) èëè M(x, y, z)) îïðåäåëåíà íà êðèâîé L . Òîãäà

ˆ

L

f(M)dL =

ˆ

L1

f(M)dL+

ˆ

L2

f(M)dL, (13.18)

ïðè÷åì èíòåãðàë â (13.18) ñëåâà ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò
èíòåãðàëû ñïðàâà.

Òåîðåìà 13.4 (ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè). Åñëè ñóùåñòâóåò
´
L

f(M)dL è äëÿ

ëþáûõ òî÷åê ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L f(M) ⩾ 0 , òî
ˆ

L

f(M)dL ⩾ 0. (13.19)

Ñëåäñòâèå 13.1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû
´
L

f(M)dL ,
´
L

g(M)dL è íà

ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L f(M) ⩾ g(M) . Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ˆ

L

f(M)dL ⩾
ˆ

L

g(M)dL. (13.20)

Òåîðåìà 13.5 (îöåíêà ïî ìîäóëþ). Åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
´
L

f(M)dL , òî

ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
´
L

|f(M)| dL è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣∣∣
ˆ

L

f(M)dL

∣∣∣∣∣∣ ⩽
ˆ

L

|f(M)| dL. (13.21)
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Òåîðåìà 13.6 (òåîðåìà î ñðåäíåì). Åñëè ôóíêöèÿ f(M) èíòåãðèðóåìà ïî êðè-
âîé L è m = inf

M∈L
f(M) , M = sup

M∈L
f(M) , òî

m|L| ⩽
ˆ

L

f(M)dL ⩽M |L|,

ãäå |L| � äëèíà êðèâîé L , è ñóùåñòâóåò µ ∈ [m,M ] , ÷òî

ˆ

L

f(M)dL = µ |L| . (13.22)

Ñëåäñòâèå 13.2. Åñëè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 13.6 ôóíêöèÿ f(M)
íåïðåðûâíà íà êðèâîé L , òî ñóùåñòâóåò òî÷êà M0 ∈ L , ÷òî

ˆ

L

f(M)dL = f(M0) |L| . (13.23)

Òåîðåìà 13.7 (íåçàâèñèìîñòü îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî êðèâîé èíòå-
ãðèðîâàíèÿ). Åñëè ñóùåñòâóåò

´
L

f(M)dL , òî ñóùåñòâóåò è
´
L−
f(M)dL è ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî ˆ

L

f(M)dL =

ˆ

L−

f(M)dL, (13.24)

ãäå L è L− îäíà è òà æå êðèâàÿ, íî äâèæåíèÿ ïî ýòîé êðèâîé ïðîòèâîïîëîæíû.

13.5Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà

13.5.1Ìàññà ìàòåðèàëüíîé êðèâîé

Ðàíåå íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìàññà ñïðÿìëÿåìîé ìàòåðèàëüíîé êðèâîé L îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

mL =

ˆ

L

ρ(M)dL, (13.25)

ãäå ρ(M) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü êðèâîé.

Ïðèìåð 13.3. Íàéòè ìàññó ìàòåðèàëüíîé êðèâîé L , çàäàííîé ñîîòíîøåíèÿìè

x2 + y2 + z2 = 2ax, a > 0, x2 + y2 = z2, z ⩾ 0.

Ïëîòíîñòü êðèâîé ρ = z .

◀Èç ñèñòåìû {
x2 + y2 + z2 = 2ax
x2 + y2 = z2

èñêëþ÷èì z , ïîëó÷èì x2 + y2 = ax . Çíà÷èò, ïðîåêöèÿ êðèâîé L íà ïëîñêîñòü z = 0
áóäåò îêðóæíîñòü (

x− a

2

)2
+ y2 =

a2

4
. (13.26)
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Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè (13.26) ìîæíî çàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêè{
x = a

2
+ a

2
cos t,

y = a
2
sin t,

(13.27)

ãäå t ∈ [−π, π] .
Èç óðàâíåíèÿ x2 + y2 = z2 ïðè z ⩾ 0 íàõîäèì (−π ⩽ t ⩽ π)

z =
√
x2 + y2 =

√(a
2
+
a

2
cos t

)2
+
(a
2
sin t

)2
=

√
a2

4
(1 + 2 cos t+ 1) =

=

√
a2

2
(1 + cos t) =

√
a2

2
2 cos2

t

2
= a cos

t

2
.

Òîãäà ìàññà êðèâîé L áóäåò

mL =

ˆ

L

ρdL =

ˆ

L

zdL =

=

πˆ

−π

a cos
t

2

√(
−a
2
sin t

)2
+
(a
2
cos t

)2
+

(
−a
2
sin

t

2

)2

dt =

=

πˆ

−π

a cos
t

2
· a
2

√
1 + sin2 t

2
dt =

[
d

(
sin

t

2

)
=

1

2
cos

t

2
dt

]
=

=

πˆ

−π

a2
√

1 + sin2 t

2
d

(
sin

t

2

)
=

[
u = sin

t

2

∣∣∣∣ uí = −1
uâ = 1

]
=

= a2
1ˆ

−1

√
1 + u2du = 2a2

1ˆ

0

√
1 + u2du = 2a2

[
y =

√
1 + u2, dy = udu√

1+u2

dv = du, v = u

]1
0

=

= 2a2

u√1 + u2
∣∣∣1
0
−

1ˆ

0

u2 + 1− 1√
1 + u2

du

 =

= 2a2

√
2−

1ˆ

0

√
1 + u2du+ ln

(
u+

√
1 + u2

)∣∣∣1
0

 =

= −2a2
1ˆ

0

√
1 + u2du+ 2a2

(√
2 + ln

(
1 +

√
2
))

= a2
(√

2 + ln
(
1 +

√
2
))

(åä. ìàññ).

Îòâåò: mL = a2
(√

2 + ln
(
1 +

√
2
))

(åä.ìàññ).▶
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13.5.2Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ìàòåðèàëüíîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî êîîðäè-
íàòíûõ îñåé

Ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì Ml ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m îòíîñèòåëüíî îñè l
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ìàññû m íà ðàññòîÿíèå d óêàçàííîé òî÷êè äî îñè l .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìóë äëÿ ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ìàòåðèàëüíîé ñïðÿìëÿåìîé
êðèâîé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé ïðèìåíèì ìåòîä îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Çíàåì, ÷òî ýëåìåíò ìàññû êðèâîé L åñòü ρ(x, y)dL , ãäå ρ(x, y) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü
êðèâîé L , à dL � ýëåìåíò äëèíû ýòîé êðèâîé. Òîãäà ýëåìåíòû èñêîìûõ ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ ìîìåíòîâ áóäóò: yρ(x, y)dL � îòíîñèòåëüíî îñè Ox è xρ(x, y)dL � îòíîñèòåëüíî
îñè Oy . À ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

MOx =

ˆ

L

yρ(x, y)dL, (13.28)

MOy =

ˆ

L

xρ(x, y)dL. (13.29)

Ïðèìåð 13.4. Íàéòè ñòàòèñòè÷åñêèé ìîìåíò îäíîðîäíîé äóãè ýëëèïñà x2

a2
+ y2

b2
= 1

ïëîòíîñòè ρ , ðàñïîëîæåííîé â ïåðâîì êâàäðàòå, îòíîñèòåëüíî îñè Ox ( a > b ).

◀ Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (13.28). Èñïîëüçóåì ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ýëëèïñà{
x = a cos t,
y = b sin t,

t ∈
[
0,
π

2

]
.

MOx = bρ

π
2ˆ

0

sin t
√
a2 sin2 t+ b2 cos2 tdt = bρ

π
2ˆ

0

√
a2 + (b2 − a2) cos2 td(cos t) =

=

u = cos t,
uí = 1,
uâ = 0

 = bρ

1ˆ

0

√
a2 + (b2 − a2)u2du = bρ

1ˆ

0

√
a2 − (a2 − b2)u2du =

=

ˆ √a2 − (a2 − b2)u2dy =

[
y =

√
a2 − (a2 − b2)u2, dy = (a2−b2)udu√

a2−(a2−b2)u2
,

dv = du, v = u

]
=

= u
√
a2 − (a2 − b2)u2 −

ˆ
−(a2 − b2)u2 + a2 − a2√

a2 − (a2 − b2)u2
du =

=
1

2

(
u
√
a2 − (a2 − b2)u2 +

a2√
a2 − b2

arcsin

√
a2 − b2u

a

)]
=

=
bρ

2

(
u
√
a2 − (a2 − b2)u2

∣∣∣1
0
+

a2√
a2 − b2

arcsin

√
a2 − b2

a
u

∣∣∣∣1
0

)
=

= ρ

(
b2

2
+

a2b

2
√
a2 − b2

arcsin

√
a2 − b2

a

)
.

Îòâåò: MOx = ρ
(
b2

2
+ a2b

2
√
a2−b2 arcsin

√
a2−b2
a

)
.▶
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13.5.3Öåíòðû òÿæåñòè ìàòåðèàëüíûõ êðèâûõ

Öåíòðîì òÿæåñòè (öåíòðîì ìàññ) ìàòåðèàëüíîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L íàçû-
âàþò òàêóþ òî÷êó M0(x, y) ∈ R2 , ÷òî åñëè â ýòîé òî÷êå ñîñðåäîòî÷èòü âñþ ìàññó êðèâîé
L , òî ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû òî÷êè M0(xc, yc) îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé áóäóò
ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî ñòàòèñòè÷åñêèì ìîìåíòàì ñàìîé êðèâîé L îòíîñèòåëüíî ýòèõ
îñåé

MOx = mL · yc,
MOy = mL · xc,

(13.30)

òî åñòü
xc =

MOy

mL
,

yc =
MOx

mL
.

(13.31)

Ïðèìåð 13.5. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ, ðàñïðåäåëåííûõ ïî ïëîñêîé êðèâîé
x

2
3 + y

2
3 = a

2
3 , y ⩾ 0 ñ ëèíåéíîé ïëîñêîñòüþ ρ = 1 .

◀Íàøà êðèâàÿ åñòü àñòðîèäà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå x = a cos3 t, y = a sin3 t â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ðèñóíîê 13.4)

x

y

Оa- a

Ðèñóíîê 13.4

Â ñèëó ñèììòðèè êðèâîé îòíîñèòåëüíî îñè Oy xc = 0 . Îðäèíàòó öåíòðà òÿæåñòè
êðèâîé L íàõîäèì ïî ôîðìóëå

yc =

´
L

ydL

´
L

dL
(13.32)

Íàõîäèì
dL =

√
x′2 + y′2dt =

=
√
(3a cos2 t · (− sin t))2 + (3a sin2 t · cos t)2 = 3a sin t · |cos t| .

Òîãäà

yc =

π́

0

a sin3 ·3a sin t · |cos t| dt
π́

0

3a sin t · |cos t| dt
=

a

(
π
2́

0

sin4 td (sin t)−
π́

π
2

sin4 td (sin t)

)
π
2́

0

sin td(sin t)−
π́

π
2

sin td(sin t)

=

=

a

(
sin5 t
5

∣∣∣π2
0
− sin5 t

5

∣∣∣π
π
2

)
sin2 t
2

∣∣∣π2
0
− sin2 t

2

∣∣∣π
π
2

=
2

5
a.

Îòâåò: M0

(
0, 2

5
a
)
.▶
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13.5.4Ìîìåíò èíåðöèè ïëîñêîé ìàòåðèàëüíîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé îòíî-
ñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé

Ìîìåíòîì èíåðöèè Il ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m îòíîñèòåëüíî îñè l íà-
çûâàþò ïðîèçâåäåíèå ìàññû m íà êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ d óêàçàííîé òî÷êè äî îñè l .

Ýëåìåíò ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè Ox áóäåò ðàâåí dIOx = y2ρ(x, y)dL ,
à îòíîñèòåëüíî îñè Oy � dIOy = x2ρ(x, y)dL . Ñàì ìîìåíò èíåðöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëàì (äëÿ êðèâîé L )

IOx =

ˆ

L

y2ρ(x, y)dL (13.33)

è

IOy =

ˆ

L

x2ρ(x, y)dL. (13.34)

Ïðèìåð 13.6. Íàéòè ìîìåíò èíåðöèè IOx îäíîé àðêè öèêëîèäû x = a(t + sin t) ,
y = a(1− cos t) , a > 0 , |t| ⩽ π , ρ = 1.

◀Íàõîäèì ìîìåíò èíåðöèè ïî ôîðìóëå

IOx =

ˆ

L

y2dL (13.35)

dL =
√
(a(1 + cos t))2 + (a sin t)2dt = a

√
1 + 2 cos t+ cos2 t+ sin2 tdt =

= a
√

2(1 + cos t)dt = a

√
2 · 2 cos2 t

2
dt = 2a cos

t

2
dt.

IOx = 2a3
πˆ

0

(1− cos t)2 cos
t

2
dt = 2a3

πˆ

0

(
1− 2 cos t+

1 + cos 2t

2

)
cos

t

2
dt =

= 2a3
πˆ

0

(
3

2
cos

t

2
− 2 cos t · cos t

2
+

1

2
cos 2t · cos t

2

)
dt =

= 2a3

3 sin
t

2

∣∣∣∣π
0

−
πˆ

0

(
cos

t

2
+ cos

3

2
t

)
dt+

1

4

πˆ

0

(
cos

3

2
t+ cos

5

2
t

)
dt

 =

= 2a3
(
3− 2 sin

t

2

∣∣∣∣π
0

− 2

3
sin

3

2
t

∣∣∣∣π
0

+
1

4
· 2
3
sin

3

2
t|π0 +

1

4
· 2
5
sin

5

2
t

∣∣∣∣π
0

)
=

= 2a3
(
3− 2 +

2

3
− 1

6
+

1

10

)
=

16

5
a3.

Îòâåò: IOx = 16
5
a3 .▶
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13.5.5Ïëîùàäü êîíå÷íîé ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

Èçâåñòíî ïîíÿòèå ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè è âû÷èñëåíèå ýòîé ïëîùàäè ñ
ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Â òåîðèè êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà
ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïëîùàäè êîíå÷íîé ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè è åå âû÷èñëå-
íèå ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà.

Ïóñòü â ïëîñêîñòè z = 0 äàíà ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ L â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåé.
Ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà íà êðèâîé L , ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ,
à îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ åå ãðàôèêà ñîâïàäàåò ñ êðèâîé L .

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ íàïðàâëÿþùåé L è îáðàçóþùè-
ìè ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îòðåçêàìè ê ïëîñêîñòè z = 0 , äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ äëÿ
ëþáîé òî÷êè M(x, y) ∈ L ðàâíà f(M) (ðèñóíîê 13.5).

x

y

О

z

Ðèñóíîê 13.5

Èìååì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè óêàçàííîé ïîâåðõíîñòè

S =

ˆ

L

f(M)dL. (13.36)

Ïðèìåð 13.7. Íàéòè ïëîùàäü öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè F (x, y) = R2−x2−y2 ,
îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïëîñêîñòüþ z = 0 è ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ z = R + x2

R
(R > 0) .

◀Ðîëü íàïðàâëÿþùåé èãðàåò îêðóæíîñòü x2 + y2 = R2 â ïëîñêîñòè z = 0 (êðè-
âàÿ L ), à ôóíêöèÿ f(M) = R+ x2

R
(ãðàôèêîì åå ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü

ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ïîäíÿòàÿ íàä ïëîñêîñòüþ z = 0 ââåðõ íà ðàññòîÿíèå R ñ îáðà-
çóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oy ).

Íàõîäèì ïëîùàäü, èñïîëüçóÿ ñèììåòðè÷íîñòü ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî îñè Oz è
ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x = R cos t , y = R sin t .

S =

ˆ

L

f(M)dL =

[
f(M) = R + (R cos t)2

R
= R(1 + cos2 t),

dL =
√

(R (− sin t))2 + (R cos t)2 = R

]
=

= 4

π
2ˆ

0

R
(
1 + cos2 t

)
Rdt = 4R2

π
2ˆ

0

(
1 +

1 + cos 2t

2

)
dt =

= 4R2

π
2ˆ

0

3

2
dt = 3πR2 (êâ. åä.). ▶
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13.5.6Ïðèòÿæåíèå òî÷å÷íîé ìàññû ìàòåðèàëüíîé êðèâîé

Ïóñòü L � ñïðÿìëÿåìàÿ ìàòåðèàëüíàÿ êðèâàÿ, ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðîé ρ(x, y) .
Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m íàõîäèòñÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè â òî÷êå Mo(x0, y0) .

Òîãäà ìàòåðèàëüíàÿ êðèâàÿ L ïðèòÿãèâàåò òî÷êó ìàññû m ñ ñèëîé
→
F = (FOx, FOy) ,

ãäå ïðîåêöèè ñèëû F⃗ íà êîîðäèíàòíûå îñè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

FOx = γm

ˆ

L

ρ(x, y)(x− x0)

r3
dL (13.37)

è

FOy = γm

ˆ

L

ρ(x, y)(y − y0)

r3
dL, (13.38)

ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ òÿãîòåíèÿ è r =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 .

Çàìå÷àíèå 13.4. Åñëè ðàññìàòðèâàòü óêàçàííûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ â êîîðäè-
íàòíîì ïðîñòðàíñòâå, òî ê âåêòîðó ñèëû F⃗ äîáàâëÿåòñÿ òðåòüÿ êîîðäèíàòà, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Foz = γm

ˆ

L

ρ(x, y, z)(z − z0)

r3
dL. (13.39)

Ïðèìåð 13.8. Íàéòè êîîðäèíàòû ñèëû ïðèòÿæåíèÿ îäíîðîäíîé ìàòåðèàëüíîé ïî-
ëóîêðóæíîñòè ìàññû M è ðàäèóñîì R ìàññû m , ïîìåùåííûé â öåíòðå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïîëóîêðóæíîñòè.

◀Ïîìåñòèì ïîëóîêðóæíîñòü â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü R2 . Åå óðàâíåíèå òîãäà

ïðèìåò âèä

{
x2 + y2 = R2,
y ⩾ 0,

(ðèñóíîê 13.6).

ROR-
x

y

R

Ðèñóíîê 13.6

Â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè Oy è îäèíàêîâîé óäàë¼ííîñòè òî÷åê ïîëó-
îêðóæíîñòè îò íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîåêöèÿ ñèëû F⃗ , óêàçàííîé â çàäà÷å, íà îñü Ox
áóäåò ðàâíà íóëþ. Äàëüøå íàõîäèì ïî ôîðìóëå (13.38)

FOy =
γm

R3
· M
πR

ˆ

L

ydL =

=

[
x = R cosφ
y = R sinφ

∣∣∣∣∣ dL =
√
(−R sinφ)2 + (R cosφ)2 = R,

0 ⩽ φ ⩽ π

]
=
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=
γmM

πR2

πˆ

0

sinφdφ =
2γmM

πR2 .

Îòâåò: F⃗ =
(
0, 2γmM

πR2

)
.▶

ËÅÊÖÈß 14
Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

14.1Çàäà÷à î ðàáîòå ïëîñêîãî ñèëîâîãî ïîëÿ

Ïóñòü â ïëîñêîé îáëàñòè G äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè çàäàíî ñèëîâîå ïîëå, òî åñòü â
êàæäîé òî÷êå M(x, y) ∈ G ïðèëîæåíà ñèëà F⃗ (P (x, y), Q(x, y)) , ãäå P (x, y) è Q(x, y) �
ïðîåêöèè ýòîé ñèëû ñîîòâåòñòâåííî íà îñè Ox è Oy . Íàéòè ðàáîòó ýòîé ñèëû ïðè
ïåðåìåùåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åäèíè÷íîé ìàññû ïî ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L ⊂ G èç
òî÷êè A(x, y) ∈ L â òî÷êó B(x, y) ∈ L (ðèñóíîê 14.1).

x

y

О

1
M

0
A M= kM

kM

1kM
-

nM b=

Ðèñóíîê 14.1

◀Âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå τ êðèâîé L íà n (n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ ñïðÿìëÿåìûõ
äóã Lk (k = 1, n) ñ ïîìîùüþ òî÷åê Mk ∈ L (k = 0, n) A = M0 , B = Mn . Íà êàæäîé
÷àñòè÷íîé äóãå ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì òî÷êè Mk ∈ Lk . Ñ÷èòàåì, ÷òî óêàçàííàÿ ìàòå-

ðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî âåêòîðàì
−−−−−→
Mk−1Mk � çâåíüÿì ëîìàíîé lτ , âïèñàííîé â êðè-

âóþ L . Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî çâåíó ëîìàíîé (âåêòîðó
−−−−−→
Mk−1Mk ) ñèëà

−→
F ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà ñèëå â òî÷êå Mk , òî åñòü F⃗ (P (xk, yk), Q(xk, yk)) ,

ãäå Mk(xk, yk) . Òîãäà ðàáîòà ñèëû F⃗ ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî êðèâîé
L èç òî÷êè Mk−1 â òî÷êó Mk áóäåò ïðèáëèæåííî ðàâíà

Ak ≈ (F⃗ (Mk),
−−−−−→
Mk−1Mk) = P (xk, yk)∆xk +Q(xk, yk)∆yk, (14.1)

ãäå ∆xk ∆yk � ïðîåêöèè âåêòîðîâ
−−−−−→
Mk−1Mk ñîîòâåòñòâåííî íà îñè Ox è Oy .

À âñÿ èñêîìàÿ ðàáîòà

A ≈ Gτ (
−→
F ,Mk) =

n∑
k=1

(
−→
F (Mk),

−−−−−→
Mk−1Mk). (14.2)

Òî÷íîå çíà÷åíèå óêàçàííîé ðàáîòû áóäåò ðàâíî

A = lim
λτ→0

στ (
−→
F ,Mk), (14.3)
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åñëè ïðåäåë (14.3) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, à òàêæå íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ τL è âûáîðà
òî÷åê Mk , ãäå λτ � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëèí ÷àñòè÷íûõ äóã Lk , òî îí íàçûâàåòñÿ
ðàáîòîé ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åäèíè÷íîé ìàññû.▶

14.2Ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ çàäà÷è è ïîâòîðÿÿ (ñ ñîõðàíåíèåì îáîçíà÷å-
íèé) ïðèâåäåííûå â ýòîé çàäà÷å ðàññóæäåíèÿ, ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ êðèâîëèíåéíîãî
èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà.

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ F⃗ (P (x, y), Q(x, y)) îïðåäåëåíà íà ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L .

Îïðåäåëåíèå 14.1. Ïðåäåë (14.3), åñëè îí ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, à òàêæå íå
çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ τL è âûáîðà òî÷åê Mk , íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòå-
ãðàëîì âòîðîãî ðîäà îò âåêòîð-ôóíêöèè F⃗ ïî êðèâîé L è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

ˆ

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy. (14.4)

Çàìå÷àíèå 14.1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (14.4) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì êðèâîëè-
íåéíûì èíòåãðàëîì. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ íåïîëíûõ êðèâîëèíåéíûõ
èíòåãðàëîâ, ñîîòâåòñòâåííî ïî âåêòîðàì (P,O) è (O,Q) . Êðèâàÿ L ìîæåò áûòü çà-
ìêíóòîé. Â ýòîì ñëó÷àå îáõîä ïî êðèâîé ìîæíî íà÷èíàòü ñ ëþáîé å¼ òî÷êè. Ýòîò îáõîä
íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ïðè äâèæåíèè âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé ÷àñòü ïëîñ-
êîñòè, îãðàíè÷åííàÿ åþ, âñå âðåìÿ áóäåò ñëåâà (îáõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè). Â ýòîì ñëó÷àå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (14.4) îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

ffi

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy. (14.5)

Îáõîä íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, åñëè ïðè äâèæåíèè âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé
÷àñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ åþ, âñå âðåìÿ áóäåò ñïðàâà (îáõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå). Â ýòîì ñëó÷àå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (14.4) îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

ȷ

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy. (14.6)

Ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî êðèâîé L (çàìêíóòîé èëè íåçàìêíóòîé)
ìåíÿåòñÿ çíàê ïåðåä êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì.

14.3Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è âû÷èñëåíèè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
âòîðîãî ðîäà

Òåîðåìà 14.1. Ïóñòü ãëàäêàÿ êðèâàÿ L áåç îñîáûõ òî÷åê çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè{
x = φ(t),
y = ψ(t),

ãäå ôóíêöèè φ(t) è ψ(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [α, β] ;

(α < β) è äëÿ ëþáûõ t ∈ [α, β] φ′2(t) + ψ′2(t) > 0 . Ôóíêöèÿ P (x, y) íåïðåðûâíà íà L
(P (x, y) ∈ C(L)) . Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïîëíûé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

ˆ

L

P (x, y)dx =

βˆ

α

P (φ(t), ψ(t))φ′(t)dt. (14.7)
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Àíàëîãè÷íî ïðè Q(x, y) ∈ C(L) , áóäåò ñóùåñòâîâàòü

ˆ

L

Q(x, y)dy =

βˆ

α

Q(φ(t), ψ(t))ψ′(t)dt. (14.8)

◀Áåðåì ëþáîå ðàçáèåíèå τ[α,β] îòðåçêà [α, β] íà n (n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ
[tk−1, tk] (k = 1, n) . Óêàçàííîìó ðàçáèåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå êðèâîé L íà n ÷à-
ñòè÷íûõ äóã Lk (k = 1, n) (èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ èç ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ). Ïîëó÷èì
èíòåãðàëüíóþ ñóììó:

στ = στ[α,β]
(P (x, y),Mk) =

n∑
k=1

P (xk, yk)∆xk, (14.9)

ãäå P (xk, yk) = P (φ(tk), ψ(tk)) , tk ∈ [tk−1,tk] ;

∆xk = xk − xk−1 = φ(tk)− φ(tk−1) =

tkˆ

tk−1

φ′(t)dt. (14.10)

Òàê êàê P (φ(t), ψ(t))φ′(t) ∈ C [α, β] , òî èíòåãðàë I =
β́

α

P (φ(t), ψ(t))φ′(t)dt ñóùå-

ñòâóåò. À òîãäà

I =
n∑
k=1

tkˆ

tk−1

P (φ(t), ψ(t))φ′(t)dt. (14.11)

Îöåíèì ñâåðõó |στ − I| .

στ − I =
n∑
k=1

tkˆ

tk−1

(P (φ(tk), ψ(tk))− P (φ(t), ψ(t)))φ′(t)dt. (14.12)

Ïóñòü λτ = max
k

{∆Lk} , ãäå ∆Lk =
tḱ

tk−1

√
φ′(t) + ψ′(t)dt ; min

[α,β]

{√
φ′2(t) + ψ′2(t)

}
=

= m > 0 . Òàê êàê ∆Lk ⩾ m
tḱ

tk−1

dt = m∆tk , òî 0 ⩽ ∆tk ⩽ ∆Lk

m
→ 0 , è ïðè λτ → 0 áóäåò

è max
k

{∆tk} → 0 . Ñ ó÷åòîì ýòîãî, è òîãî, ÷òî P (x, y) ∈ C(L) , ïîëó÷èì:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τ[α,β] λτ < δ
∣∣P (φ(tk), ψ(tk))− P (φ(t), ψ(tk))

∣∣ < ε.

Òàê êàê φ′(t) ∈ C [α, β] , òî φ′(t) îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [α, β] , òî åñòü ñóùåñòâóåò
D > 0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [α, β] |φ′(t)| ⩽ D . Òîãäà

|στ − I| < ε

n∑
k=1

tkˆ

tk−1,

|φ′(t)| dt ⩽ Dε

n∑
k=1

tkˆ

tk−1

dt = εD (β − α) ,

òî åñòü ñóùåñòâóåò

lim
λτ→0

στ =

ˆ

L

P (x, y)dx = I. ▶
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Ïðèìåð 14.1. Íàéòè ðàáîòó óïðóãîé ñèëû, íàïðàâëåííîé ê íà÷àëó êîîðäèíàò, âå-
ëè÷èíà êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà óäàëåíèþ òî÷êè îò íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè òî÷êà
ïðèëîæåíèÿ ñèëû îïèñûâàåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ÷åòâåðòü ýëëèïñà x2

a2
+ y2

b2
= 1 ,

ëåæàùóþ â ïåðâîì êâàäðàòå (ðèñóíîê 14.2).

◀
∣∣∣F⃗ ∣∣∣ = kr, r =

√
x2 + y2.

A =

ˆ

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

ˆ

L

−kxdx− kydy =

= −k
ˆ

L

xdx− k

ˆ

L

ydy = I1 + I2.

x

y

О

F

( , )M x y
b

a
kx-

x-

Ðèñóíîê 14.2

Äëÿ íåïîëíîãî êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà I1 áåðåì ïàðàìåòð t = x , äëÿ I2 � t = y .
Òîãäà

A = k

 0ˆ

a

−xdx+
bˆ

0

−ydy

 = k

(
a2

2
− b2

2

)
(Äæ.).

Îòâåò: A = k
(
a2

2
− b2

2

)
(Äæ.).▶

Ïðèìåð 14.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë:

I =

ˆ

L

(2a− y)dx+ (y − a)dy, (14.13)

ãäå L � äóãà öèêëîèäû x = a(t − sin t) , y = a(1 − cos t) (0 ⩽ t ⩽ 2π) â íàïðàâëåíèè
âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà t .

◀ I =

2πˆ

0

((2a− a+ a cos t)a(1− cos t) + (a− cos t− a)a sin t) dt =

= a2
2πˆ

0

(
1− cos2 t− sin 2t

2

)
dt = a2

2πˆ

0

(
1

2
− cos 2t

2
− sin 2t

2

)
dt = πa2. ▶
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Çàìå÷àíèå 14.2. Ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà â òðåõìåðíîì
äåêàðòîâîì ïðîñòðàíñòâå àíàëîãè÷íî, ÷òî è â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêæå â ýòîì
ñëó÷àå áóäåò ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 14.1.

Ïðèìåð 14.3. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííîé êðèâîé

I =

ˆ

L

xdx+ ydy + (x+ y − 1)dz, (14.14)

ãäå L � îòðåçîê AB , ïðîõîäÿùèé îò òî÷êè A(1, 1, 1) ê òî÷êå B(2, 3, 4) .

◀Çàïèøåì óðàâíåíèå îòðåçêà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð
äëÿ ïðÿìîé åñòü âåêòîð a⃗(1, 2, 3) = a⃗(m,n, l) . Òîãäà ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå îò-
ðåçêà â êîîðäèíàòíîé ôîðìå áóäåò (A(x0, y0, z0)) ïðè 0 ⩽ t ⩽ 1 .

x = x0 +mt,
y = y0 + nt,
z = z0 + lt,

èëè


x = 1 + t,
y = 1 + 2t,
z = 1 + 3t.

(14.15)

Òîãäà

I =

1ˆ

0

(1 + t)dt+ 2

1ˆ

0

(1 + 2t)dt+ 3

1ˆ

0

(1 + 3t)dt = 13.

Îòâåò: I = 13 .▶

14.4Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñåé áóäåì ðàññìàòðèâàòü çäåñü è äàëüøå íåïîëíûå êðèâîëèíåé-
íûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà, ÷òî íå òåðÿåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé.

Òåîðåìà 14.2 (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè). Åñëè ñóùåñòâóþò êðèâîëèíåéíûå èíòå-
ãðàëû

´
L

P1(x, y)dx è
´
L

P2(x, y)dx , à α è β � ëþáûå ôèêñèðîâàííûå äåéñòâèòåëüíûå

÷èñëà, òî ñóùåñòâóåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë
´
L

(αP1(x, y) + βP2(x, y)dx è ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâîˆ

L

(αP1(x, y) + βP2(x, y)) dx = α

ˆ

L

P1(x, y)dx+ β

ˆ

L

P2(x, y)dx. (14.16)

◀Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóþò óêàçàííûå êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû, òî åñòü

lim
λ′τ
στ ′L(P1,M

′
k) =

ˆ

L

P1(x, y)dx (14.17)

è

lim
λ′′τ
στ ′′L(P2,M

′′
k) =

ˆ

L

P2(x, y)dx. (14.18)

Ïóñòü τL � îáúåäèíåíèå ðàçáèåíèé τ ′L è τ ′′L , òî åñòü èõ èçìåëü÷åíèå, à λτ � ìàê-
ñèìàëüíàÿ äëèíà ÷àñòè÷íîé äóãè ïðè ðàçáèåíèè τL . Äàëüøå âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì
ëèíåéíîñòè äëÿ ïðåäåëîâ

lim
λτ→0

(αστ (P1,Mk) + βστ (P2,Mk)) = α lim
λτ→0

στL:
(P1,Mk) + β lim

λτ→0
στL:

(P2,Mk) =
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= α

ˆ

L

P1(x, y)dx+ β

ˆ

L

P2(x, y)dx. ▶

Òåîðåìà 14.3 (ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè). Ïóñòü ñïðÿìëÿåìàÿ áåç òî÷åê ðàçðûâà
êðèâàÿ L åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ L1 è L2 áåç îáùèõ âíóòðåííèõ
òî÷åê. Åñëè ñóùåñòâóþò êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

´
L1

P (x, y)dx è
´
L2

P (x, y)dx , òî

ñóùåñòâóåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë
´
L

P (x, y)dx è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ˆ

L

P (x, y)dx =

ˆ

L1

P (x, y)dx+

ˆ

L2

P (x, y)dx. (14.19)

◀Òî÷êó ¾ñòûêîâêè¿ êðèâûõ L1 è L2 áåðåì îäíîé èç òî÷åê ðàçáèåíèÿ τL êðèâîé
íà ÷àñòè÷íûå äóãè. Ïîëó÷èì, ÷òî

στL(P,Mk) = στL1:
(P,M

L1

k ) + στL2:
(P,M

L2

k ). (14.20)

Â ðàâåíñòâå (14.20) ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè λτ → 0 , λτ � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ÷à-
ñòè÷íîé äóãè ïðè ðàçáèåíèè τ êðèâîé L íà ÷àñòè÷íûå äóãè. Ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü
çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû.▶

Òåîðåìà 14.4 (ñâîéñòâî èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ îáõîäà ïî êðèâîé). Ïóñòü
òî÷êè A è B � êîíöû ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L è ñóùåñòâóåò

´
L(A,B)

P (x, y)dx . Òîãäà

ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
´

L(B,A)

P (x, y)dx è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ˆ

L(A,B)

P (x, y)dx = −
ˆ

L(B,A)

P (x, y)dx. (14.21)

◀Åñëè ∆xk = xk − xk−1 > 0 ïðè îáõîäå ïî êðèâîé, íàïðèìåð, îò òî÷êè A äî òî÷-
êè B , òî ïðè ïðîòèâîïîëîæíîì îáõîäå (îò B äî A ) ïî êðèâîé xk = xk − xk−1 = −∆xk .
Òîãäà ïîëó÷èì èíòåãðàëüíûå ñóììû, ðàâíûå ïî ìîäóëþ, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêà-
ìè. Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå στL:

= −στL−:
è ïîëó÷èì çàêëþ÷åíèå òåîðåìû.▶

Òåîðåìà 14.5 (îöåíêà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà). Ïóñòü ôóíêöèÿ P (x, y)
çàäàíà íà ñïðÿìëÿåìîé ïðÿìîé L è îãðàíè÷åíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò M ∈ R+ , ÷òî
äëÿ ëþáûõ òî÷åê K(x, y) ∈ L áóäåò |P (x, y)| ⩽M . Êðèâàÿ L çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè{

x = φ(t),
y = ψ(t),

t ∈ [α, β] , α < β. (14.22)

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë
´
L

P (x, y)dx ñóùåñòâóåò. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣∣∣
ˆ

L

P (x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽M
β

V
α
φ(t), (14.23)

ãäå
β

V
α
φ(t) =

n∑
k=1

|φ(tk)− φ(tk−1)| . (14.24)
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◀Ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè êðèâîé L ∆xk = φ(tk)− φ(tk−1) . Òîãäà

∣∣στL(P,Mk)
∣∣ = ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

P (xk, yk)(φ(tk)− φ(tk−1))

∣∣∣∣∣ ≤
⩽M

n∑
k=1

|φ(tk)− φ(tk−1)| ⩽M
β

V
α
φ(t). ▶ (14.25)

Çàìå÷àíèå 14.3. Åñëè ôóíêöèè φ(t) è ψ(t) � ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíè-
åì (ôóíêöèè ñ ïîëíîé âàðèàöèåé), òî åñòü, íàïðèìåð (äëÿ ôóíêöèè φ(t) ), äëÿ ëþáîãî
ðàçáèåíèÿ τ[α,β] ìíîæåñòâî ñóìì

β

V
α

=
n∑
k=1

|φ(tk)− φ(tk−1)| (14.26)

îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñóìì (14.26) îáîçíà÷àåòñÿ
β

V
α
(φ)

è íàçûâàåòñÿ ïîëíûì èçìåíåíèåì (ïîëíîé âàðèàöèåé) ôóíêöèè φ(t) íà îòðåçêå [α, β] .

Çàìå÷àíèå 14.4. Åñëè ôóíêöèè φ(t) è ψ(t) � ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíå-
íèåì, òî êðèâàÿ L ñïðÿìëÿåìà è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

β

V
α
φ(t) ⩽ l, (14.27)

ãäå l � äëèíà êðèâîé. À òîãäà ∣∣∣∣∣∣
ˆ

L

P (x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ ⩽M · l. (14.28)

14.5Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ çàìêíóòîþ êðèâóþ L Æîðäàíà áåç òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, à
òàêæå áåç îñîáûõ òî÷åê {

x = φ(t),
y = ψ(t),

(14.29)

ãäå t ∈ [α, β] , α < β , φ(α) = φ(β) , ψ(α) = ψ(β).
Òàêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì çàìêíóòûì êîíòóðîì (ñëîâî ¾ïðîñòûì¿ óêàçû-

âàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå êðèâîé L , êîòîðîå íà ïðîìåæóòêå [α, β]
ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî åñòü äëÿ ëþáû t1, t2 ∈ [α, β] , t1 ̸= t2, õîòÿ áû äëÿ îäíîé èç
ôóíêöèé φ(t) èëè ψ(t) çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ t1 è t2 äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû).

Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû êðèâàÿ L áûëà êóñî÷íî-ãëàäêîé.

Òåîðåìà 14.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ P (x, y) íåïðåðûâíà íà ïðîñòîì êóñî÷íî-ãëàäêîì
çàìêíóòîì êîíòóðå L , îïðåäåëÿåìîì ñèñòåìîé (14.29). Çíà÷åíèÿ êðèâîëèíåéíûõ èí-
òåãðàëîâ ffi

L

P (x, y)dx è

ȷ

L

P (x, y)dx

â çàäàííîì íàïðàâëåíèè ïî êðèâîé L íå çàâèñÿò îò íà÷àëà îáõîäà.
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◀Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ðèñóíîê 14.3.
Ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè

ffi

L

P (x, y)dx =

ˆ

L(B,C)

P (x, y)dx+

ˆ

L(C,B)

P (x, y)dx, (14.30)

ffi

L

P (x, y)dx =

ˆ

L(C,B)

P (x, y)dx+

ˆ

L(B,C)

P (x, y)dx. (14.31)

Ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (14.30) è (14.31) îäèíàêîâû, ïîýòîìó è ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ
ðàâåíñòâ áóäóò ðàâíû ìåæäó ñîáîé.▶

Çàìå÷àíèå 14.5. Èç çàäà÷è î ðàáîòå ïëîñêîãî ñèëîâîãî ïîëÿ ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå
ðàáîòû âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà ðàçáèâàåò ñèëîâûå ïîëÿ íà äâà êëàññà:

1-é êëàññ � ïîòåíöèàëüíûå ñèëîâûå ïîëÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàáîòà ïî çàìêíóòîìó
êîíòóðó ðàâíà íóëþ;

2-é êëàññ � íåïîòåíöèàëüíûå ñèëîâûå ïîëÿ (óêàçàííàÿ ðàáîòà íå ðàâíà íóëþ).

14.6Ôîðìóëà Ãðèíà

Â äàííîì ïóíêòå íåîáõîäèìî óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êðèâîëèíåéíûé èíòå-
ãðàë âòîðîãî ðîäà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó çàìåíÿåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì ïî îáëàñòè,
ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ óêàçàííûé êîíòóð. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì íåïîëíûé êðèâîëè-
íåéíûé èíòåãðàë ffi

L

P (x, y)dx. (14.32)

Ïóñòü êóñî÷íî-ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð L åñòü ãðàíèöà îáëàñòè ïåðâîãî òèïà G
(ðèñóíîê 14.4).

Ãðàíèöà ∂G = L ñîñòîèò èç îòðåçêîâ AD è BC ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûõ x = a è
x = b ( a < b ) è êóñî÷íî-ãëàäêèõ ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = y1(x) (êðèâàÿ AB ) è y = y2(x)
(êðèâàÿ DC ).

Ïóñòü ôóíêöèÿ P (x, y) è ñóùåñòâóþùàÿ å¼ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂P
∂y

îïðåäåëåíû è

íåïðåðûâíû íà G (íà çàìûêàíèè îáëàñòè).
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Òåîðåìà 14.7. Ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãðèíà¨

G

∂P (x, y)

∂y
dxdy = −

ffi

L

P (x, y)dx. (14.33)

◀Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû êàê äâîéíîé, òàê è êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàëû â ðàâåíñòâå
(14.33) ñóùåñòâóþò. Òàêæå äâîéíîé èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ ïîâòîðíûì.

¨

G

∂P (x, y)

∂y
dxdy =

bˆ

a

dx

y2(x)ˆ

y1(x)

∂P (x, y)

∂y
dy =

bˆ

a

P (x, y)
∣∣∣y=y2(x)
y=y1(x)

dx =

=

bˆ

a

(P (x, y2(x))− (P (x, y1(x))dx =

ˆ

L(D,C)

P (x, y)dx−
ˆ

L(A,B)

P (x, y)dx =

= −
ˆ

L(C,D)

P (x, y)dx−
ˆ

L(A,B)

P (x, y)dx. (14.34)

Äîïîëíèòåëüíî ó÷òåì, ÷òî åñëè x = a = const , òî dx = 0 , òàêæå ïðè x = b = const
áóäåò dx = 0 . Òîãäà

−
ˆ

L(D,A)

P (x, y)dx = −
ˆ

L(B,C)

P (x, y)dx = 0. (14.35)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (14.34) è (14.35) ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷åíèÿ
òåîðåìû.▶

Çàìå÷àíèå 14.6. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøàÿ îáëàñòü âòîðîãî òèïà
(ðèñóíîê 14.5).

Îòðåçêè DC è AB ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà ïðÿìûõ y = d è y = c . Êðèâûå AD
è BC � ñîîòâåòñòâåííî êóñî÷íî-ãëàäêèå ãðàôèêè ôóíêöèé x = x1(y) è x = x2(y) .
Îáîçíà÷èì îáëàñòü (ðèñóíîê 14.5) ÷åðåç Ω , ∂Ω � åå êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ãðàíèöà.

Òåîðåìà 14.8. Åñëè ôóíêöèÿ Q(x, y) è ñóùåñòâóþùàÿ åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂Q(x,y)
∂x

îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà Ω = Ω
∪
∂Ω , òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãðèíà¨

Ω

∂Q(x, y)

∂x
dxdy =

ffi

∂Ω

Q(x, y)dy (14.36)
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Çàìå÷àíèå 14.7. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 14.8 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-
ìû 14.7.

Ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè äëÿ äâîéíûõ è êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ, à òàêæå òî-
ìó, ÷òî ñóììà êðèâîëèíåéíûõ íåïîëíûõ èíòåãðàëîâ îò îäíîé è òîé æå ôóíêöèè ïî
îäíîé è òîé æå êðèâîé, íî â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ ðàâíû íóëþ, ïîëó÷èì
ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóë (14.33) è (14.36), åñëè îáëàñòü G äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â
âèäå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòåéøèõ îáëàñòåé êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî òèïà (äðóãèå
óñëîâèÿ òåîðåì 14.7 è 14.8 äîëæíû ñîõðàíèòüñÿ). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñïðàâåäëèâà è
ïîëíàÿ ôîðìóëà Ãðèíà

ffi

L=∂G

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

¨

G

(
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)
dxdy. (14.37)

Îáëàñòÿìè, äîïóñêàþùèìè âûøå óêàçàííîå ðàçáèåíèå íà ïðîñòåéøèå îáëàñòè êàê
ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî òèïîâ áóäóò ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè. Íî ëþáàÿ îáëàñòü G ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G äîïóñêàåò àïïðîêñèìàöèþ ìíîãîóãîëüíûìè îáëàñòÿìè ñî
ñêîëü óãîäíî ìàëîé îøèáêîé ïî âåëè÷èíå ïëîùàäè (ìîæíî äîêàçàòü). Ïî ýòîé ïðè÷èíå
áóäåò ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãðèíà âèäà (14.37) äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 14.9. Åñëè ôóíêöèè P (x, y) , Q(x, y) è ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå ∂P (x,y)
∂y

è ∂Q(x,y)
∂x

îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà çàìûêàíèè G = G
∪
∂G îáëàñòè

G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G , òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãðèíà (14.37), à òàêæå
ôîðìóëû (14.33) è (14.36).

14.7Ïðèëîæåíèÿ ôîðìóëû Ãðèíà ê âû÷èñëåíèþ ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð

Ïóñòü ïëîñêàÿ ôèãóðà â R2 åñòü îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G . Òîãäà
ïî ôîðìóëå (14.36) èìååì:

ffi

∂G

xdy =

¨

G

∂

∂x
xdxdy =

¨

G

dxdy = SG (14.38)

ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû G . Àíàëîãè÷íî

SG = −
ffi

∂G

ydx. (14.39)
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Ñëîæèì (14.38) è (14.39), ïîëó÷èì

SG =
1

2

ffi

∂G

xdy − ydx. (14.40)

Ïðèìåð 14.4. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ýëëèïñà x2

a2
+ y2

b2
= 1 .

◀ Èñïîëüçóåì ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ýëëèïñà{
x = a cos t,
y = b sin t,

t ∈ [0, 2π] .

Òîãäà ïî ôîðìóëå (14.40)

S =
1

2

ffi

L

xdy − ydx = 2

π
2ˆ

0

(a cos t · b cos t− b sin t · (−a sin t)) dt =

= 2ab

π
2ˆ

0

dt = πab (êâ. åä.).

Îòâåò: S = πab (êâ. åä.).▶

14.8×åòûðå ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèÿ äëÿ êðèâîëèíåéíîãî
èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Îïðåäåëåíèå 14.2. Ïëîñêàÿ îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà L ⊂ G îãðàíè÷åííàÿ L (êîíå÷íàÿ) ÷àñòü ïëîñêîñòè öåëèêîì
ïðèíàäëåæèò G .

Òåîðåìà 14.10. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y) , Q(x, y) è ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ∂P (x,y)
∂y

, ∂Q(x,y)
∂x

îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà çàìûêàíèè G îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G . Òîãäà ÷åòûðå ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ ðàâíî-
ñèëüíû, à èìåííî:

1. Äëÿ ëþáîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà L ⊂ G˛

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. (14.41)

2. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê B(x, y) è C(x, y) èç îáëàñòè G êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

Ĉ

B

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè (êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé L ) èíòåãðèðîâàíèÿ îò òî÷êè B
äî òî÷êè C .

3. Âûðàæåíèå P (x, y)dx + Q(x, y)dy åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë íåêîòîðîé îäíî-
çíà÷íîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé â îáëàñòè G .

4. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê èç îáëàñòè G âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
. (14.42)
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◀Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì ïî ñõåìå 1 → 2 → 3 → 4 → 1
à) 1 → 2 (äàíî óñëîâèå 1, äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷åíèÿ 2). Äëÿ íàãëÿäíîñòè

ðàññìîòðèì ðèñóíîê 14.6.

x

y
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C

1
L

2
L

B

Ðèñóíîê 14.6

Âîçüìåì ëþáûå êóñî÷íî-ãëàäêèå êðèâûå L1 è L2 èç îáëàñòè G , êîíöàìè êîòî-
ðûõ áóäóò òî÷êè B è C . Ýòè êðèâûå îáðàçóþò çàìêíóòûé êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð
L = L1

∪
L2 . Èç óñëîâèÿ 1 èìååì:˛

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. (14.43)

Èç ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ˛

L

=

ˆ

L1

+

ˆ

L2

= 0.

Òîãäà
´
L1

= −
´
L2

, òî åñòü
´

L1(B,C)

=
´

L2(B,C)

. Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.

á) 2 → 3 (äàíî óñëîâèå 2, äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 3).
Ôèêñèðóåì òî÷êó B , à òî÷êà C(x, y) ïóñòü áóäåò òåêóùåé â îáëàñòè G . ×åðåç L

îáîçíà÷èì ïåðåìåííóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ, íà÷àëîì êîòîðîé áóäåò òî÷êà B è
êîíöîì òî÷êà C .

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè C(x, y) êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàëˆ

L(B,C)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = u(x, y) (14.44)

åñòü îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò x è y òî÷êè C . Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y)
äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè G è åå ïîëíûé äèôôåðåíöèàë

du(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy = u′x(x, y)dx+ u′y(x, y)dy. (14.45)

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì ðèñóíîê 14.7
Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ∂u(x,y)

∂x
= P (x, y) . Ïðèäàåì àáñöèññå x òî÷êè C

ëþáîå ïðèðàùåíèå ∆x ̸= 0 , íî òàêîå, ÷òî òî÷êà C1(x + ∆x, y) ∈ G . Òîãäà ÷àñòíîå
ïðèðàùåíèå

∆xu(x, y) = u(x+∆x, y)− u(x, y) =

C1ˆ

C

P (x, y)dx+Q(x, y)dy, (14.46)
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ïðè÷åì dy = 0 (êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë áåðåì ïî îòðåçêó, ïàðàëëåëüíîìó îñè Ox ,
y = const ).

Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (14.46) íà ∆x è, ïðèìåíèÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì,
ïîëó÷èì:

∆xu(x, y)

∆x
=

1

∆x

(x+∆x,y)ˆ

(x,y)

P (x, y)dx = P (x+ θ∆x, y), θ ∈ (0, 1).

Òîãäà
∂u(x, y)

∂x
= lim

∆x→0
P (x+ θ∆x, y) = P (x, y). (14.47)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå (14.47) ó÷èòûâàåì, ÷òî ôóíêöèÿ P (x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè

G . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∂u(x,y)
∂y

= Q(x, y) â îáëàñòè G .

Òàê êàê u′x(x, y) è u′y(x, y) , ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî P (x, y) è Q(x, y) íåïðåðûâíû â
îáëàñòè G , òî ôóíêöèÿ u(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé îáëàñòè (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê
äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè u(x, y) â ëþáîé òî÷êå (x, y) ∈ G ).

Òîãäà
du(x, y) = u′x(x, y)dx+ u′y(x, y)dy = P (x, y)dx+Q(x, y)dy.

Óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî.
â) 3 → 4 (äàíî óñëîâèå 3, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 4).
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Øâàðöà î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ. Ó íàñ

∂u(x,y)
∂x

= P (x, y) è ∂u(x,y)
∂y

= Q(x, y) .

Òîãäà ∂2u(x,y)
∂y∂x

= ∂P (x,y)
∂y

è ∂2u(x,y)
∂x∂y

= ∂Q(x,y)
∂x

, íî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂P (x,y)
∂y

è ∂Q(x,y)
∂x

íåïðåðûâíû â G , ïîýòîìó â G áóäóò íåïðåðûâíû è ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ∂2u(x,y)
∂y∂x

è
∂2u(x,y)
∂x∂y

, à, çíà÷èò, îíè áóäóò ðàâíû, ïîýòîìó è ∂P (x,y)
∂y

= ∂Q(x,y)
∂x

. Óòâåðæäåíèå 4 äîêàçàíî.

ã) 4 → 1 (äàíî óñëîâèå 4, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 1).
Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãðèíà ïî ëþáîìó êóñî÷íî-ãëàäêîìó

çàìêíóòîìó êîíòóðó èç G

ffi

L=∂D

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

¨

D⊂G

(
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)
dxdy. (14.48)
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Íî èç óñëîâèÿ 4 èìååì ∂Q(x,y)
∂x

− ∂P (x,y)
∂y

= 0 . Òîãäà

˛

L=∂D

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. ▶

14.9Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè ïî åå ïîëíîìó äèôôåðåíöèàëó ñ ïîìîùüþ
êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 14.11. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y) , Q(x, y) è ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ∂P (x,y)
∂y

è ∂Q(x,y)
∂x

îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G , à
òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
. (14.49)

Òîãäà â G P (x, y)dx + Q(x, y)dy åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë íåêîòîðîé ôóíêöèè
u(x, y) , êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ïî ôîðìóëå

u(x, y) =

M(x,y)ˆ

M0(x0,y0)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy + C, (14.50)

ãäå M0(x0, y0) � ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç îáëàñòè G , à M(x, y) � òåêóùàÿ
òî÷êà èç ýòîé îáëàñòè, ïðè÷åì óêàçàííûå òî÷êè åñòü êîíöû ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé
êðèâîé áåç îñîáûõ òî÷åê, ïî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå.

◀Âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 14.10, ïîýòîìó ðàâåíñòâî (14.49) áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, y) â îáëàñòè G . Òàêæå â òåîðåìå
14.10 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà (14.49) óñëîâèþ

du(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy (14.51)

óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ

u(x, y) =

M(x,y)ˆ

M0(x0,y0)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy. (14.52)

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî äâå ôóíêöèè, èìåþùèå îäèíàêîâûå ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû, îò-
ëè÷àþòñÿ îäíà îò äðóãîé òîëüêî íà ïîñòîÿííûå ñëàãàåìûå. Òàê êàê òî÷êè M0(x0, y0) è
M(x, y) ìîãóò áûòü êîíöàìè ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé áåç îñîáûõ òî÷åê, òî ÷àùå
âñåãî â êà÷åñòâå òàêîé êðèâîé áåðóò ëîìàííóþ ñî çâåíüÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàò-
íûì îñÿì.▶

Çàìå÷àíèå 14.8. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà äàåò îäèí èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.
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Ïðèìåð 14.5. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå(
12x2y +

1

y2

)
dx+

(
4x3 − 2x

y3

)
dy = 0. (14.53)

◀Óðàâíåíèå èìååò âèä

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (14.54)

ãäå P (x, y) = 12x2y + 1
y2
, Q(x, y) = 4x3 − 2x

y3
.

Îñü Ox ðàçáèâàåò êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü R2 íà äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè: G1

(y > 0) è G2 (y < 0) .
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14.53) áóäåì ïðîâîäèòü â îáëàñòè G1 . Íàõîäèì

∂P (x, y)

∂y
= 12x2 − 2

y3

è
∂Q(x, y)

∂x
= 12x2 − 2

y3
.

Âèäíî, ÷òî ó íàñ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ (14.53) åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, y) â îäíîñâÿçíîé îá-
ëàñòè G1 . Ïî ôîðìóëå (14.50) íàõîäèì ôóíêöèþ u(x, y) ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Â
êà÷åñòâå êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ áåðåì ëîìàíóþ L = L1

∪
L2 (ðèñóíîê 14.8).

x

y

О x

1L

2L

0 (0,1)M

( , )M x y

Ðèñóíîê 14.8

ˆ

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

ˆ

L1

+

ˆ

L2

=

=

L1 : y = 1, dy = 0,
x− ïàðàìåòð,
0 ⩽ x ⩽ x

∣∣∣∣∣∣
L2 : x = const, dx = 0,
y − ïàðàìåòð,
1 ⩽ y ⩽ y

 =

=

xˆ

0

(12x2 + 1)dx+

yˆ

1

(
4x3 − 2x

y3

)
dy = 4x3y +

x

y2
+ C1.

Îòâåò: u(x, y) = C , ãäå u(x, y) = 4x3y + x
y2

� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14.53).▶
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ËÅÊÖÈß 15
Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà

Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ôè-
çèêè. Íàïðèìåð, ðåøåíèå çàäà÷è î ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäíèêà èëè î ñêîðîñòè æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü, èëè
îá îñâåùåííîñòè ïîâåðõíîñòè èëè î ïðèòÿæåíèè ïðîñòîãî ñëîÿ è ò.ä.

Òåîðèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íà òåîðèè êðèâîëèíåéíûõ
èíòåãðàëîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê è äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ, ïîâåðõíîñòíûå
èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

15.1Çàäà÷à î ïðèòÿæåíèè ïîâåðõíîñòè, ñ ðàñïðåäåë¼ííîé ìàññîé ïî íåé,
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ âíå ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü ïî ïîâåðõíîñòè S íåïðåðûâíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíû ìàññû ñ çàäàííîé â
êàæäîé òî÷êå M(x, y, z) ïîâåðõíîñòè ïëîòíîñòüþ ρ(M) = ρ(x, y, z) . Ïóñòü äàëåå, â òî÷-
êå A(x, y, z) (âíå ïîâåðõíîñòè) íàõîäèòñÿ åäèíèöà ìàññû. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñ êàêîé

ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ ñèëîé F⃗ ïðèòÿãèâàåòñÿ òî÷êà A(x, y, z) ïîâåðõíîñòüþ S ,
åñëè â îñíîâó ïîëîæåí Íüþòîíîâ çàêîí ïðèòÿæåíèÿ.

◀Åñëè áû òî÷êà A(x, y, z) ïðèòÿãèâàëàñü îäíîé ëèøü ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé
M(x, y, z) ñ ñîñðåäîòî÷åííîé â íåé ìàññîé m , òî âåëè÷èíà ñèëû ïðèòÿæåíèÿ áûëà áû
ðàâíà

F = γ
m

R2
,

ãäå γ � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, R � ðàññòîÿíèå |AM | , òî åñòü,

R =
√

(x− x)2 + (y − y)2 + (z − z)2.

Òàê êàê ýòà ñèëà íàïðàâëåíà îò òî÷êè A ê òî÷êè M , òî å¼ íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû
áóäóò

x− x

R
,
y − y

R
,
z − z

R

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèÿ ñèëû ïðèòÿæåíèÿ F⃗ íà îñè êîîðäèíàò âûðàçèòñÿ òàê:

Fx = γm
x− x

R3
, Fy = γm

y − y

R3
, Fz = γm

z − z

R3
.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò dS ïîâåðõíîñòè ñ ìàññîé ρdS , êàê áû ñîñðåäîòî÷åííîé â îäíîé
èç åãî òî÷åê M(x, y, z) . Îêàçûâàåìîå èì íà òî÷êó A(x, y, z) ïðèòÿæåíèå áóäåò èìåòü
ïðîåêöèè íà îñè:

dFx = γρ
x− x

R2
ds, dFy = γρ

y − y

R2
dS, dFz = γρ

z − z

R2
dS.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïðî-
åêöèè ñèëû F⃗ ïðèòÿæåíèÿ ïðîñòîãî ñëîÿ íà îñè:

Fx = γ

¨

S

ρ
x− x

R3
dS, Fy = γ

¨

S

ρ
y − y

R3
dS, Fz = γ

¨

S

ρ
z − z

R3
dS.

Ýòèì ñèëà F⃗ îïðåäåëåíà ïîëíîñòüþ êàê ïî âåëè÷èíå, òàê è ïî íàïðàâëåíèþ. Òàêèå
èíòåãðàëû íàçûâàþò ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè ïåðâîãî ðîäà.▶
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Çàìå÷àíèå 15.1. Åñëè áû ïðèòÿãèâàåìàÿ òî÷êà A(x, y, z) ñàìà ëåæàëà íà ïîâåðõ-
íîñòè S , òî ïðîåêöèè ïðèòÿæåíèÿ íà îñè ïî-ïðåæíåìó âûðàæàëèñü áû èíòåãðàëàìè, íî
íà ýòîò ðàç èíòåãðàëû ýòè áûëè áû íåñîáñòâåííûìè, ïîñêîëüêó âáëèçè òî÷êè A(x, y, z)
ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè âñå ïåðåñòàþò áûòü îãðàíè÷åííûìè.

15.2Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Îïðåäåëåíèå 15.1. Ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè â êàæäîé åå òî÷êå
ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè ê òî÷êå ïîëîæåíèå ýòîé
ïëîñêîñòè ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî.

Íàïðèìåð, åñëè ïîâåðõíîñòü S åñòü ãðàôèê ôóíêöèè z = f(x, y) , îïðåäåëåííûé
â îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G , òî ïîâåðõíîñòü S áóäåò ãëàäêîé, åñëè
ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû íà G ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′

x(x, y) è f ′
y(x, y) .

Ïóñòü S � êîíå÷íàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂S â êî-
îðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå R3 , íà êîòîðîé îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ. Áåð¼ì
ëþáîå ðàçáèåíèå τs ïîâåðõíîñòè S íàáîðîì èç l (l ∈ N) êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ íà n
(n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé Sk (k = 1, n) áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆Sk ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé ïîâåðõíîñòè Sk . Äèàìåòðîì ïîâåðõíîñòè Sk
áóäåò dk = sup

Mk,Nk∈Sk

{ρ(Mk, Nk)} äëÿ ëþáûõ Mk, Nk ∈ Sk . Íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ dk

îáîçíà÷åí ÷åðåç λτ . Ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì òî÷êè Mk ∈ Sk . Ñîñòàâëÿåì èíòåãðàëüíóþ
ñóììó

στ (f(x, y),Mk) =
n∑
k=1

f(Mk)∆Sk. (15.1)

Îïðåäåëåíèå 15.2. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
λτ→0

σ(f(x, y),Mk), (15.2)

êîòîðûé íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ τs è âûáîðà òî÷åê Mk , òî îí íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñò-
íûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà îò ôóíêöèè f(M) (M(x, y, z) ∈ S) ïî ïîâåðõíîñòè
S è îáîçíà÷àåòñÿ ¨

S

f(M)dS. (15.3)

15.3Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà
ïåðâîãî ðîäà

Òåîðåìà 15.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà çàìû-
êàíèè S ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂S � ãðàôèêà ôóíêöèè
z = z(x, y) , îïðåäåëåííîé â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G .
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

˜
S

f(M)dS è îí âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå ¨

S

f(M)dS =

¨

G

f(x, y, z(x, y))
√

1 + z′2
x + z′2

y dxdy. (15.4)

◀Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

στ (f(x, y),Mk) =
n∑
k=1

f(Mk)∆Sk, (15.5)
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ãäå Mk =Mk(xk, yk, zk) ∈ Sk .
Ðàçáèåíèþ τS ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå G íà n (n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk

(k = 1, n) . Òàê êàê ïîâåðõíîñòü S � ãëàäêàÿ, òî ñàìà ôóíêöèÿ z = z(x, y) è ñóùåñòâó-
þùèå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå z′x(x, y) è z′y(x, y) íåïðåðûâíû íà G . Òîãäà ïëîùàäü
ïîâåðõíîñòè S áóäåò ðàâíà

S =

¨

G

√
1 + z′2

x + z′2
y dxdy, (15.6)

à

∆Sk =

¨

Gk

√
1 + z′2

x + z′2
y dxdy. (15.7)

Äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ïðàâîé ÷àñòè (15.7) âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ñðåäíåì(
µ(x, y) =

√
1 + z′2

x + z′2
y ∈ C( Gk)

)
. Òîãäà

∆Sk =
√

1 + z′2
x (xk, yk) + z′2

y (xk, yk)∆Gk, (15.8)

ãäå Mk(xk, yk) ∈ Gk , à

στ (f(x, y),Mk) =
n∑
k=1

f(xk, yk, z(xk, yk))
√

1 + z′2
x (xk, yk) + z′2

y (xk, yk)∆Gk. (15.9)

Ôóíêöèÿ φ(x, y) =
√

1 + z′2
x (x, y) + z′2

y (x, y) ∈ C(G) íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå G ,

ïîýòîìó îíà áóäåò è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà G (òåîðåìà Êàíòîðà).
Ïóñòü dτ � ìàêñèìàëüíûé èç äèàìåòðîâ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk . Èìååì:

∀ε > 0 ∃δ1 > 0 ∀τs dτ < δ1 |φ(xk, yk) − φ(xk, yk)| < ε.

Êðîìå òîãî, èç f(x, y, z) ∈ C(S) ñëåäóåò (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà), ÷òî ôóíêöèÿ
f(x, y, z) îãðàíè÷åíà íà S , òî åñòü ñóùåñòâóåò K > 0 (K = const) , ÷òî äëÿ ëþáûõ
(x, y, z) ∈ S áóäåò |f(x, y, z)| ⩽ K .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç στ (f(x, y, z),Mk) àíàëîã (15.9) ñ çàìåíîé xk íà xk è yk íà yk .
Â ýòîì ñëó÷àå στ (f(x, y, z),Mk) áóäåò èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà
ïðàâîé ÷àñòè (15.4). Îöåíèì ñâåðõó

|στ (f(x, y, z),Mk)− στ (f(x, y, z),Mk)| =

=

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f(xk, yk, z(xk, yk)) (φ(xk, yk)− φ(xk, yk))∆Gk

∣∣∣∣∣ ⩽ Kε |G| , (15.10)

ãäå |G| � ïëîùàäü G .
Äâîéíîé èíòåãðàë (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç I ) ïðàâîé ÷àñòè (15.4) ñóùåñòâóåò, òàê êàê

ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå G , à òîãäà

∀ε > 0 ∃δ2 ∀τG dτ < δ2 |I − στ | < ε. (15.11)

Ïðè δ = min {δ1, δ2} áóäóò ñïðàâåäëèâû îöåíêè (15.10) è (15.11). Òîãäà

|I − στ | < ε(1 +K |σ|), (15.12)

ïðè÷åì îöåíêà (15.12) áóäåò ïðè λτ < δ. ▶



151

Ïðèìåð 15.1. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà
¨

S

√
1 + 4x2 + 4y2dS, (15.13)

ãäå S � êîíå÷íàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè z = 1− x2 − y2 , îòñå÷¼ííàÿ ïëîñêîñòüþ z = 0 .

◀Ïîñòðîèì ðèñóíîê ïîâåðõíîñòè S (ðèñóíîê 15.1). Âû÷èñëåíèå ïðîâîäèì ïî ôîð-

x

y
О

1

1

1

z

Ðèñóíîê 15.1

ìóëå (15.4). Ó íàñ z(x, y) = 1− x2 − y2 .

∂z

∂x
= −2x;

∂z

∂y
= −2y;

√
1 + z′2

x + z′2
y =

√
1 + 4x2 + 4y2,

dS =
√
1 + 4x2 + 4y2dxdy.

I =

¨

S

√
1 + 4x2 + 4y2ds =

¨

G

(1 + 4x2 + 4y2)dxdy =

=

[
x = r cosφ
y = r sinφ

∣∣∣∣ 0 ⩽ φ ⩽ 2π| 1 + 4x2 + 4y2 = 1 + 4r2
]
=

=

2πˆ

0

dφ

1ˆ

0

(
1 + 4r2

)
rdr = 2π

(
r2

2
+ r4

)∣∣∣∣1
0

= 3π. ▶

Çàìå÷àíèå 15.2. Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìå 15.1 áóäóò ñïðàâåäëèâû ïðè
ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ è äëÿ ïîâåðõíîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè x(y, z) è
y(x, z) . Òîãäà ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ
ïåðâîãî ðîäà áóäóò

¨

S

f(x, y, z)dS =

¨

G

f(x(y, z), y, z)
√

1 + x′2
y + x′2

z dydz (15.14)

è ¨

S

f(x, y, z)dS =

¨

G

f(x, y(x, z), z)
√

1 + y′2
x + y′2

z dxdz. (15.15)
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Ïðèìåð 15.2. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà
¨

S

(x+ y + z)dS, (15.16)

ãäå ïîâåðõíîñòü S � ÷àñòü ïëîñêîñòè x+2y+4z = 4 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì x ⩾ 0 ,
y ⩾ 0 , z ⩾ 0 .

◀Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (15.14). Âûïîëíèì ýñêèç ðèñóíêà 15.2 íàøåé ïîâåðõ-
íîñòè S è ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü xOy (îáëàñòü G ). Ýòî ïëîñêîñòü
x
4
+ y

2
+ z

1
= 1 .

x

yО 2

1

4

z x

y
О

2

1

B

A

Ðèñóíîê 15.2

I =

¨

S

(x+ y + z)dS =

¨

G

(4− 2y − 4z + y + z)
√
21dydz =

=

¨

G

(4− y − 3z)
√
21dydz =

√
21

2ˆ

0

dy

1− y
2ˆ

0

(4− y − 3z)dz =

=
√
21

2ˆ

0

(
4z
∣∣∣1− y

2

0
− yz

∣∣∣1− y
2

0
− 3

2
z2
∣∣∣1− y

2

0

)
dy =

=
√
21

2ˆ

0

(
5

2
− 3

2
y +

y2

8

)
dy =

7
√
21

3
. ▶

Ïðèìåð 15.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
ˆ

S

(xy + yz + zx)dS, (15.17)

ãäå

S =
{
(x, y, z) ∈ R3 : z =

√
x2 + y2, x2 + y2 < 2ax, a > 0

}
.
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◀Ïîâåðõíîñòü S åñòü ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîíóñà z2 = x2 + y2 , ëåæàùåé âûøå
ïëîñêîñòè z = 0 âíóòðè öèëèíäðà x2+y2 = 2ax . Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà ïîâåðõíîñòè
è ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü xOy (ðèñóíîê 15.3):

x2 + y2 − 2ax+ a2 = a2, (x− a)2 + y2 = a2.

a

x

yО

2a

S

x

y

О 2aa

2
G

1
G

2a

z

Ðèñóíîê 15.3

Íàõîäèì ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî ôîðìóëå (15.4)

I =

¨

S

(xy + yz + zx)dS =
√
2

¨

G

(
xy + y

√
x2 + y2 +

√
x2 + y2x

)
dxdy, (15.18)

ãäå

√
1 + z′2

x + z′2
y =

√√√√1 +

(
x√

x2 + y2

)2

+

(
y√

x2 + y2

)2

=
√
2, dS =

√
2dxdy.

Äâîéíîé èíòåãðàë ïðàâîé ÷àñòè (15.18) âû÷èñëÿåì, ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäè-
íàòàì.

I =
√
2

π
2ˆ

−π
2

dφ

2a cosφˆ

0

(r2 sinφ · cosφ+ r2 sinφ+ r2 cosφ)rdr =

=
√
2

π
2ˆ

−π
2

(sinφ · cosφ+ sinφ+ cosφ)
r4

4

∣∣∣∣2a cosφ
0

dφ =
16a4

√
2

4

π
2ˆ

0

cos5 φdφ =

= 4a4
√
2

π
2ˆ

0

(1− sin2 φ)2d(sinφ) =

[
u = sinφ

uí = 0, uâ = 1

]
=

= 4a4
√
2

1ˆ

0

(1− t2)dt =
8
√
2a4

3
. ▶
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15.4Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ïðè
ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè ïîâåðõíîñòè

Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü S ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé, çàäàííîé
ñ ïîìîùüþ âåêòîð-ôóíêöèè r⃗ = r⃗(u, v) . Âîçüìåì êðèâóþ íà ïîâåðõíîñòè S � ãðàíèöó
r⃗ = r⃗(u(t), v(t)) . Ââåä¼ì êîîðäèíàòíûå âåêòîðû

r⃗u =
∂r⃗

∂u
è r⃗v =

∂r⃗

∂v
. (15.19)

Çàäàíèå ôóíêöèé u(t) è v(t) íà ïîâåðõíîñòè S ïîðîæäàåò â êàæäîé êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè ê S íåâûðîæäåííûé ðåïåð r⃗u, r⃗v (ïàðó íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ). Ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ (÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå).

g11 = (r⃗u, r⃗u); g21 = (r⃗u, r⃗v); g22 = (r⃗v, r⃗v). (15.20)

Òåîðåìà 15.2. Ïóñòü êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S çàäàíà óðàâíåíèåì
r⃗ = r⃗(u, v) , íà êîòîðîé îïðåäåëåíà îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f(x, y, z) . Òàêæå ñóùåñòâó-
åò äâîéíîé èíòåãðàë¨

G

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
g11g22 − g212dudv, (15.21)

ãäå G � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò
u, v . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòíûé èíòåðâàë¨

S

f(x, y, z)dS =

¨

G

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
g11g22 − g212dudv. (15.22)

Çàìå÷àíèå 15.3. Åñëè âçÿòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè è çàäàòü åãî ÷åðåç äåêàðòîâûå
êîîðäèíàòû (ïàðàìåòðû u è v ), òî â ýòîì ñëó÷àå r⃗u = i⃗ , r⃗v = j⃗ . Òîãäà g11 = (⃗i, i⃗) = 1 ;
g12 = (⃗i, j⃗) = 0 ; g22 = (⃗j, j⃗) = 1.

Ïðèìåð 15.4. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà¨

S

(xy + z)dS, (15.23)

ãäå S =
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣ x2 + y2 = ax, y2 + z2 ⩽ x2, z ⩾ 0
}
.

◀Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà ïîâåðõíîñòè S è ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü
xOy (ðèñóíîê 15.4).

Ïîâåðõíîñòü S íàõîäèòñÿ âíóòðè êîíóñà. Èñïîëüçóåì ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå
óðàâíåíèÿ öèëèíäðà Îêðóæíîñòü x2 + y2 = a2

4
çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè ñëåäóþùèì

îáðàçîì x = a
2
(1 + cos t) , y = a

2
sin t :

x =
a

2
(1 + cos t), y =

a

2
sin t, z = h. (15.24)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé òî÷åê M(t, h) ñîîòâåòñòâóþùèì ñîîòíîøåíèÿì
(15.24) âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì y2 + z2 ⩽ x2 è çíà÷åíèÿìè x , y , z èç (15.24)

a2

4
sin2 t+ h2 ⩽ a2

4
(1 + cos t)2; h2 ⩽ a2

4
(1 + 2 cos t+ cos2 t)− (1− cos2 t)

2a2

4
;
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x

y
О
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z

a

x

y

О

2

a
a
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h2 ⩽ a2

4
(2 cos t+ 2 cos2 t); h2 ⩽ a2

4
2 cos t(1 + cos t); h2 ⩽ a2 cos t · cos2 t

2
;

0 ⩽ h ⩽ a cos
t

2

√
cos t.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè âèäíî, ÷òî cos t ⩾ 0 , ïîýòîìó −π
2
⩽ t ⩽ π

2
, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

è ðèñóíêó 15.4. Ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè ñ ïîìîùüþ âåêòîð-ôóíêöèè

r⃗(t, h) =
(a
2
(1 + cos t),

a

2
sin t, h

)
. (15.25)

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âåêòîð-ôóíêöèè r⃗(t, h) .

r⃗′t (t, h) =
(
−a
2
sin t,

a

2
cos t, 0

)
è r⃗′h (t, h) = (0, 0, 1).

Ïî ôîðìóëàì (15.20) íàõîäèì âåëè÷èíû g11, g22, g12

g11 = (r⃗′t(t, h), r⃗
′
t(t, h)) = |r⃗′t|

2
=
a2

4
; g22 = (r⃗′h(t, h), r⃗

′
h(t, h)) = |r⃗′h|

2
= 1;

g12 = (r⃗′t(t, h), r⃗
′
t(t, h)) = 0.

Òîãäà

dS =
√
g11g22 − g212dtdh =

a

2
dtdh. (15.26)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà (15.23) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (15.22)

I =

¨

S

(xy + z)dS =

¨

G

(a
2
(cos t+ 1)

a

2
sin t+ h

) a
2
dtdh =

=
a

2

¨
G

a2

4
sin t · (cos t+ 1)dtdh+

¨

G

hddh

 =

=
a

2

a2
4

π
2ˆ

−π
2

sin t · (cos t+ 1)dt

a cos t
2

√
cos tˆ

0

dh+

π
2ˆ

−π
2

dt

a cos t
2

√
cos tˆ

0

hdh

 =
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=
a

2

0 +
1

2
a2

π
2ˆ

0

cos2
t

2
· cos tdt

 =
a3

4

π
2ˆ

0

(cos t+ cos2 t)dt =

=
a3

4

(
sin t|

π
2
0 +

π

4

)
=
a3

4

(
1 +

π

4

)
. ▶

15.5Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà (ïðè
èõ äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóþòñÿ îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà è
òåîðåìû 15.1 è 15.2 (äîêàæèòå óêàçàííûå ñâîéñòâà ñàìîñòîÿòåëüíî)).

Òåîðåìà 15.3 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè). Íåïðåðûâíàÿ íà
êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S ôóíêöèÿ f(x, y, z) èíòåãðèðóåìà íà S .

Òåîðåìà 15.4 (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè). Åñëè ôóíêöèè f(x, y, z) è g(x, y, z) èí-
òåãðèðóåìû íà ïîâåðõíîñòè S è α, β � ëþáûå ôèêñèðîâàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,
òî ôóíêöèÿ αf(x, y, z) + βg(x, y, z) èíòåãðèðóåìà íà ïîâåðõíîñòè S è ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà¨

S

(αf(x, y, z) + βg(x, y, z))dS = α

¨

S

f(x, y, z)dS + β

¨

S

g(x, y, z)dS. (15.27)

Îïðåäåëåíèå 15.3. Ïîâåðõíîñòè S1 è S2 íàçûâàþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ,
åñëè èõ îáùàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ.

Òåîðåìà 15.5 (ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè). Åñëè ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû˜
s1

f(x, y, z)dS ,
˜
s2

f(x, y, z)dS è ïîâåðõíîñòè S1 è S2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ñóùåñòâó-

åò èíòåãðàë ôóíêöèè f(x, y, z) ïî èõ îáúåäèíåíèþ S = S1

∪
S2 è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

¨

S

f(x, y, z)dS =

¨

S1

f(x, y, z)dS +

¨

S2

f(x, y, z)dS. (15.28)

Òåîðåìà 15.6. Åñëè f(x, y, z) = 1 è S � êîíå÷íàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü,
òî ¨

S

1dS = |S| , (15.29)

ãäå |S| � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S .

Òåîðåìà 15.7 (îá èíòåãðèðóåìîñòè ìîäóëÿ). Åñëè ñóùåñòâóåò
˜
S

f(x, y, z)dS ,

òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ôóíêöèè |f(x, y, z)| ïî S è ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣∣
¨

S

f(x, y, z)dS

∣∣∣∣∣∣ ⩽
¨

S

|f(x, y, z)| dS. (15.30)

Òåîðåìà 15.8 (ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè). Åñëè ôóíêöèè f(x, y, z) è g(x, y, z)
èíòåãðèðóåìû ïî ïîâåðõíîñòè S è äëÿ ëþáûõ òî÷åê (x, y.z) ∈ S âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî f(x, y, z) ⩽ g(x, y, z) , òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî¨

S

f(x, y, z)dS ⩽
¨

S

g(x, y, z)dS. (15.31)
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Òåîðåìà 15.9 (òåîðåìà î ñðåäíåì). Ïóñòü ôóíêöèè f(x, y, z) , g(x, y, z) èí-
òåãðèðóåìû ïî ïîâåðõíîñòè S è g(x, y, z) ⩾ 0 äëÿ ëþáûõ òî÷åê (x, y, z) ∈ S , à

inf
M(x,y,z)∈S

f(x, y, z) = m è sup
M(x,y,z)∈S

f(x, y, z) = M . Òîãäà ñïðàâåäëèâî äâîéíîå íåðàâåí-

ñòâî

m

¨

S

g(x, y, z)dS ⩽
¨

S

g(x, y, z)f(x, y, z)dS ⩽M

¨

S

g(x, y, z)dS, (15.32)

â ÷àñòíîñòè,

m |S| ⩽
¨

S

f(x, y, z)dS ⩽M |S| . (15.33)

Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ f(x, y, z) íåïðåðûâíà íà ïîâåðõíîñòè S , òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà M0(x0, y0, z0) , ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

¨

S

f(x, y, z)g(x, y, z)dS = f(M0)

¨

S

g(x, y, z)dS. (15.34)

Çàìå÷àíèå 15.4. Åñëè ôóíêöèè f(x, y, z) è g(x, y, z) èíòåãðèðóåìû ïî ïîâåðõ-
íîñòè S , òî áóäåò èíòåãðèðóåìîé ïî ïîâåðõíîñòè S ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ
ôóíêöèé f(x, y, z) è g(x, y, z) .

15.6Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà

15.6.1Ìàññà ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S � êîíå÷íàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ñ ïîâåðõíîñòíîé
ïëîòíîñòüþ ρ(x, y, z) , ãäå ôóíêöèÿ ρ(x, y, z) íåïðåðûâíà íà S (ãðàíèöà ∂S ïîâåðõíî-
ñòè S òàêæå êóñî÷íî-ãëàäêàÿ).

Èñïîëüçóÿ ìåòîä îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, àíàëîãè÷íûé, êàê è äëÿ îäíîìåðíûõ
è ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà, à òàêæå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà,
íàõîäèì â íàøåì ñëó÷àå ýëåìåíò ìàññû

dms = ρ(x, y, z)dS. (15.35)

Òîãäà ìàññà íàøåé ïîâåðõíîñòè S âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ms =

¨

S

ρ(x, y, z)dS. (15.36)

Ïðèìåð 15.5. Íàéòè ìàññó ÷àñòè öèëèíäðà x2+z2 = 2az , ëåæàùåé âíóòðè êîíóñà
x2 + y2 = z2 , åñëè ïëîòíîñòü ρ(x, y, z) = |y| .

◀Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà íàøåé ïîâåðõíîñòè.
Íà ðèñóíêå 15.5 ïîêàçàíà ÷åòâåðòü óêàçàííîé ïîâåðõíîñòè � ýòî AmOnK . Ìàññó

ïîâåðõíîñòè S âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå

4

¨

S

ydS. (15.37)
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Öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâèì ïàðàìåòðè÷åñêè:

z = a(1 + sin t), x = a cos t, y = h, ãäå h ⩾ 0.

Âåðõíþþ îöåíêó äëÿ h íàõîäèì èç íåðàâåíñòâà y2 ⩽ z2 − x2 , òàê íàøà öèëèíäðè-
÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàõîäèòñÿ âíóòðè êîíóñà. Èìååì:

h2 ⩽ a2 (1 + sin t)2 − a2 cos2 t = a2
(
1 + 2 sin t+ sin2 t

)
− a2 cos2 t =

= 2a2 sin t · (1 + sin t) , h ⩽ a
√
2 sin t · (1 + sin t).

Âèäíî, ÷òî sin t ⩾ 0 , òî åñòü 0 ⩽ t ⩽ π , à h ∈
[
0, a
√
2 sin t · (1 + sin t)

]
.

Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïîâåðõíîñòè S

r⃗ (t, h) = (a cos t, h, a (1 + sin t)) ; r⃗′t = (−a sin t, 0, a cos t) ; r⃗′h = (0, 1, 0) .

Íàõîäèì g11 = (r⃗′t, r⃗
′
t) = a2 ; g22 = (r⃗′h, r⃗

′
h) = 1 ; g12= (r⃗′t, r⃗

′
h) = 0 .

Òîãäà ds =
√
g11g22 − g12 dtdh = a dtdh.

ms = 4

¨

s

yds = 4a

πˆ

0

dt

a
√

2 sin t·(1+sin t)ˆ

0

hdh =

= 4a3
πˆ

0

(
sin t+

1− cos 2t

2

)
dt = 4a3

(
− cos t|π0 +

π

2

)
=

= 4a3
(
2 +

π

2

)
= 2a3 (4 + π) (åä. ìàññû). ▶

15.6.2Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû êîíå÷íîé ìàòåðèàëüíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ïî-
âåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ:

MxOy =

¨

s

zρ (x, y, z) ds, (15.38)
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MyOz =

¨

s

xρ (x, y, z) ds, (15.39)

MxOz =

¨

s

yρ (x, y, z) ds. (15.40)

15.6.3Öåíòðû ìàññ ìàòåðèàëüíîé êîíå÷íîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü òî÷êà M (xc, yc, zc) ∈ R3 � öåíòð òÿæåñòè êîíå÷íîé ìàòåðèàëüíîé êóñî÷íî-
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S c ïëîòíîñòüþ ρ (x, y, z) ∈ C (S) . Òîãäà

xc =

˜
s

xρ (x, y, z) ds

mS

, (15.41)

yc =

˜
s

yρ (x, y, z) ds

mS

, (15.42)

zc =

˜
s

zρ (x, y, z) ds

mS

. (15.43)

Ïðèìåð 15.6. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ îäíîðîäíîé ñôåðû

(ρ = 1) x2 + y2 + z2 = R2, x ⩾ 0, y ⩾ 0, z ⩾ 0.

◀Èçîáðàçèì ýñêèç ïîâåðõíîñòè (ðèñóíîê 15.6).

Ðèñóíîê 15.6

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè è îäíîðîäíîñòè ïîâåðõíîñòè S ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòû
èñêîìîãî öåíòðà ìàññ (òî÷êè M (xc, yc, zc) ) ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî åñòü xc = yc = zc.
Íàõîäèì, íàïðèìåð,

zc =

˜
s

zds

˜
s

ds
. (15.44)

Âèäíî, ÷òî ìàññà ïîâåðõíîñòè S ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè ýòîé ïîâåðõíîñòè, òî åñòü

ms =

¨

s

ds =
πR2

2
. (15.45)
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Íàõîäèì ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë

¨

s

zds =


z =

√
R2 − x2 − y2,

z′x =
−x√

R2−x2−y2
,

z′y =
−y√

R2−x2−y2

∣∣∣∣∣∣∣∣
√

1 + z′2
x + z′2

y =

=

√
1 +

x2

R2 − x2 − y2
+

y2

R2 − x2 − y2
= = R√

R2−x2−y2

 =

= R

¨

G

dxdy = R
πR2

4
=
πR3

4
.

Òîãäà

zc =
πR3

4
πR2

2

=
R

2
.

Îòâåò: M
(
R
2
, R
2
, R
2

)
. ▶

15.6.4Ìîìåíò èíåðöèè êîíå÷íîé ìàòåðèàëüíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõ-
íîñòè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé è îñåé

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èñêîìûå ôîðìóëû
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè:

IyOz =

¨

s

x2ρ (x, y, z) ds, (15.46)

IxOz =

¨

s

y2ρ (x, y, z) ds, (15.47)

IxOy =

¨

s

z2ρ (x, y, z) ds, (15.48)

IOx =

¨

s

(
y2 + z2

)
ρ (x, y, z) ds, (15.49)

IOy =

¨

s

(
x2 + z2

)
ρ (x, y, z) ds, (15.50)

IOz =

¨

s

(
x2 + y2

)
ρ (x, y, z) ds. (15.51)

Ïðèìåð 15.7. Âû÷èñëèòü ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêî-
ñòåé îäíîðîäíîé (ρ = const) ïîâåðõíîñòè x+y+z = 1 , ðàñïîëîæåííîé â ïåðâîì îêòàíòå.
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y

x

О

z

1

1

1

Ðèñóíîê 15.7

◀Ïðè óñëîâèè îäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè è èç ñîîáðàæåíèé ñèììåò-
ðèè (ðèñóíîê 15.7) çàêëþ÷àåì, ÷òî Iz=0 = Iy=0 = Ix=0 .

Iz=0 =

¨

s

z2ds =

[
z = 1− x− y,
z
′
x = z

′
y = −1

∣∣∣∣√z′2
x + z′2

y + 1 =
√
3

]
=

=

¨

G

(1− x− y)2
√
3dxdy,

ãäå G � îáëàñòü-òðåóãîëüíèê (ðèñóíîê 15.8).

x

y

О

1

1

Ðèñóíîê 15.8

Òîãäà

Iz=0 = −
√
3

1ˆ

0

dx

1−xˆ

0

(1− x− y)2 d (1− x− y) =

= −
√
3

1ˆ

0

(1− x− y)3

3

∣∣∣∣∣
1−x

0

dx =

= −
√
3

3

1ˆ

0

(1− x)3 d (1− x) = −
√
3

3
· (1− x)4

4

∣∣∣∣∣
1

0

=

√
3

12
.

Îòâåò: Iz=0 = Ix=0 = Iy=0 =
√
3

12
. ▶
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ËÅÊÖÈß 16
Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

16.1Äâóñòîðîííèå è îäíîñòîðîííèå ïîâåðõíîñòè â R3

Îïðåäåëåíèå 16.1. Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííåé,
åñëè îáõîä ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó L ⊂ S (ëåæàùåìó íà ïîâåðõíîñòè S è
íå èìåþùåìó îáùèõ òî÷åê ñ ∂S � ãðàíèöåé ïîâåðõíîñòè S ) íå ìåíÿåò íàïðàâëåíèå
íîðìàìè ê ïîâåðõíîñòè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ îäíîñòîðîí-
íåé.

Ïðèìåðàìè äâóñòîðîííèõ ïîâåðõíîñòåé áóäóò ïëîñêîñòü èëè ëþáàÿ åå ÷àñòü, ñôåðà,
êîíóñ è ìíîãèå äðóãèå ïîâåðõíîñòè. Îäíîñòîðîííåé ïîâåðõíîñòüþ áóäåò òàê íàçûâàåìûé
ëèñò Ìåáèóñà.

Åñëè ïîâåðõíîñòü S äâóõñòîðîííÿÿ, òî ñóùåñòâóþò äâå íåïðåðûâíûå âåêòîð-
ôóíêöèè n⃗1 (M) è n⃗2 (M) (è òîëüêî), îïðåäåëåííûå íà ïîâåðõíîñòè S è óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) äëÿ ëþáîé òî÷êè M (x, y, z) ∈ S |n⃗1 (M)| = |n⃗2 (M)| ;
2) íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ n⃗1 (M) è n⃗2 (M) â ëþáîé òî÷êå M ∈ S ïðîòèâîïîëîæíû;
3) â ëþáîé òî÷êå M ∈ S âåêòîðû n⃗1 (M) è n⃗2 (M) íîðìàëüíû ê ïîâåðõíîñòè S ,

òî åñòü ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M .
Ëþáàÿ èç âåêòîð-ôóíêöèé n⃗1 (M) è n⃗2 (M) îáðàçóåò òàê íàçûâàåìîå íåïðåðûâíîå

ïîëå íîðìàëåé íà ïîâåðõíîñòè S . Âûáîð íà ïîâåðõíîñòè S îïðåäåëåííîé èç ôóíêöèé
n⃗1 (M) è n⃗2 (M) (îïðåäåëåííîãî íåïðåðûâíîãî ïîëÿ íîðìàëåé) íàçûâàåòñÿ âûáîðîì
ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè S . Äëÿ îäíîñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè íåëüçÿ ïîñòðîèòü íåïðå-
ðûâíîå ïîëå íîðìàëåé ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü S åñòü ãðàôèê ôóíêöèè z = f (x, y) . Â ýòîì
ñëó÷àå âåðõíåé ñòîðîíîé ýòîé ïîâåðõíîñòè ñ÷èòàåì òó åå ñòîðîíó, ÷òî cos (n⃗, Oz) > 0 , à
íèæíèé � cos (n⃗, Oz) < 0 , ãäå n⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S .

Ïóñòü äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü S � çàìêíóòàÿ (ñôåðà, ýëëèïñîèä è ò.ä.). Åñëè
âåêòîðà íåïðåðûâíîãî ïîëÿ íîðìàëåé ê ïîâåðõíîñòè S íàïðàâëåíû âíóòðü îáúåìà,
îãðàíè÷åííîãî ýòîé ïîâåðõíîñòüþ, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè íàçûâà-
åòñÿ âíóòðåííåé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � âíåøíåé ñòîðîíîé ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 16.2. Äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìîé, à
âûáîð îïðåäåëåííîé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè � îðèåíòàöèåé. Îäíîñòîðîííèå ïîâåðõíî-
ñòè íàçûâàþòñÿ íåîðèåíòèðóåìûìè.

Äàëåå ðàññìîòðèì òàêîå ïîíÿòèå, êàê îðèåíòàöèÿ ãðàíèöû ∂S äâóñòîðîííåé ïî-
âåðõíîñòè S .

Ïóñòü L � êîíòóð, âõîäÿùèé â ñîñòàâ ∂S � ãðàíèöû äâóñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè
S ; n⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå M ∈ L ; v⃗ � âåêòîð,
íîðìàëüíûé ê L è ê n⃗ , íàïðàâèì âåêòîð v⃗ â òó ñòîðîíó, ãäå ðàñïîëîæåíà ïîâåðõíîñòü
S . Ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà L óêàçûâàåò âåêòîð [v⃗, n⃗] (âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà v⃗ íà âåêòîð n⃗ ). Ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå îòðèöàòåëüíîå
(ðèñóíîê 16.1).

Åñëè âçÿòà ïðàâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò è L � ëþáîé çàìêíóòûé êîíòóð (ãðàíèöà
äâóñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè S ), òî íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà L , ñîãëàñîâàííîå ñ îðè-
åíòàöèåé ïîâåðõíîñòè S , ñ÷èòàåì òî, ïðè êîòîðîì ïîâåðõíîñòü S îñòàåòñÿ ñëåâà.
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Ðèñóíîê 16.1

16.2Çàäà÷à î êîëè÷åñòâå æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç
çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü

Íàéäåì êîëè÷åñòâî æèäêîñòè Π , ïðîòåêàþùåé ÷åðåç íåêîòîðóþ îðèåíòè-
ðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü S (äâóñòîðîííþþ ãëàäêóþ) çà åäèíèöó âðåìåíè. Ïëîò-
íîñòü æèäêîñòè ρ (x, y, z) = 1 è ñêîðîñòü åå ïðîòåêàíèÿ åñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ
v⃗ (P (x, y, z) , Q (x, y, z) , R (x, y, z)) â òî÷êå M (x, y, z) ∈ S .

◀Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì ðèñóíîê 16.2.

M

S

n
r

dS

v
r

n
Пр vr

r

Ðèñóíîê 16.2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n⃗ = cos(n⃗, Ox)⃗i + cos(n⃗, Oy)⃗j + cos(n⃗, Oz)k⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S â òåêóùåé òî÷êå M ∈ S . À ÷åðåç dS îáîçíà÷èì ïëîùàäü
áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè S , ñîäåðæàùåãî òî÷êó M (x, y, z) . Íàéäåì
ïðîåêöèè ñêîðîñòè v⃗ íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà n⃗ :

Ïðn⃗v⃗ = |v⃗| cos (n⃗, v⃗) = (v⃗, n⃗) = |v⃗| · |n⃗| cos (n⃗, v⃗) =

= P (x, y, z) cos(n⃗, Ox) +Q (x, y, z) cos(n⃗, Oy) +R (x, y, z) cos(n⃗, Oz). (16.1)

Òîãäà êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ýëåìåíò ïëî-
ùàäè dS :

dΠ = Ïðn⃗v⃗ · dS · ρ = (v⃗, n⃗) ρdS, (16.2)

ãäå dΠ � ýëåìåíò ïîòîêà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè v⃗ (P,Q,R) . Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðàëà,
ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåãî ïîòîêà:

Π =

¨

s

(v⃗, n⃗) dS =

=

¨

s

(P (x, y, z) cos(n⃗, Ox) +Q (x, y, z) cos(n⃗, Ox) +R (x, y, z) cos(n⃗, Ox))dS =
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=

¨

S

f(x, y, z)dS. (16.3)

Èíòåãðàë (16.3) åñòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ñ òîé îñîáåííîñòüþ, ÷òî
ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

f(x, y, z) = P cos(n⃗, Ox) +Q cos(n⃗, Oy) +R cos(n⃗, Oz) (16.4)

çàâèñèò íå òîëüêî îò âåêòîðà-ôóíêöèè v⃗(P,Q,R) , íî è îò íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè ê ïî-
âåðõíîñòè S . Òàêèå èíòåãðàëû íàçûâàþò ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè âòîðîãî
ðîäà.▶

16.3Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Îòâëå÷¼ìñÿ îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Ïóñòü äàíà äâóñòî-
ðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü S . Âûáåðåì îäíó èç åå ñòîðîí, òî åñòü îäíó èç äâóõ íåïðåðûâíûõ
ïîëåé íîðìàëåé n⃗(M) , ãäå M � òåêóùàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè S . Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ

F⃗ (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) îïðåäåëåíà íà ïîâåðõíîñòè S (íà âûáðàííîé ñòîðîíå
ïîâåðõíîñòè S ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ïðn⃗F⃗ = P cos(n⃗, Ox) +Q cos(n⃗, Oy) +R cos(n⃗, Oz) (16.5)

ïðîåêöèþ âåêòîðà F⃗ íà íàïðàâëåíèå íîðìàëè n⃗(M), ãäå cos(n⃗, Ox) , cos(n⃗, Oy) ,
cos(n⃗, Oz) � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû (êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè n⃗(M)
ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòíûì îñÿì). Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî cos(n⃗, Ox)ds ,
cos(n⃗, Oy)ds , cos(n⃗, Oz)ds � ýòî ïðîåêöèè ýëåìåíòà ïëîùàäè dS ïîâåðõíîñòè S íà ñî-
îòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè, òî åñòü ýòî áóäåò ñîîòâåòñòâåííî dydz , dzdx ,
dxdy . Òîãäà ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë (16.3) ïðèìåò âèä

¨

S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy (16.6)

è áóäåò íàçûâàòüñÿ ïîëíûì ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà îò âåêòîð-
ôóíêöèè F⃗ (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) ïî âûáðàííîé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S . Åñëè
âûáðàííóþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè S ïîìåíÿòü, òî çíàê çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà (16.6) èçìå-
íèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Çàìå÷àíèå 16.1. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà ìîæíî îïðåäåëèòü è äðó-
ãèì ñïîñîáîì, à èìåííî � ÷åðåç èíòåãðàëüíûå ñóììû. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì
ïîíÿòèå íåïîëíîãî ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà, èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) îïðåäåëåíà íà ãëàäêîé äâóñòîðîííåé êîíå÷íîé ïî-
âåðõíîñòè S (íà îïðåäåëåííîé åå ñòîðîíå) ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂S . Ïóñòü òàê-
æå ïðîåêöèåé (îäíîçíà÷íîé) íà ïëîñêîñòü xOy ïîâåðõíîñòè S (â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèê
íåêîòîðîé ôóíêöèè z = z(x, y) ) áóäåò îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G .

Âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå τS ïîâåðõíîñòè S íà n (n ∈ N) ÷àñòè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé
Sk (k = 1, n) áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñèñòåìîé èç m (m ∈ N) êóñî÷íî-ãëàäêèõ
êðèâûõ Li (i = 1,m) . Ýòîìó ðàçáèåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå îáëàñòè G íà n
÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk (k = 1, n) áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê (Gk � îðòîãîíàëüíûå
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ïðîåêöèè ÷àñòè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé Sk íà ïëîñêîñòü z = 0 ). Ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì
òî÷êè Mk(xk, yk, zk) ∈ Sk . Ñîñòàâëÿåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

στ (f(x, y, z),Mk) =
n∑
k=1

f(Mk)∆Sk, (16.7)

ãäå ∆Sk � ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé ïîâåðõíîñòè Sk . Îáîçíà÷èì ÷åðåç λτ ìàêñèìàëüíûé èç

äèàìåòðîâ dk ÷àñòè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé Sk

(
dk = sup

Ak,Bk∈Sk

ρ (Ak, Bk)

)
.

Îïðåäåëåíèå 16.3. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
λτ→0

στ (f(x, y, z),Mk) (16.8)

è îí íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ τS è âûáîðà òî÷åê Mk ∈ Sk , òî åãî íàçûâàþò íåïîë-
íûì ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x, y, z) ïî âûáðàííîé ñòîðîíå ïî-
âåðõíîñòè S è îáîçíà÷àþò ¨

S

f(x, y, z)dS. (16.9)

16.4Ñóùåñòâîâàíèå è âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Òåîðåìà 16.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà çàìû-
êàíèè ãëàäêîé äâóñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè S � ãðàôèêà ôóíêöèè z = z(x, y) , êîòîðàÿ
îïðåäåëåíà â îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâåðõ-
íîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà, ðàâíûé äâîéíîìó, òî åñòü¨

S

f(x, y, z)dxdy =

¨

G

f(x, y, z(x, y))dxdy (16.10)

ïî âåðõíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S è¨

S

f(x, y, z)dxdy = −
¨

G

f(x, y, z(x, y))dxdy (16.11)

ïî íèæíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S .

◀Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïðàâîé ÷àñòè (16.10) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì ¨

S

f(x, y, z)dxdy =

¨

S

f(x, y, z) cos(n⃗, Oz)ds. (16.12)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (16.12) åñòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà. Ïî òåîðåìå 15.1
(ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà)¨

S

f(x, y, z) cos(n⃗, Oz)dS =

¨

G

f(x, y, z(x, y)) cos(n⃗, Oz)
dxdy

cos(n⃗, Oz)
=

=

¨

G

f(x, y, z(x, y))dxdy

( dxdy åñòü ïðîåêöèÿ dS íà ïëîñêîñòü z = 0 , ò.å. dxdy = cos(n⃗, Oz)dS ).
Àíàëîãè÷íî áóäåò ñïðàâåäëèâà è ôîðìóëà (16.11).▶
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Çàìå÷àíèå 16.2. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ, àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿì òåîðåìû
16.1, áóäóò ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû (äëÿ âåðõíåé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè)

¨

S

f(x, y, z)dxdz =

¨

G

(x, y(x, z), z)dxdz, (16.13)

¨

S

f(x, y, z)dydz =

¨

G

f(x(y, z), y, z)dydz (16.14)

(â ñëó÷àå íèæíåé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (16.13) è (16.14) ïåðåä çíàêîì
èíòåãðàëà áóäåò çíàê ¾ìèíóñ¿).

Ïðèìåð 16.1. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà
¨

S

(ax2 + by2 + bz2)dydz, (16.15)

ãäå S � âíóòðåííÿÿ ñòîðîíà (íèæíÿÿ) ÷àñòè ïîëóñôåðû

x =
√
R2 − y2 − z2,

âûðåçàííîé êîíóñîì
x =

√
y2 + z2.

◀Èçîáðàçèì ýñêèç ïîâåðõíîñòè (ðèñóíîê 16.3).

y

x

z

n
r

G

R

S

Ðèñóíîê 16.3

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé {
x =

√
R2 − y2 − z2,

x =
√
y2 + z2,

íàõîäèì ãðàíèöó ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü x = 0 . Ýòî áóäåò îêðóæíîñòü

y2 + z2 =

(
R√
2

)2

.
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Òàê êàê cos(
∧

n⃗, Ox) < 0 (óãîë ìåæäó åäèíè÷íûì âåêòîðîì íîðìàëè n⃗ è îñüþ Ox �
òóïîé), òî

¨

S

(ax2 + by2 + bz2)dydz = −
¨

G

(a(R2 − y2 − z2) + by2 + bz2)dydz = I.

Â äâîéíîì èíòåãðàëå I ïåðåõîäèì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

I = −
2πˆ

0

dφ

R/
√
2ˆ

0

r(aR2 + (b− a)r2)dr =
πR4

8
(3a+ b). ▶

Ïðèìåð 16.2. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ

F⃗ = (x− 2z)⃗i+ (x+ 3y + z)⃗j + (5x+ y)k⃗

÷åðåç ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà σ , âûðåçàííîãî èç ïëîñêîñòè (P ) x + y + z − 1 = 0 êîîð-
äèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè, â òîì íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ îáðàçóåò ñ
îñüþ Oz îñòðûé óãîë.

◀Îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ çàäà÷è î âû÷èñëåíèè ïîòîêà æèäêîñòè
÷åðåç ïîâåðõíîñòü, íî èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (16.3), ïî êîòîðîé ýòîé ïîòîê âû÷èñëÿåòñÿ

(çàìåíÿåì â óêàçàííîé ôîðìóëå âåêòîð-ôóíêöèþ v⃗ íà F⃗ ),

Π =

¨

S

(F⃗ , n⃗)dS,

ìû ïðèõîäèì ê àáñòðàêòíîìó ïîíÿòèþ ïîòîêà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè. Ïî ýòîé ôîðìóëå
ìû è áóäåì âû÷èñëÿòü èñêîìûé ïîòîê.

1. Âû÷èñëåíèå ïîòîêà ìåòîäîì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îäíó èç êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòåé

Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè S � ýòî P (x, y, z) = 0 , êîíêðåòíî:

x+ y + z − 1 = 0.

Ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ P áóäåò âåêòîð:

−−→
gradP = (P ′

x, P
′
y, P

′
z) = (1, 1, 1).

Ãðàäèåíò åñòü âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïîâåðõíîñòè u = P (x, y, z) . Çíàÿ ýòî,
íàéäåì åäèíè÷íûé âåêòîð n⃗ íîðìàëè ê íàøåé ïîâåðõíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
cos(n⃗, Oz) > 0 .

n⃗ = ±
P ′
x⃗i+ P ′

y j⃗ + P ′
zk⃗

|gradP |
= ± i⃗+ j⃗ + k⃗√

3
. (16.16)

Èç ôîðìóëû (16.16) è óñëîâèÿ cos(n⃗, Oz) > 0 íàõîäèì, ÷òî

n⃗ =

(
1√
3
,
1√
3
,
1√
3

)
.
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Âåêòîð-ôóíêöèÿ

F⃗ = (x− 2z, x+ 3y + z, 5x+ y), cos(n⃗, Oz) =
1√
3
.

Íàõîäèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (F⃗ , n⃗) ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîâåðõíîñòü S = P ïðî-
åêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü z = 0 . Òîãäà

(F⃗ , n⃗) = ((x− 2z) + (x+ 3y + z) + (5x+ y))
1√
3

∣∣∣∣
z=1−x−y

=

=
1√
3
(7x+ 4y − z)

∣∣∣∣
z=1−x−y

=
1√
3
(8x+ 5y − 1). (16.17)

Êðîìå òîãî, çíàåì, ÷òî dS = dxdy

cos(
∧

n⃗,Oz)
=

√
3dxdy . Òîãäà

Π =

¨

S

(F⃗ , n⃗)dS =

¨

G

(8x+ 5y − 1)dxdy. (16.18)

Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G (ðèñóíîê 16.4) äëÿ äâîéíîãî èí-
òåãðàëà (ïðàâàÿ ÷àñòü (16.18)).

y

z

О

1

1

1x y+ =

G

Ðèñóíîê 16.4

Π =

1ˆ

0

dx

1−xˆ

0

(8x+ 5y − 1)dy =
5

3
. ▶

2. Âû÷èñëåíèå ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ ìåòîäîì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà òðè
êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó. Íàøà ïîâåðõíîñòü îáðàçóåò îñòðûå óãëû âñåìè
êîîðäèíàòíûìè îñÿìè. Òîãäà (òåîðåìà 16.1)

Π =

¨

(S)

(F⃗ , n⃗)dS =

¨

S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy =

=

¨

GyOz

P (x(y, z), y, z)dydz +

¨

GxOz

Q(x, y(x, z), z)dxdz+
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y

z

О

1

1

yOzG

x

z

О

1

1

xOzG

x

y

О

1

1

xOyG

Ðèñóíîê 16.5

+

¨

GxOy

R(x, y, z(x, y))dxdy =

[
x+ y + z − 1 = 0,
x(y, z) = 1− y − z,

∣∣∣∣ y(x, z) = 1− x− z,
z(x, y) = 1− x− y

]
.

Èçîáðàçèì ýñêèçû ðèñóíêîâ îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ (ðè-
ñóíîê 16.5).

Π =

¨

GyOz

(1− y − 3z)dydz +

¨

GxOz

(3− 2x− 2z)dxdz +

¨

GxOy

(5x+ y)dxdy =

=

1ˆ

0

dy

1−yˆ

0

(1− y − 3z)dz +

1ˆ

0

dx

1−xˆ

0

(3− 2x− 2z)dz +

1ˆ

0

dx

1−xˆ

0

(5x+ y)dy =
5

3
. ▶

16.5Î ñóùåñòâîâàíèè è âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà
ïî ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Òåîðåìà 16.2. Ïóñòü ãëàäêàÿ äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü S çàäàíà ïàðàìåòðè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì r⃗ = r⃗(u, v) .

Âåêòîð-ôóíêöèÿ F⃗ = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà
íà S . Ïóñòü òàêæå G � îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ u è v (ãðàíèöà ∂G �
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ), à q11 , q22 è q12 � êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïî-

âåðõíîñòè, òî åñòü q11 =
(
r⃗′u, r⃗′u

)
, q22 =

(
r⃗′v, r⃗′v

)
è q12 =

(
r⃗′u, r⃗′v

)
.

Òîãäà ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

I =

¨

S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy

ñóùåñòâóåò è ñïðàâåäëèâàÿ ôîðìóëà
¨

S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy =

=

¨
(P cos(n⃗, Ox) +Q cos(n⃗, Oy) +R cos(n⃗, Oz))

√
q11q22 − q212dudv. (16.19)

Çàìå÷àíèå 16.3. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

A =

∣∣∣∣ ∂y∂u ∂z
∂u

∂y
∂v

∂z
∂v

∣∣∣∣ , B =

∣∣∣∣ ∂z∂u ∂x
∂u

∂z
∂v

∂x
∂v

∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣ ∂x∂u ∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣ , (16.20)
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òî √
q11q22 − q212 =

√
A2 +B2 + C2 (16.21)

è

cos(n⃗, Ox) =
A√

A2 +B2 + C2
; cos(n⃗, Oy) =

B√
A2 +B2 + C2

;

cos(n⃗, Oz) =
C√

A2 +B2 + C2
. (16.22)

Òîãäà ôîðìóëà (16.19) ïðèìåò âèä

¨

S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy =

=

¨

G

(PA+QB +RC)dudv, (16.23)

ãäå
P = P (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) (16.24)

è àíàëîãè÷íî Q è R .

Ïðèìåð 16.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
¨

S

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy, (16.25)

ãäå S � íèæíÿÿ ñòîðîíà ÷àñòè êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2 + y2 = z2 , 0 < z ⩽ H .

◀Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà ïîâåðõíîñòè S (÷åòâåðòü ïîâåðõíîñòè, ðèñóíîê 16.6).

y

x

О

z

H

H

H

Ðèñóíîê 16.6

Çàäàäèì ïîâåðõíîñòü ïàðàìåòðè÷åñêè:

r⃗ (u, v) = (v cosu, v sinu, v) ,

ãäå 0 ⩽ u ⩽ 2π , 0 < v ⩽ H . Ïî ôîðìóëàì (16.20) íàõîäèì

A =

∣∣∣∣ v cosu 0
sinu 1

∣∣∣∣ = v cosu; B =

∣∣∣∣ 0 −v sinu
1 cos u

∣∣∣∣ = v sinu;
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C =

∣∣∣∣−v sinu v cosucosu sinu

∣∣∣∣ = −v. (16.26)

Èçîáðàçèì ýñêèç (ðèñóíîê 16.7) îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ G äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà
ôîðìóëû (ïðàâîé åå ÷àñòè) (16.23)

x

y

О

H-

H-

H

H

Ðèñóíîê 16.7

I =

¨

S

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy =

=

¨

G

(v2 cos2 u · v cosu+ v2 sin2 u · v sinu− v3)dudv =

=

2πˆ

0

(cos3 u+ sin3 u− 1)du

Ĥ

0

v3dv =

=
H4

4

 2πˆ

0

(1− sin2 u)d (sinu)−
2πˆ

0

(1− cos2 u)d (cosu)− 2π

 =

=
H4

4
(−2π) = −πH

4

2
. ▶

16.6Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà

Îïðåäåëåíèå 16.4. Îáëàñòü Ω ⊂ R3 íàçûâàåì ¾ z -öèëèíäðè÷åñêîé¿, åñëè
îíà ñâåðõó è ñíèçó îãðàíè÷åíà êóñî÷íî-ãëàäêèìè ïîâåðõíîñòÿìè S2 (ãðàôèê ôóíêöèè
z = z2(x, y) ) è S1 (ãðàôèê ôóíêöèè z = z1(x, y) ) ñîîòâåòñòâåííî ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè
ãðàíèöàìè ∂S2 è ∂S1 , è áîêîâîé ïîâåðõíîñòè îáëàñòè Ω åñòü öèëèíäðè÷åñêàÿ ïî-
âåðõíîñòü ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz . Ïðîåêöèÿ Ω íà ïëîñêîñòü z = 0
åñòü ïëîñêàÿ îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G .

Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà îáëàñòè Ω (ðèñóíîê 16.8).
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x

y
О

z

1 1( , )z z x y S= -

2 2( , )z z x y S= -

G

Ðèñóíîê 16.8

Òåîðåìà 16.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) âìåñòå ñî ñâîåé ñóùåñòâóþùåé

÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂f(x,y,z)
∂z

îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà Ω .
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

¨

S=∂Ω

f(x, y, z)dxdy =

˚

Ω

f ′
z(x, y, z)dxdydz. (16.27)

◀Òðîéíîé èíòåãðàë (ïðàâàÿ ÷àñòü (16.27)) ñóùåñòâóåò, òàê êàê ôóíêöèÿ
f ′
z(x, y, z) ∈ C

(
Ω
)
(íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå Ω = Ω

∪
∂Ω ). Òàêæå ñóùåñòâóåò è íåïîë-

íûé ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë (ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (16.27)) (ñìîòðè òåîðåìó 15.1).
Äîêàæåì ðàâåíñòâî ýòèõ èíòåãðàëîâ. Â òðîéíîì èíòåãðàëå ïåðåõîäèì ê ïîâòîðíîìó.

˚

Ω

f ′
z(x, y, z)dxdydz =

¨

G

dxdy

z2(x,y)ˆ

z1(x,y)

f ′
z(x, y, z)dz =

=

¨

G

f(x, y, z)|z2(x,y)z1(x,y)
dxdy =

¨

G

(f(x, y, z2(x, y)− f(x, y, z1(x, y))dxdy =

=

¨

S2

f(x, y, z)ds+

¨

s1

f(x, y, z)ds+

¨

s3

f(x, y, z)ds =

=

¨

S=∂Ω

f(x, y, z)dS, (16.28)

ãäå S3 � öèëèíäðè÷åñêàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S = ∂Ω îáëàñòè Ω . Ïîâåðõíîñòíûé èíòå-

ãðàë ôóíêöèè f(x, y, z) ïî S3 ðàâåí íóëþ, òàê êàê ïëîùàäü ïðîåêöèè S3

(
Ïð
z=0

S3 = ∂G

)
ðàâíà íóëþ.▶

Çàìå÷àíèå 16.4. Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû áóäóò ñïðàâåäëèâû, åñëè îáëàñòü Ω áóäåò
¾ x -öèëèíäðè÷åñêîé¿ èëè ¾ y -öèëèíäðè÷åñêîé¿. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû òèïà
(16.27) äëÿ ýòèõ îáëàñòåé ñîîòâåòñòâåííî áóäóò

¨

S

f(x, y, z)dxdy =

˚

Ω

f ′
x(x, y, z)dxdydz (16.29)
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è ¨

S

f(x, y, z)dxdy =

˚

Ω

f ′
y(x, y, z)dxdydz. (16.30)

Îïðåäåëåíèå 16.5. Îáëàñòü Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòåéøåé, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòè÷íûõ îáëà-
ñòåé áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè êàê ¾ z -îáëàñòåé¿,
òàêæå ¾x -îáëàñòåé¿ è ¾ y -îáëàñòåé¿. Ïðîñòåéøåé îáëàñòüþ áóäåò ëþáîé ìíîãîãðàí-
íèê (èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ãðàíåé � ìíîãîóãîëüíèêîâ).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ îáëàñòü Ω ⊂ R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω àï-
ïðîêñèìèðóåòñÿ (ïðèáëèæàåòñÿ) ìíîãîãðàííûìè îáëàñòÿìè ñî ñêîëü óãîäíî âûñîêîé
òî÷íîñòüþ. Òîãäà áóäåò ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 16.4. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ

F⃗ = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))

è ñóùåñòâóþùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂P
∂x
, ∂Q

∂y
è ∂R

∂z
îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà

çàìûêàíèè îáëàñòè Ω = R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω = S . Òîãäà ñïðàâåäëèâà
ïîëíàÿ ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà

¨

S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy =

=

˚

Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz (16.31)

16.7Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà â âåêòîðíîé ôîðìå

Îïðåäåëåíèå 16.6. Äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ

F⃗ = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) ,

îïðåäåë¼ííîãî íà çàìûêàíèå îáëàñòè Ω = R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω = S ,
ãäå ôóíêöèè P (x, y, z) , Q(x, y, z) , R(x, y, z) è ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

íåïðåðûâíû íà Ω , íàçûâàåòñÿ ñêàëÿð, îáîçíà÷àåìûé div F⃗ è îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

divF⃗ = lim
VΩ→∞

˜
S

(
F⃗ , n⃗

)
ds

VΩ
, (16.32)

ãäå VΩ � îáú¼ì îáëàñòè Ω ;
˜
S

(
F⃗ , n⃗

)
ds � ïîòîê âåêòîð-ôóíêöèè F⃗ ÷åðåç êóñî÷íî-

ãëàäêóþ ãðàíèöó ∂Ω = S ; n⃗ = (cos(n⃗, Ox), cos(n⃗, Oy), cos(n⃗, Oz)) � åäèíè÷íûé âåêòîð
íîðìàëè ê âíåøíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S .

Çàìå÷àíèå 16.5. Ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ

div F⃗ =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
. (16.33)
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Óêàæåì ôèçè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.
1. Ïóñòü F⃗ � ïîëå ñêîðîñòåé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé â íåêîòîðîé

îáëàñòè èç R3 . Òîãäà òðîéíîé èíòåãðàë
˝
Ω

div F⃗ dxdydz åñòü ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü èñ-

òî÷íèêîâ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â îáëàñòè Ω , à div F⃗ åñòü ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ (ìîù-

íîñòü íà åäèíèöó îáú¼ìà). Åñëè â ýòîì ñëó÷àå íåò íè ñòîêîâ, íè èñòîêîâ, òî div F⃗ = 0 ,
à âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì (òðóá÷àòûì).

2. Äèâåðãåíöèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â îáëàñòè Ω ðàñïðåäåë¼ííûõ ìàññ ðàâíà îáú-
¼ìíîé ïëîòíîñòè ρ(x, y, z) , óìíîæåííîé íà 4π , ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

3. Ïóñòü â îáëàñòè Ω çàäàíî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå F⃗ = (P,Q,R) , òîãäà div F⃗
åñòü ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ïîëÿ, óìíîæåííàÿ íà 4π (òåîðåìà Ãàóññà).

Çàïèøåì ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà â âåêòîðíîé ôîðìå (óñëîâèÿ òåîðå-
ìû 16.4 äîëæíû ñîáëþäàòüñÿ):

¨

S=∂Ω

(
F⃗ , n⃗

)
ds =

˚

Ω

div F⃗ dxdydz. (16.34)

Ïðèìåð 16.4. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà âû÷èñëèòü ïîâåðõ-
íîñòíûé èíòåãðàë I =

˜
S

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy , ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ãðàíèöû

êóáà Ω = [0, a]× [0, a]× [0, a] , a > 0 .

◀Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà èñïîëüçóåì ôîðìóëó (16.31). Ó íàñ
P (x, y, z) = x2 ; Q(x, y, z) = y2 ; R(x, y, z) = z2 . Òîãäà ∂P

∂x
= 2x ; ∂Q

∂y
= 2y ; ∂R

∂z
= 2z .

I =

˚

Ω

(2x+ 2y + 2z)dxdydz =

aˆ

0

dz

aˆ

0

dy

aˆ

0

(2x+ 2y + 2z)dx = 3a4.

Îòâåò: I = 3a4 .▶
Ïðèìåð 16.5. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ a⃗ = x⃗i+2yj⃗−zk⃗ ÷åðåç çàìêíóòóþ

ïîâåðõíîñòü S :

{
z2 = x2 + y2

z = x2 + y2
íåïîñðåäñòâåííî è ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà.

◀Èçîáðàæàåì ýñêèç ðèñóíêà (÷åòâåðòü ÷àñòè) ïîâåðõíîñòè S â ïåðâîì îêòàíòå è
îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ (ðèñóíîê 16.9).

Ñíà÷àëà íàéäåì ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì.
1. Ïîòîê ÷åðåç S1 âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü êîíóñà z2 = x2 + y2 .
Ïîòîê áóäåì âû÷èñëÿòü ìåòîäîì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îäíó ïëîñêîñòü z = 0 (çà-

äà÷à 16.2) F (x, y, z) = 0 , ãäå F (x, y, z) = z2 − x2 − y2 � ñêàëÿðíîå ïîëå. Íàõîäèì

grad F⃗ = (−2x,−2y+2z) . Î÷åâèäíî, ÷òî åäèíè÷íûé âåêòîð n⃗ íîðìàëè îáðàçóåò ñ îñüþ
Oz îñòðûé óãîë. Âåêòîð n⃗ îïðåäåëÿåì èç ðàâåíñòâà:

n⃗ = ± grad F⃗∣∣∣grad F⃗ ∣∣∣ = ±−2x⃗i− 2yj⃗ + 2zk⃗

2
√
x2 + y2 + z2

= ±−x⃗i− yj⃗ + zk⃗√
x2 + y2 + z2

. (16.35)

Èç (16.35) è cos(n⃗, Oz) ïîëó÷àåì:

n⃗ =

(
−x√

x2 + y2 + z2
,

−y√
x2 + y2 + z2

,
z√

x2 + y2 + z2

)
. (16.36)
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Ðèñóíîê 16.9

Òîãäà

(⃗a, n⃗) =
−x2 − 2y2 − z2√
x2 + y2 + z2

è dS =
dxdy

cos(n⃗, Oz)
=

√
x2 + y2 + z2

z
dxdy. (16.37)

Âû÷èñëèì èñêîìóþ ÷àñòü ïîòîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S1

(
Ïð S1
z=0

= G

)
.

Π1 =

¨

S1

(⃗a, n⃗)dS =

¨

G

(
−x2 − 2y2 − (x2 + y2)

) dxdy√
x2 + y2

=

=

¨

G

−2x2 − 3y2√
x2 + y2

dxdy. (16.38)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (16.38) (ïðàâàÿ ÷àñòü) ïåðåõîäèì ê ïîëÿðíûì êîîðäè-
íàòàì.

Π1 = −
¨

D

2r2 cos2 φ+ 3r2 sin2 φ

r
rdrdφ = −

¨

D

(
2 +

1− cos 2φ

2

)
r2drdφ =

= −
2πˆ

0

(
5

2
− cos 2φ

2

)
dφ

1ˆ

0

r2dr = −1

3
· 5
2
· 2π = −5

3
π.

2. Ïîòîê ÷åðåç S2 � âíåøíþþ ïîâåðõíîñòü ïàðàáîëû z = x2 + y2 .
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó èìååì:

F (x, y, z) = z − x2 − y2, F ′
x(x, y, z) = −2x, F ′

y(x, y, z) = −2y, F ′
z(x, y, z) = 1,

cos(n⃗, Oz) < 0, n⃗ = ±2x⃗i+ 2yj⃗ − 1 · k⃗√
1 + 4x2 + 4y2

; n⃗ =
(2x, 2y,−1)√
1 + 4x2 + 4y2

;

dS =
dxdy

cos(n⃗, Oz)
= −

√
1 + 4x2 + 4y2dxdy.
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Π2 =

¨

S2

(⃗a, n⃗)dS = −
¨

G

−
(
2x2 + 4y2 + x2 + y2

)
dxdy =

¨

G

(
3x2 + 5y2

)
dxdy =

=

¨

D

(
3r2 cos2 φ+ 5r2 sin2 φ

)
rdφdr =

=

2πˆ

0

(4− cos 2φ) dφ

1ˆ

0

r3dr = 4 · 2π · 1
4
= 2π.

Òîãäà âåñü ïîòîê Π = Π1 +Π2 = −5
3
π + 2π = π

3
.

Òåïåðü âû÷èñëèì ïîòîê ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà.
Èìååì âåêòîðíîå ïîëå a⃗ = (P (x, y, z) , Q (x, y, z) , R (x, y, z)) , ãäå P = x , Q = 2y ,

R = −z .
Òîãäà

∂P

∂x
= 1,

∂Q

∂y
= 2,

∂R

∂z
= −1,

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= 2.

Â ñèëó ñèììåòðèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè Oz ,

Π =

˚

Ω

2dxdydz = 8

π
2ˆ

0

dy

1ˆ

0

rdr

rˆ

r2

dz =

= 4π

1ˆ

0

(
r2 − r3

)
dr = 4π

(
1

3
− 1

4

)
=
π

3
.

Îòâåò: Π = π
3
.▶

Ïðèìåð 16.6. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ

a⃗ = re⃗r − cosφe⃗φ + ze⃗z,

çàäàííîãî â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S , îáðàçîâàííûé
öèëèíäðîì r = 2 è ïëîñêîñòÿìè z = 2 è z = 0 .

◀Âû÷èñëåíèå ïîòîêà ïðîâåäåì ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà.

Π =

¨

S=∂Ω

(⃗a, n⃗) dS =

˚

Ω

div a⃗ (x, y, z) dxdydz. (16.39)

Âûðàçèì äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ a⃗ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Â êðè-
âîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ u , v , t .

div a⃗ (u, v, t) =
1

LuLvLt

(
∂

∂u
(PLvLt) +

∂

∂v
(QLuLt) +

∂

∂t
(RLuLv)

)
;

LuLvLt − ïàðàìåòðû (êîýôôèöèåíòû) Ëàìý, (16.40)

ïðè÷¼ì

Lu =
√
x′2
u + y′2

u + z′2
u , Lv =

√
x′2
v + y′2

v + z′2
v , Lt =

√
x

′2
t + y

′2
t + z

′2
t , (16.41)



177

ãäå
x = x (u, v, t) = x (r, φ, z) = r cosφ; y = y (u, v, t) = y (r, φ, z) = r sinφ,

z = z (u, v, t) = z (r, φ, z) = z.

Òîãäà Lu = Lr = 1 , Lv = Lφ = r , Lt = Lz = 1 .

div a⃗ (r, φ, z) =
1

r

(
∂

∂r
(r · r · 1) + ∂

∂φ
(− cosφ · 1 · 1) + ∂

∂z
(z · 1 · r)

)
=

=
1

r
(3r + sinφ) = 3 +

sinφ

r
.

Π =

˚

Ω

(3r + sinφ) drdφdz =

2ˆ

0

dz

2πˆ

0

dφ

2ˆ

0

(3r + sinφ) dr =

= 2

2πˆ

0

(
3

2
r2 + r sinφ

)∣∣∣∣2
0

dφ = 2

2πˆ

0

(6 + 2 sinφ) dφ = 24π.

Îòâåò: Π = 24π .▶
Ïðèìåð 16.7. Íàéòè ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ, çàäàííîãî â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíà-

òàõ,
a⃗ = ρ2e⃗ρ +R2ρ sin θ · cosφe⃗φ,

÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ ñôåðîé ρ = R è êîîðäèíàòíûìè ïëîñêî-
ñòÿìè φ = 0 , φ = π

2
, θ = π

2
, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà.

◀ Π =

˚

Ω

div a⃗ (x, y, z) dxdydz =

˚

G

ρ2 sin θdiv a⃗ (ρ, φ, θ) dρdφdθ =

=

[
div a⃗ (ρ, φ, θ) =

1

LρLφLθ

(
∂

∂ρ
(PLφLθ) +

∂

∂φ
(QLρLθ) +

∂

∂θ
(RLρLφ)

)
=

=
1

1 · ρ sin θ · ρ

(
∂

∂ρ

(
ρ2 · ρ sin θ · ρ

)
+

∂

∂φ

(
R2ρ sin θ · cosφ · ρ

))
=

=
1

ρ2 sin θ

(
4ρ3 sin θ +R2ρ2 sin θ (− sinφ)

)
= 4ρ−R2 sinφ

]
=

=

˚

G

ρ2 sin θ
(
4ρ−R2 sinφ

)
dρdφdθ =

=

π
2ˆ

0

sin θdθ

π
2ˆ

0

dφ

R̂

0

(
4ρ3 − ρ2R2 sinφ

)
dρ =

=

π
2ˆ

0

(
ρ4 −R2ρ

3

3
sinφ

)∣∣∣∣R
0

dφ =

π
2ˆ

0

(
R4 − R5

3
sinφ

)
dφ =

= R4 · π
2
+
R5

3
cosφ|

π
2
0 =

πR4

2
− R5

3
. ▶



178

16.8Âû÷èñëåíèå îáúåìîâ òåë ñ ïîìîùüþ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ
âòîðîãî ðîäà

Óêàçàííàÿ ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíûõ
èíòåãðàëîâ ïðîâîäèëîñü âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð. Îáúåì òåëà Ω ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

VΩ =

¨

Ω

dxdydz. (16.42)

Â ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà

¨

S=∂Ω

(
F⃗ , n⃗

)
ds =

¨

S=∂Ω

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy =

=

˚

Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz (16.43)

ïîäáåðåì ôóíêöèè P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) òàê, ÷òîáû

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= 1. (16.44)

Ýòî, íàïðèìåð, áóäåò, åñëè

P (x, y, z) =
1

3
x, Q(x, y, z) =

1

3
y, R(x, y, z) =

1

3
z.

Òîãäà îáúåì òåëà Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω áóäåò

VΩ =
1

3

∣∣∣∣∣∣
¨

S=∂Ω

xdydz + ydxdz + zdxdy

∣∣∣∣∣∣ =
1

3

∣∣∣∣∣∣
¨

S

(
F⃗ , n⃗

)
ds

∣∣∣∣∣∣ . (16.45)

Ïðèìåð 16.8. Íàéòè îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = 0 è
z = 1− x2 − y2 .

◀Ïîêàæåì ýñêèç ðèñóíêà (ðèñóíîê 16.10) òåëà â ïåðâîì îêòàíòå (÷åòâåðòàÿ ÷àñòü
òåëà, ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé x = 0 è y = 0 ). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà
òåëà Ω âîñïîëüçóåìñÿ íåïîëíûì ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà

VΩ =

¨

S

zdxdy. (16.46)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî S1 :

{
z = 0,
x2 + y2 ⩽ 1

ðàâåí íóëþ. Íàõîäèì

ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë (16.46) ïî ïîâåðõíîñòè ïàðàáîëîèäà

S1 :

{
z ⩾ 0,
z = 1− x2 − y2.
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x

y
О

1

1

1

z

Ðèñóíîê 16.10

VΩ =

¨

S2

zdxdy = 4

¨

G

(1− x2 − y2)dxdy, (16.47)

ãäå G � ÷åòâåðòü êðóãà

{
z = 0,
x2 + y2 ⩽ 1

â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè xOy .

Ïðè âû÷èñëåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà (ïðàâàÿ ÷àñòü (16.47)) ïåðåõîäèì ê ïîëÿðíûì
êîîðäèíàòàì è ó÷èòûâàåì ñèììåòðè÷íîñòü òåëà îòíîñèòåëüíî îñè Oz .

VΩ = 4

¨

D

(1− r2)rdrdφ = 4

π
2ˆ

0

dφ

1ˆ

0

(r − r3)dr =
π

2
(êóá. åä).

Îòâåò: VΩ = π
2
. ▶

16.9Ôîðìóëà Ñòîêñà. Ïîòåíöèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå

Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ïîëå a⃗ = (P (x, y, z) , Q (x, y, z) , R (x, y, z)) â îäíîñâÿçíîé îá-
ëàñòè Ω ⊂ R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G (îáëàñòü Ω íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé,
åñëè äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S ⊂ Ω âíóòðåííîñòü ýòîé
ïîâåðõíîñòè åñòü ïîäìíîæåñòâî Ω ). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèè P (x, y, z) , Q(x, y, z) ,
R(x, y, z) è ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áûëè íåïðåðûâíû íà Ω= Ω

∪
∂Ω

(íà çàìûêàíèè Ω ).
Ïóñòü äàíà ëþáàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ L ⊂ Ω , ïîëîæèòåëüíî îðè-

åíòèðîâàííàÿ (ïðè îáõîäå êðèâîé L ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).

Îïðåäåëåíèå 16.7. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

˛

L

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz (16.48)

íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ

a⃗ = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)dz)

âäîëü êðèâîé L , òî åñòü

Ö =

˛

L

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz (16.49)
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èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

Ö =

˛

L

(⃗a, dr⃗) , (16.50)

ãäå
dr⃗ = (dx, dy, dz) . (16.51)

Ïðèìåð 16.9. Íàéòè öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ a⃗ = y⃗i− x⃗j + zk⃗ ïî êîíòóðó

L :

{
x2 + y2 + z2 = 4,
x2 + y2 = z2, z ⩾ 0.

◀Âûïîëíèì ýñêèç ðèñóíêà ê çàäà÷å â ïåðâîì îêòàíòå (ðèñóíîê 16.11).

y

x

О

z

2

2

2

2

2

2

Ðèñóíîê 16.11

Ïî ôîðìóëå (16.49) íàõîäèì èñêîìóþ öèðêóëÿöèþ:

Ö =

˛

L

ydx− xdy + zdz =


x =

√
2 cosφ,

y =
√
2 sinφ,

z =
√
2

∣∣∣∣∣∣
dx = −

√
2 sinφdφ,

dy =
√
2 cosφdφ,

dz = 0

 =

=

2πˆ

0

(√
2 sinφ ·

(
−
√
2
)
sinφ−

√
2 cosφ ·

√
2 cosφ

)
dφ = −4π.

Îòâåò: Ö = −4π. ▶
Çàìå÷àíèå 16.6. Åñëè a⃗ = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)dz) � ñèëîâîå âåêòîðíîå

ïîëå, òî åãî öèðêóëÿöèÿ âäîëü óêàçàííîé êðèâîé L åñòü ðàáîòà âäîëü êðèâîé óêàçàííîãî
ñèëîâîãî ïîëÿ. Êðèâàÿ L â ôîðìóëå (16.49) ìîæåò áûòü è íå çàìêíóòîé.

Äàëüøå ðàññìîòðèì ïîíÿòèå ðîòîðà. Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ïîëå

a⃗ = (P (x, yz), Q(x, yz), R(x, yz)). (16.52)

Îïðåäåëåíèå 16.8. Ðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ a⃗ íàçûâàåòñÿ âåêòîð, îáîçíà-
÷åííûé ÷åðåç rot a⃗ è îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

rot−→a =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i⃗+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j⃗ +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗ (16.53)
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èëè (â óäîáíîé äëÿ çàïîìèíàíèÿ ôîðìå)

rot a⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ . (16.54)

Çàìå÷àíèå 16.7. Îïðåäåëèòåëü (ïðàâàÿ ÷àñòü (16.54)) ðàñêðûâàåòñÿ ïî ýëåìåíòàì
ïåðâîé ñòðîêè, à óìíîæåíèå çíàêà ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ
îçíà÷àåò âçÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îò ýòîé ôóíêöèè, íàïðèìåð: ∂

∂x
·Q = ∂Q

∂x
.

Ïðèìåð 16.10. Íàéòè ðîòîð âåêòîðà a⃗ = z3⃗i+ y3j⃗ + x3k⃗ .

◀Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðîòîðà âåêòîðà a⃗ èñïîëüçóåì ôîðìóëó (16.54)

rot a⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

z3 y3 x3

∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+1⃗i

(
∂

∂y
x3 − ∂

∂z
y3
)
+ (−1)1+2j⃗

(
∂

∂x
x3 − ∂

∂z
z3
)
+

+(−1)1+3 k⃗

(
∂

∂x
y3 − ∂

∂y
z3
)

= 3(z2 − x2)⃗j.

Îòâåò: rot a⃗ = 3(z2 − x2)⃗j .▶
Çàìå÷àíèå 16.8. Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè

v⃗(P (x, yz), Q(x, yz), R(x, yz)) . Â ýòîì ñëó÷àå rot v⃗ õàðàêòåðèçóåò ¾âðàùàòåëüíóþ êîì-
ïîíåíòó¿ ïîëÿ ñêîðîñòåé, îí ðàâåí óäâîåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîé ÷àñòèöû æèäêîñòè. Â ýòîì ñîñòîèò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðîòîðà.

Çàìå÷àíèå 16.9. Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ïîëå a⃗(u, v, t) ñ ðåïåðîì (e⃗u, e⃗v, e⃗t) èëè
a⃗ = (P (u, v, t), Q(u, v, t), R(u, v, t)) . Òîãäà

rot−→a =

∣∣∣∣∣∣
e⃗u
LvLt

e⃗v
LuLt

e⃗t
LuLv

∂
∂u

∂
∂v

∂
∂t

PLu QLv RLt

∣∣∣∣∣∣ , (16.55)

ãäå Lu, Lv, Lt � ïàðàìåòðû (êîýôôèöèåíòû) Ëàìý â ÷àñòíîñòè:
1. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ρ, φ, z ïàðàìåòðû Ëàìý áóäóò: Lρ = 1 ,

Lφ = r , Lz = 1 ;
2. Äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ρ , φ , θ ïàðàìåòðû Ëàìý áóäóò: Lρ = 1 ,

Lφ = ρ sin θ , Lθ = ρ .

Îïðåäåëåíèå 16.9. Âåêòîðíîå ïîëå

a⃗ = (P (u, v, t), Q(u, v, t), R(u, v, t))

çàäàííîå íà çàìûêàíèè îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè
åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãðàäèåíò íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñàìî
ñêàëÿðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ

a⃗ = (P (u, v, t), Q(u, v, t), R(u, v, t)).

Óêàçàííîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî rot−→a = 0 .
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Ïðèìåð 16.11. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå

a⃗ =
2 cos θ

ρ3
e⃗ρ +

sin θ

ρ3
e⃗θ

â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.

◀Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è ïîêàæåì, ÷òî rot−→a = 0

rot−→a =

∣∣∣∣∣∣∣
e⃗ρ

LθLφ

e⃗θ
LρLφ

e⃗φ
LρLθ

∂
∂ρ

∂
∂θ

∂
∂φ

2 cos θ
ρ3

Lρ
sin θ
ρ3
Lθ 0 · Lφ

∣∣∣∣∣∣∣ =
 0 ⩽ ρ ⩽ +∞,
0 ⩽ φ < 2π,
0 ⩽ θ ⩽ π

 =

=

∣∣∣∣∣∣∣
e⃗ρ

ρ2 sin θ
e⃗θ

ρ sin θ

e⃗φ
ρ

∂
∂ρ

∂
∂θ

∂
∂φ

2 cos θ
ρ3

sin θ
ρ3

0

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

ρ2 sin θ
· 0 · e⃗ρ −

1

ρ sin θ
· 0 · e⃗θ+

+
1

ρ

(
−2 sin θ

ρ3
+

2 sin θ

ρ3

)
e⃗φ = 0⃗.

Îòâåò: Âåêòîðíîå ïîëå a⃗ â Ω = R3\(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.▶
Òåîðåìà 16.5. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ

a⃗ = (P (u, v, t), Q(u, v, t), R(u, v, t))

îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ñóùåñòâóþùèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèé
P (u, v, t) , Q(u, v, t) è R(u, v, t) â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 . Ïîâåðõíîñòü S èç Ω
äâóñòîðîííÿÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ îãðàíè÷åííàÿ áåç îñîáûõ òî÷åê ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíè-
öåé ∂S , ïðè÷åì ïîâåðõíîñòü S òàêàÿ, ÷òî îäíîçíà÷íî îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóåòñÿ
íà ëþáóþ èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé. Îðèåíòàöèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè n⃗
ê ïîâåðõíîñòè S ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé êîíòóðà L = ∂S òàê, ÷òîáû èç êîíöà
íîðìàëè n⃗ îáõîä êîíòóðà â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè áûë âèäåí ñîâåðøàþùèìñÿ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ñòîêñà

ffi

L=∂S

(⃗a, dr⃗) =

¨

S

(rot a⃗, n⃗)dS. (16.56)

Çàìå÷àíèå 16.10. Ïðè óêàçàííûõ â òåîðåìå óñëîâèÿõ åå çàêëþ÷åíèå ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: öèðêóëÿöèÿ âåêòîðà a⃗ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó L = ∂S
ðàâíà ïîòîêó ðîòîðà ýòîãî âåêòîðà ÷åðåç ëþáóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ äâóñòîðîííþþ áåç
îñîáûõ òî÷åê ïîâåðõíîñòü S ⊂ Ω , íàòÿíóòóþ íà êîíòóð L = ∂S .

◀Âíà÷àëå ðàññìîòðèì íåïîëíûé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

I1 =

ffi

L

ρ(x, y, z)dx, (16.57)

ãäå ïîâåðõíîñòü S åñòü ãðàôèê ôóíêöèè z = z(x, y) . Âíà÷àëå èíòåãðàë I1 çàìåíèì
êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïî êîíòóðó ∂G , ãäå ∂G � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ãðàíèöà îä-
íîñâÿçíîé îáëàñòè G � îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü z = 0 .
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Çàòåì ïîëó÷åííûé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî êîíòóðó ∂G çàìåíÿåì äâîéíûì èíòå-
ãðàëîì ïî îáëàñòè G , ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãðèíà. Äàëåå äâîéíîé èíòåãðàë ïåðåâîäèì â
ïîâåðõíîñòíûé ïî ïîâåðõíîñòè S . Ïîêàæåì âñå óêàçàííûå âûøå ïåðåõîäû àíàëèòè÷å-
ñêè.

I1 =

ffi

L=∂S

P (x, y, z)dx =

ffi

∂G

P (x, y, z(x, y))dx. (16.58)

Ê èíòåãðàëó (ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (16.58)) ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà

ffi

∂G

P (x, y, z(x, y))dx = −
¨

G

(
∂P

∂y
+
∂P

∂Z
+
∂z

∂y

)
dxdy. (16.59)

Åñëè F (x, y, z) = z − z(x, y) = 0 � óðàâíåíèå, çàäàþùåå íàøó ïîâåðõíîñòü, òî
íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû åäèíè÷íîãî âåêòîðà n⃗ íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S : z = z(x, y)
íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

n⃗ = ±
−−−−→
gradF∣∣∣−−−−→gradF

∣∣∣ = ± Fx⃗i+ Fy j⃗ + Fzk⃗√
F_x′2 + F ′2

y + F ′2
z

= ±
−z′x⃗i− z′y j⃗ + k⃗√
z′2
x + z′2

y + 1
. (16.60)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè n⃗ è îñüþ Oz îñòðûé, ïîëó÷èì, ÷òî

∂z

∂y
= −cos(n⃗, Oy)

cos(n⃗, Oz)
. (16.61)

Ïîäñòàâëÿåì (16.61) â (16.59):

I1 = −
¨

G

(
∂P

∂y
− ∂P

∂z
· cos(n⃗, Oy)
cos(n⃗, Oz)

)
dxdy. (16.62)

Èíòåãðàë (16.62) çàìåíÿåì ïîâåðõíîñòíûì, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

dxdy = cos(n⃗, Oz)dS :

I1 = −
¨

S

(
∂P

∂y
− ∂P

∂z
· cos(n⃗, Oy)
cos(n⃗, Oz)

)
cos(n⃗, Oz)dS =

=

¨

S

(
∂P

∂Z
cos(n⃗, Oy)− ∂P

∂y
cos(n⃗, Oz)

)
dS =

ffi

L=∂S

Pdx. (16.63)

Çàìå÷àíèå 16.11. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ffi

L=∂S

Qdy =

¨

S

(
∂Q

∂x
cos(n⃗, Oz)− ∂Q

∂z
cos(n⃗, Ox)

)
dS (16.64)

è ffi

L=dS

Rdz =

¨

S

(
∂R

∂y
cos(n⃗, Ox)− ∂R

∂x
cos(n⃗, Oy)

)
dS. (16.65)
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Ñêëàäûâàåì ðàâåíñòâà (16.63)�(16.65), ïîëó÷èì:

ffi

L=∂S

Pdx+Qdy +Rdz =

ffi

L=∂S

(⃗a, dr⃗)=

¨

S

((
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
cos(n⃗, Oz)+

+

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
cos(n⃗, Ox+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
cos(n⃗, Oy)

)
dS =

=

¨

S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx =

=

¨

S

rot(−→a ,−→n )dS. ▶ (16.66)

Ïðèìåð 16.12. Íàéòè öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

a⃗ = ρe⃗ρ + ρ(R + ρ) sin2 θe⃗φ (16.67)

ïî êîíòóðó L , ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà R â ïëîñêîñòè z = 0 ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

◀Íà êîíòóð L íàòÿíåì ïîëóñôåðó ïðè z ⩾ 0 ðàäèóñà R (ρ = R, 0 ⩽ θ ⩽ π
2
,

0 ⩽ φ < 2π) . Â êà÷åñòâå åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè ê ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè S
âîçüìåì n⃗ = e⃗ρ , ãäå e⃗ρ � îðò â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîé â çàäà÷å öèðêóëÿöèè âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ñòîêñà.

Ö =

ffi

L

(⃗a, dr⃗) =

¨

S

rot(⃗a, n⃗)dS, (16.68)

ãäå dr⃗ = (dx, dy, dz) .
Âíà÷àëå íàéä¼ì rot a⃗ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

rot−→a =

∣∣∣∣∣∣
e⃗ρ

ρ2 sin θ
e⃗θ

ρ sin θ

e⃗φ
ρ

∂
∂ρ

∂
∂θ

∂
∂φ

ρ 0 ρ(R + ρ) sin2 θ

∣∣∣∣∣∣ = 2(R + ρ) cos θ

ρ
e⃗ρ −

1

ρ
(R + 2ρ) sin θe⃗θ.

Äàëåå íàõîäèì rot(⃗a, n⃗) = rot(⃗a, e⃗ρ) , ãäå e⃗ρ = (1, 0, 0). Òîãäà

rot (⃗a, n⃗) =
2(R + ρ)

ρ
cos θ.

Ïî ôîðìóëå (16.68) íàõîäèì

Ö =

¨

S

2(R + ρ)

ρ
cos θds = [ρ = R] = 4

¨

S

cos θds =

=
[
ds = LθLφdθdφ = R2 sin θdθdy

]
φ = 4R2

π
2ˆ

0

cos θ · sin θdθ
2πˆ

0

dφ = 4πR2.

Îòâåò: Ö = 4πR2. ▶
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Ïðèìåð 16.13. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå

a⃗ = (y + z)⃗i+ (x+ z)⃗j + (y + x)k⃗ (16.69)

ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Íàéòè åãî ïîòåíöèàë.

◀ rot−→a =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y + z x+ z y + x

∣∣∣∣∣∣ = i⃗(1− 1)− j⃗(1− 1) + k⃗(1− 1) = 0⃗.

Ïîòåíöèàëüíîñòü ïîëÿ äîêàçàíà. Íàéäåì ïîòåíöèàë ïîëÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.

Ýòî áóäåò òàêîå ñêàëÿðíîå ïîëå u = u(x, y, z) , ÷òî
−−−→
gradu = a⃗ . Ïîòåíöèàë u = u(x, y, z)

íàõîäèì ïî ôîðìóëå

u(x, y, z) =

ˆ

L

(y + x)dx+ (x+ z)dy + (y + x)dz. (16.70)

Ôóíêöèè P (x, y, z) = (y+x) , Q(x, y, z) = (x+z) , R(x, y, z) = (y+x) îïðåäåëåíû è íå
íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G = R3 .
Äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà â ïðîñòðàíñòâå òàê æå, êàê è íà ïëîñêîñòè,
ïî ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé L îò ôèêñèðîâàííîé ëþáîé òî÷êè M0(x0, y0, z0) ∈ G
äî òåêóùåé òî÷êè M(x, y, z) çíà÷åíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà íå áóäåò çàâèñåòü îò
L . Â íàøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå M0(x0, y0, z0) áåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò, òî åñòü M0(0, 0, 0) .
Â êà÷åñòâå L áåðåì ëîìàíóþ M0(x0, y0, z0) äî òî÷êè M(x, y, z) ñ ïåðâûì çâåíîì íà
îñè Ox (äî òî÷êè x ), âòîðûì çâåíîì, ïàðàëëåëüíûì îñè Oy (îò òî÷êè (x, 0, 0) äî
òî÷êè (x, y, 0) ), è òðåòüèì çâåíîì, ïàðàëëåëüíûì îñè Oz (îò òî÷êè (x, y, 0) äî òî÷êè
M(x, y, z) ).

x

y

0M
3L

( , , )M x y z

x

x

1 2 3L L L L= U U

( , ,0)x y
2L

1L

Ðèñóíîê 16.12

u(x, y, z) =

ˆ

L

(y + z)dx+ (x+ z)dy + (y + z)dz =

ˆ

L1

+

ˆ

L2

+

ˆ

L3

=

=

xˆ

0

(0 + 0)dx+

yˆ

0

xdy +

zˆ

0

(y + x)dz = xy + (y + x)z + c � èñêîìûé ïîòåíöèàë.

Îòâåò: u(x, y, z) = xy + (y + x)z + C .▶
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