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ËÅÊÖÈß 1

Äâîéíîé èíòåãðàë. Ñóììû Äàðáó

1.1. Äâîéíîé èíòåãðàë

1.1.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà

Çàäà÷à 1.1. Î ìàññå ìàòåðèàëüíîé ïëîñêîé íåîäíîðîäíîé ôèãóðû.

J Ïóñòü äàíà ìàòåðèàëüíàÿ ïëîñêàÿ íåîäíîðîäíàÿ ôèãóðà (ïëàñòèí-
êà) G (êâàäðèðóåìàÿ) ñ ïëîòíîñòüþ ρ(x, y). Áåð¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τG
ïëàñòèíêè G íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ ïëàñòèíîê Gk k = 1, n, ñ ïîìî-
ùüþ ñèñòåìû èç m, m ∈ N, ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ Li i = 1,m, áåç îáùèõ
âíóòðåííèõ òî÷åê. Áåð¼ì ëþáóþ òî÷êóMk (xk, yk) ∈ Gk

(
Gk = Gk

⋃
∂G
)

(∂G � ãðàíèöà ÷àñòè÷íîé ïëàñòèíêè Gk). Ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
M (x, y) ∈ Gk áóäåò ρ(M) = ρ (Mk). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

dk = sup
M ′i ,M

′′
i ∈Gk
{d (M ′

k,M
′′
k )}

(dk � äèàìåòð ÷àñòè÷íîé ïëàñòèíêè Gk k = 1, n), ãäå d (M ′
k,M

′′
k ) � ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M ′
k è M

′′
k , ïðèíàäëåæàùèìè Gk. Ñ÷èòàåì, ÷òî



10

λτ = max
k=1,n

{dk}. Ñîñòàâèì ñóììó

mτG ≈ στG (ρ,Mk) =
n∑
k=1

ρ (xk, yk) ∆Gk, (1.1)

ãäå ∆Gk = SGk � ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé ïëàñòèíêè Gk,

mGk = ρ (xk, yk) ∆Gk

� ìàññà ÷àñòè÷íîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíêè ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ

ρ (x, y) = ρ (xk, yk), στG (ρ,Mk) =
n∑
k=1

ρ (xk, yk) ∆Gk � èíòåãðàëüíàÿ ñóì-

ìà.
Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë m = lim

λτ→0
mτG è ýòîò ïðåäåë íå

çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ τG è âûáîðà òî÷åê Mk (xk, yk) ∈ Gk, òî îí
íàçûâàåòñÿ ìàññîé ïëàñòèíêè G. I

Çàäà÷à 1.2. Îá îáú¼ìå êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà.

J Êðèâîëèíåéíûì öèëèíäðîì íàçîâ¼ì òåëî Φ, êîòîðîå â R3 îãðà-
íè÷åíî öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ íàïðàâëÿþùåé ∂G (çàìêíóòàÿ
ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ) è îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz, à òàêæå
íèæíèì îñíîâàíèåì G (îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂G) è âåðõíèì îñíîâàíèåì �
ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f (x, y), íåïðåðûâíîé íà G = G

⋃
∂G.
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Äàäèì ïîíÿòèå îáú¼ìà êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà Φ è óêàæåì ìåòîä
íàõîæäåíèÿ îáú¼ìà Φ.

Áåð¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τG îáëàñòè G íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ îá-
ëàñòåé Gk, k = 1, n, ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m, m ∈ N, ñïðÿìëÿåìûõ
êðèâûõ Li, i = 1,m, áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Àíàëîãè÷íî, êàê è â
ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ââîäèì ïîíÿòèå λτ , à òàêæå ïðîâîäèì âûáîð òî÷åê
Mk (xk, yk) ∈ Gk. Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ïðÿìûå öèëèíäðû ñ âûñîòîé
Hk (xk, yk) = f (xk, yk) = zk è îñíîâàíèÿìè Gk (íèæíèå îñíîâàíèÿ), à
òàêæå ïàðàëëåëüíûì èì íèæíèì îñíîâàíèåì G′k (÷àñòü ïëîñêîñòè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M ′

k (xk, yk, zk), ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè z = zk è
âûðåçàííîé ÷àñòè÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ íàïðàâëÿþùåé
∂Gk, è îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz). Îáú¼ì óêàçàííîãî ÷à-
ñòè÷íîãî ïðÿìîãî öèëèíäðà áóäåò

Vk = Hk (xk, yk) ∆Gk, (1.2)

ãäå ∆Gk � ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk.
Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

VτG ≈ στG (H,Mk) =
n∑
k=1

Hk (xk, yk) ∆Gk. (1.3)

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë V = lim
λτ→0

στG è ýòîò ïðåäåë íå
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çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ τG è âûáîðà òî÷åê Mk (xk, yk) ∈ Gk, òî îí
íàçûâàåòñÿ îáú¼ìîì êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà Φ. I

1.1.2. Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ðàññìîòðåííûå âûøå çàäà÷è èç ðàçíûõ îáëàñòåé ÷åëîâå÷åñêèõ çíà-
íèé, íî ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ îäèíàêîâû. Îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî ñî-
äåðæàíèÿ çàäà÷, íî ïîâòîðÿÿ âñå ðàññóæäåíèÿ è âûâîäû, ïðèâåä¼ííûå
â óêàçàííûõ çàäà÷àõ, ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (x, y) îïðåäåëåíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè G

ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé. Áåð¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τG îáëàñòè G íà n,
n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk, k = 1, n, ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m,
m ∈ N, ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ Li, i = 1,m, áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî-
÷åê. Íà çàìûêàíèè êàæäîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk âûáèðàåì ëþáóþ òî÷-
êó Mk (xk, yk) ∈ Gk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λτ ìàêñèìàëüíûé èç äèàìåòðîâ
dk = sup

M ′k,M
′′
k∈Gk
{d (M ′

k,M
′′)}, M ′ = M ′ (x′k, y

′
k), M

′′ = M ′′ (x′′k, y
′′
k). Îáî-

çíà÷èì: στ = στ(f,Mk) =
n∑
k=1

f (Mk) ∆Gk, ãäå ∆Gk � ïëîùàäü Gk. Åñëè

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
λτ→0

στ = I ∈ R è ýòîò ïðåäåë íå çàâè-

ñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ τG è âûáîðà òî÷åê Mk (xk, yk) ∈ Gk, òî îí
íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè G. Îáî-
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çíà÷àåòñÿ: I =
∫∫
G

f (x, y) dxdy. Ñóììà στ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé

ñóììîé ôóíêöèè z = f (x, y) ïî îáëàñòè G. Ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåò-
ñÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé, âûðàæåíèå f (x, y) dxdy � ïîäûí-
òåãðàëüíûì âûðàæåíèåì.

Ïî Êîøè óêàçàííûé ïðåäåë îçíà÷àåò:

∀ε > 0∃δ > 0∀τG λτ < δ∀Mk ∈ Gk |στ − I| < ε.

Çàìå÷àíèå 1.1. Àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåíîé,
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè áóäåò îãðàíè÷åííîñòü ýòîé ôóíê-
öèè íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìë¼ííîé ãðàíèöåé. Äîêàçàòåëüñòâî
óêàçàííîé òåîðåìû âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ. Òîëüêî
ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü, ÷òî ðàçáèåíèå τGïðîâîäèòñÿ íà ÷àñòè÷íûå îáëàñòè
Gk, k = 1, n, à ïëîùàäü ëþáîé îáëàñòè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíîå.

1.2. Ñóììû Äàðáó. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî
èíòåãðàëà

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà, êàê ñêà-
çàíî âûøå, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè. Â äàëüíåéøåì ýòî âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü. Íî
ëåãêî ïîêàçàòü íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè íà
çàìûêàíèè îáëàñòè G â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâè-
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åì å¼ èíòåãðèðóåìîñòè ïî ýòîé îáëàñòè.

Ïðèìåð 1.1. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

D(x, y) =

{
1, åñëè x è y ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà
0, åñëè x è y èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà

íå èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòè

G =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ 0 < x < 1,
0 < 1 < y

}
.

J Äëÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû

στ =
n∑
k=1

D(xk, yk)∆Gk

ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ âûáîðà òî÷åê Mk(xk, yk).
à) Ïóñòü Mk ∈ G òàêèå, ÷òî xk ∈ Q è yk ∈ Q. Òîãäà

στ =
n∑
k=1

0 ·∆Gk = 0 è lim
λτ→0

στ = 0.

á) Ïóñòü õîòÿ áû îäíà èç êîîðäèíàò xk èëè yk åñòü ÷èñëî èððàöèî-
íàëüíîå. Òîãäà

στ =
n∑
k=1

1 ·∆Gk = SG,
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ãäå SG � ïëîùàäü îáëàñòè G. Èìååì lim
λτ→0

στ = SG.

Âûâîä: íå ñóùåñòâóåò
∫∫
G

D (x, y) dxdy.I

1.2.1. Ñóììû Äàðáó, èõ ñâîéñòâà

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà çàìûêàíèè
îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé. Âîçüì¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå ãðàíèöû
G íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk, k = 1, n, ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû
èç m, m ∈ N, ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ Li, i = 1,m áåç îáùèõ âíóòðåííèõ
òî÷åê. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x, y) îãðàíè÷åíà íà G, òî îíà îãðàíè÷åíà è
íà çàìûêàíèè ëþáîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

Mk = sup
(x,y)∈Gk

f(x, y), mk = inf
(x,y)∈Gk

f(x, y).

Ñîñòàâèì ñóììû

SτG =
n∑
k=1

Mk∆Gk (1.4)

è

sτG =
n∑
k=1

mk∆Gk. (1.5)

Ñóììà SτG íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ñóììîé Äàðáó, sτG � íèæíåé ñóì-
ìîé Äàðáó.
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Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðõíåé è íèæíåé ñóìì Äàðáó.

Ñâîéñòâî 1.1. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ τG îáëàñòè G íà n, n ∈ N,
÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk, k = 1, n, âåðõíÿÿ ñóììà Äàðáó åñòü òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà èíòåãðàëüíûõ ñóìì äëÿ ðàçáèåíèÿ τG.

J Äëÿ ðàçáèåíèÿ τG è ëþáîãî âûáîðà òî÷åê Mk (xk, yk) ∈ Gk ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

mk ≤ f (xk, yk) ≤Mk. (1.6)

Íåðàâåíñòâî (1.6) óìíîæàåì íà ∆Gk > 0 è ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííûå
ïðè ýòîì íåðàâåíñòâà ïî âñåì k, k = 1, n. Ïîëó÷èì:

sτG ≤ στG ≤ SτG. (1.7)

Äîêàçàíî, ÷òî sτG � íèæíÿÿ ãðàíèöà, à SτG � âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ èí-
òåãðàëüíûõ ñóìì Ðèìàíà (ïåðâîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷íûõ
ãðàíåé). Äîêàæåì, íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâîñòü è âòîðîãî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ñâîéñòâà (äëÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè). Òàê êàê

Mk = sup
(x,y)∈Gk

f (xk, yk) ,

òî (âòîðîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè) äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò (x′k, y

′
k) ∈ Gk, ÷òî áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

0 ≤Mk − f (x′k, y
′
k) <

ε

SG
, (1.8)
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ãäå SG � ïëîùàäü îáëàñòè G.
Óìíîæàåì âñå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1.8) íà ∆Gk > 0 (∆Gk � ïëîùàäü

÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk) è ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì íåðàâåí-
ñòâà ïî âñåì k, k = 1, n. Ïîëó÷èì äâîéíîå íåðàâåíñòâî

0 ≤ SτG − στG < ε. (1.9)

Óòâåðæäåíèå äëÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè äîêàçàíî. Àíàëîãè÷íî äîêà-
çûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå è äëÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè.I

Ââåä¼ì ïîíÿòèå èçìåëü÷åíèÿ ðàçáèåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ðàçáèåíèå τ ′G íàçûâàåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàç-

áèåíèÿ τG, åñëè ëþáàÿ ÷àñòè÷íàÿ îáëàñòü G′k′ ðàçáèåíèÿ τ
′
G åñòü ïîä-

ìíîæåñòâî íåêîòîðîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk ðàçáèåíèÿ τG. Îáîçíà-
÷èì τG < τ ′G.

Ñâîéñòâî 1.2. Åñëè τG < τ ′G, òî

sτG ≤ sτ ′G ≤ Sτ ′G ≤ SτG. (1.10)

J Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçáèåíèå τ ′G ïîëó÷åíî èç ðàçáèåíèÿ τG ïó-
ò¼ì äîáàâëåíèÿ îäíîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè, òî åñòü íåêîòîðàÿ îáëàñòü
Gk = G′k

⋃
G′′k, ãäå îáëàñòè G′k è G′′k íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî-

÷åê. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé G′, G′′k è Gk áóäóò
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà m′k ≥ mk, M

′
k ≤ Mk, m

′′
k ≥ mk, M

′′
k ≤ Mk,
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ãäå m′k = inf
(x,y)∈G′k

f (x, y). M ′
k = sup

(x,y)∈G′k

f (x, y), m′′k = inf
(x,y)∈G′′k

f (x, y),

M ′′
k = sup

(x,y)∈G′′k

f (x, y), mk = inf
(x,y)∈Gk

f (x, y). Mk = sup
(x,y)∈Gk

f (x, y).

Îáîçíà÷èì ∆G′k = SG′k � ïëîùàäü îáëàñòè G
′
k, ∆G′′k = SG′′k � ïëîùàäü

îáëàñòè G′′k, ∆Gk = SGk � ïëîùàäü îáëàñòè Gk. Òîãäà

Mk∆Gk ≥M ′
k∆G

′
k +M ′′

k∆G′′k. (1.11)

Ñóììèðóåì íåðàâåíñòâà (1.11) ïî âñåì k, k = 1, n, ïîëó÷èì:
Sτ ′G ≤ SτG. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è íåðàâåíñòâî sτG ≤ sτ ′G.I

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü
ñâîéñòâà 1.2 â îáùåì ñëó÷àå (ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà
íîâûõ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé çà ñ÷¼ò ðàçáèåíèÿ ñòàðûõ ÷àñòè÷íûõ îáëà-
ñòåé Gk áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê).

Ñâîéñòâî 1.3. Äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé τ ′G è τ ′′G ñïðàâåäëèâû íåðàâåí-
ñòâà sτ ′G ≤ Sτ ′′G è sτ ′′G ≤ Sτ ′G.

J Äëÿ ëþáûõ ðàçáèåíèé τ ′G è τ ′′G íàéä¼òñÿ òàêîå ðàçáèåíèå τG, êî-
òîðîå áóäåò èçìåëü÷åíèåì è τ ′G è τ ′′G. Òîãäà sτ ′G ≤ sτG ≤ SτG ≤ Sτ ′′G,
sτ ′′G ≤ sτG ≤ SτG ≤ Sτ ′G.I

Ñëåäñòâèå 1.1. Ìíîæåñòâî âåðõíèõ ñóìì Äàðáó ïî âñåì ðàçáèå-
íèÿì τG îãðàíè÷åíî ñíèçó, à íèæíèõ � ñâåðõó.
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Ðèñóíîê 1.1

J Ïóñòü A = {SτG} ìíîæåñòâî âåðõíèõ ñóìì ïî âñåì ðàçáèåíèÿì
τG. Â êà÷åñòâå íèæíåé ãðàíèöû ìíîæåñòâà A ìîæíî âçÿòü ëþáóþ íèæ-
íþþ ñóììó sτG (ñâîéñòâî 1.3). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü
ñâåðõó ìíîæåñòâà B = {sτG} íèæíèõ ñóìì Äàðáó (â êà÷åñòâå âåðõ-
íåé ãðàíèöû ìîæíî âçÿòü ëþáóþ èç âåðõíèõ ñóìì Äàðáó). Ïî ñâîéñòâó
íåïðåðûâíîñòè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë èìååì: sup

τG

B = I∗ �

íèæíèé èíòåãðàë Äàðáó ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè G; inf
τG
A = I∗ �

âåðõíèé èíòåãðàë Äàðáó ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòèG. Ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

sτG ≤ I∗ ≤ I∗ ≤ SτG. (1.12)

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî I∗ ≤ στG. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: I∗ < I∗, íî
òîãäà (ó÷åñòü âòîðîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷íûõ ãðàíåé) ñó-
ùåñòâóþò òàêèå ðàçáèåíèÿ τ ′G è τ ′′G, ÷òî Sτ ′G < sτ ′G ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå
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(ñâîéñòâî 1.3). Äðóãèå ñâÿçè ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ ìåæäó çíà÷åíèÿìè
âåëè÷èí î÷åâèäíû.I

1.2.2. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 1.1 (êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íà
çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G îãðàíè÷åííàÿ ôóíê-
öèÿ f(x, y) áûëà èíòåãðèðóåìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

lim
λτ→0

(SτG − sτG) = 0. (1.13)

Çàìå÷àíèå 1.2. Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî îä-
íîìåðíîìó ñëó÷àþ (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ëåììà 1.1 (ëåììà Äàðáó). Îãðàíè÷åííàÿ íà çàìûêàíèè îáëàñòè
G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò âåðõíèé è íèæ-
íèé èíòåãðàëû I∗ è I∗, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëàìè
âåðõíèõ è íèæíèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì Äàðáó ïðè λτ → 0 (λτ � îïðå-
äåë¼í âûøå).

Òåîðåìà 1.2 (êðèòåðèé Äàðáó èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé).
Îãðàíè÷åííàÿ íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G
ôóíêöèÿ f(x, y) áóäåò èíòåãðèðóåìîé ïî îáëàñòè G òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âåðõíèé è íèæíèé èíòåãðàëû Äàðáó ðàâíû ìåæäó ñîáîé,
òî åñòü I∗ = I∗ = I.



21

Çàìå÷àíèå 1.3. Èç êðèòåðèÿ Äàðáó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åí-
íîé íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G ôóíêöèè
f(x, y) ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ðèìàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñîñòàâëÿåì ñóììû Äàðáó sτG =
n∑
k=1

mk∆Gk, SτG =
n∑
k=1

Mk∆Gk. Ïîëó÷èì:

I∗ = sup
τG

{sτG} � íèæíèé èíòåãðàë Äàðáó; I∗ = inf
τG
{SτG} � âåðõíèé

èíòåãðàë Äàðáó.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Åñëè I∗ = I∗ = I, òî ôóíêöèÿ z = f(x, y) íàçû-
âàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G
ïî Ðèìàíó. Îáùåå çíà÷åíèå èíòåãðàëîâ Äàðáó íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì
Ðèìàíà ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè G. Îáîçíà÷åíèå:

I =

∫∫
G

f(x, y)dxdy. (1.14)

Òåîðåìà 1.3 (êðèòåðèé Ðèìàíà). Îãðàíè÷åííàÿ íà çàìûêàíèè îá-
ëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà
ïî Ðèìàíó íà óêàçàííîé îáëàñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò τG, ÷òî

SτG − sτG < ε. (1.15)
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J Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ñóùåñòâóåò∫∫
G

f(x, y)dxdy = I = I∗ = I∗,

òî lim
λτG→0

sτG = I∗ = I∗ = lim
λτG→0

SτG (ëåììà Äàðáó). Òîãäà

lim
λτG→0

(SτG − sτG) = 0 : ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τG λτG < δ SτG − sτG < ε.

Äîñòàòî÷íîñòü. Îáðàòíî, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå τG,
÷òî SτG − sτG < ε, òî èç íåðàâåíñòâà (1.12) sτG ≤ I∗ ≤ I∗ ≤ SτG, ñëåäóåò,
÷òî 0 ≤ I∗ ≤ I∗ ≤ SτG − sτG < ε.

Äåéñòâèòåëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî I∗ − I∗ ≥ 0 ìåíüøå ëþáîãî
ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0. Çíà÷èò, I∗ − I∗ = 0,
òî åñòü I∗ = I∗ = I =

∫∫
G

f(x, y)dxdy.I

1.3. Îñíîâíûå êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 1.4 (îá èíòåãðèðóåìîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé).
Åñëè ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè îáëà-
ñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G, òî îíà èíòåãðèðóåìà íà G.

J Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà íà G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíè-
öåé ∂G, òî G � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (êîìïàêò). Ïî òåîðå-
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ìå Êàíòîðà íàøà íåïðåðûâíàÿ íàG ôóíêöèÿ f(x, y) áóäåò è ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé íà G ôóíêöèåé. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τG λτ < δ Mk −mk <
ε

SG
.

Òîãäà SτG − sτG =
n∑
k=1

(Mk −mk) ∆Gk <
ε
SG

n∑
k=1

∆Gk = ε
SG
SG = ε, òî

åñòü
lim
λτ→0

(SτG − sτG) = 0.

À ýòî îçíà÷àåò (êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè, òåîðåìà 1.1), ÷òî ôóíê-
öèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà íà G.I

Òåîðåìà 1.5 (îá èíòåãðèðóåìîñòè ðàçðûâíûõ ôóíêöèé). Îãðà-
íè÷åííàÿ íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G ôóíê-
öèÿ f(x, y) áóäåò èíòåãðèðóåìîé íà G, åñëè îíà íåïðåðûâíà íà G çà
èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà òî÷åê îáëàñòè G ìåðû íóëü (ïëîùàäè íóëü).

Çàìå÷àíèå 1.4. Ìåðà (ïëîùàäü) ëþáîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé èç R2

ðàâíà íóëþ.

1.4. Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà

Çàìå÷àíèå 1.5. Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà ìû òîëüêî
ïåðå÷èñëèì, òàê êàê îíè âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîé-
ñòâàì îäíîìåðíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà.
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Ñâîéñòâî 1.4 (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè). Åñëè ôóíêöèè f1 (x, y), f2 (x, y)
èíòåãðèðóåìû â îáëàñòè G è α1, α2 � ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî
ôóíêöèÿ f (x, y) = α1f1 (x, y) +α2f2 (x, y) èíòåãðèðóåìà â îáëàñòè G è
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫∫

G

f (x, y) dxdy = α1

∫∫
G

f1 (x, y) dxdy + α2

∫∫
G

f2 (x, y) dxdy. (1.16)

Ñâîéñòâî 1.5 (ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà). Åñëè îáëàñòü

G =
n

U
k=1

Gk, ãäå ÷àñòè÷íûå îáëàñòè Gk íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ

òî÷åê, è ôóíêöèÿ f (x, y) èíòåãðèðóåìà â ëþáîé ÷àñòè÷íîé îáëàñòè
Gk, òî â G ôóíêöèÿ òàêæå èíòåãðèðóåìà è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫∫

G

f (x, y) dxdy =
n∑
k=1

∫∫
Gk

f (x, y) dxdy. (1.17)

Ñâîéñòâî 1.6 (îöåíêà èíòåãðàëà ïî ìîäóëþ). Åñëè ôóíêöèÿ
f (x, y) èíòåãðèðóåìà â G, òî è ôóíêöèÿ |f (x, y)| èíòåãðèðóåìà â G è
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣

∫∫
G

f (x, y) dxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
G

|f (x, y)| dxdy. (1.18)
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Ñâîéñòâî 1.7 (òåîðåìà î ñðåäíåì). Åñëè ôóíêöèÿ f (x, y) èíòå-
ãðèðóåìà â G è m = inf

(x,y)∈G
f (x, y), àM = sup

(x,y)∈G
f (x, y), òî ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

mSG ≤
∫∫
G

f (x, y) dxdy ≤MSG, (1.19)

ãäå SG � ïëîùàäü îáëàñòè G.

Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè â óñëîâèè òåîðåìû î ñðåäíåì ôóíêöèÿ f (x, y)
íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè G ñî ñïðÿìëÿåìîé ãðàíèöåé ∂G, òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà M0 (x0, y0) ∈ G, ÷òî∫∫

G

f (x, y) dxdy = f (M0)SG. (1.20)
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ËÅÊÖÈß 2

Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

2.1. Ïðèâåäåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó

Òåîðåìà 2.1 (ñëó÷àé ïðÿìîóãîëüíèêà). Åñëè ôóíêöèÿ z = f (x, y)
îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå

Π =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ a ≤ x ≤ b,

c ≤ y ≤ d

}

è ñóùåñòâóåò äâîéíîé èíòåãðàë
∫∫
Π

f (x, y) dxdy, à òàêæå äëÿ ëþáîãî

x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò

I (x) =

d∫
c

f (x, y) dy
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(äëÿ ëþáîãî y ∈ [c, d] ñóùåñòâóåò J (y) =
b∫
a

f (x, y) dx), òî ñóùåñòâóåò

b∫
a

I (x) dx =
b∫
a

dx
d∫
c

f (x, y) dy =
∫∫
Π

f (x, y) dxdy

ñóùåñòâóåò d∫
c

j (y) dy =

d∫
c

dy

b∫
a

f (x, y) dx =

∫∫
Π

f (x, y) dxdy

 .

J Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò
d∫
c

f (x, y) dy. Òàê êàê ñóùå-

ñòâóåò
∫∫
Π

f (x, y) dxdy, òî ìîæíî âçÿòü ëþáîå ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà

Π íà ÷àñòè÷íûå îáëàñòè, ò.å. îïðåäåëåííîå. Ïîêàæåì ýòî íà ðèñóíêå 2.1.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà Π ñ ïîìîùüþ ñåìåéñòâà ïðÿ-
ìûõ:

1. x = a+ xk
(
k = 1, n

)
,

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xk−1 < xk < . . . < b = xn;

2. y = c+ yi
(
i = 1,m

)
,

c = y0 < y1 < y2 < . . . < yi−1 < yi < . . . < d = ym.
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Ðèñóíîê 2.1
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Íà ðèñóíêå âûäåëåí çàìêíóòûé ïðÿìîóãîëüíèê

Πki =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ xk−1 ≤ x ≤ xk,

yi−1 ≤ y ≤ yi

}
.

Ïîëó÷åííàÿ ñåòêà ñîäåðæèò m × n òàêèõ ÷àñòè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Ïîëîæèì: ∆xk = xk−xk−1, ∆yi = yi− yi−1; ∆Ski = ∆xk ·∆yi � ïëîùàäü
÷àñòè÷íîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Πki;

mki = inf
(x,y)∈Πki

f (x, y) , Mki = sup
(x,y)∈Πki

f (x, y) .

Íà ÷àñòè÷íîì ïðÿìîóãîëüíèêå Πki ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

mki ≤ f (x, y) ≤Mki. (2.1)

Áåðåì ëþáóþ òî÷êó ξk ∈ [xk−1, xk], ôèêñèðóåì å¼. Ñ ó÷åòîì âûáðàí-
íîé òî÷êè x = ξk èíòåãðèðóåì (2.1) ïî îòðåçêó [yi−1, yi], ïîëó÷èì:

mki∆yi ≤
yi∫

yi−1

f (ξk, y) dy ≤Mki∆yi. (2.2)

Íåðàâåíñòâî (2.2) ñóììèðóåì ïî âñåì i îò 1 äî m. Ïîëó÷èì:

m∑
i=1

mki∆yi ≤
d∫
c

f (ξk, y) dy = I (ξk) ≤
m∑
i=1

Mki∆yi. (2.3)
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Óìíîæèì (2.3) íà ∆xk è ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïî
âñåì k îò 1 äî n. Ïîëó÷èì:

n∑
k=1

m∑
i=1

mki∆xk∆yc ≤
n∑
k=1

I (ξk) ∆xk ≤
n∑
k=1

m∑
i=1

Mki∆xk∆yi. (2.4)

Â äâîéíîì íåðàâåíñòâå (2.4) ñëåâà èìååì íèæíþþ ñóììó Äàðáó ξτ,
ñïðàâà � âåðõíþþ ñóììó Äàðáó SτΠ, à ïîñðåäèíå � èíòåãðàëüíóþ ñóììó
ôóíêöèè I (x) ïî îòðåçêó [a, b].

Òàê êàê ñóùåñòâóåò
∫∫
Π

f (x, y) dxdy = A, òî lim
λτ→0

sτΠ = lim
λτ→0

SτΠ = A

(λτ � ìàêñèìàëüíûé èç äèàìåòðîâ ÷àñòè÷íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ Πki).

Èñïîëüçóÿ àíàëîã òåîðåìû î ïðåäåëå ïðîìåæóòî÷íîé ôóíêöèè, ïî-
ëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò

lim
λτ→0

n∑
k=1

I (ξk) ∆xk =

b∫
a

I (x) dx =

b∫
a

dx

d∫
c

f (x, y) dy =

∫∫
Π

f (x, y) dxdy.

Òåîðåìà äîêàçàíà â ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò

d∫
c

f (x, y) dy = I (x) .
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Ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò
b∫
a

f (x, y) dx = J (y), äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷-

íî. I

Çàìå÷àíèå 2.1. Åñëè ôóíêöèÿ f (x, y) íåïðåðûâíà íà Π, òî â òåîðå-
ìå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ äëÿ îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ, ïîýòîìó
êàæäûé èç ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ áóäåò ðàâåí äâîéíîìó èíòåãðàëó, à
çíà÷èò, ïîâòîðíûå èíòåãðàëû áóäóò òàêæå ðàâíû ìåæäó ñîáîé

b∫
a

dx

d∫
c

f (x, y) dy =

d∫
c

dy

b∫
a

f (x, y) dx =

∫∫
Π

f (x, y) dxdy. (2.5)

Ïåðåõîä ïðè ýòîì îò îäíîãî ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà ê äðóãîìó íàçûâàåòñÿ
èçìåíåíèåì ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äàëüøå ðàññìîòðèì ñëó÷àè êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè. ÎáëàñòüG íàçû-
âàåòñÿ ïðîñòåéøåé îáëàñòüþ ïåðâîãî òèïà, åñëè îíà ñâåðõó è ñíèçó ñîîò-
âåòñòâåííî îãðàíè÷åíà íåïðåðûâíûìè êðèâûìè y = y2 (x) è y = y1 (x), à
ñëåâà è ñïðàâà � ïðÿìûìè x = a è x = b (ðèñóíîê 2.2). Îòðåçêè ïðÿìûõ
x = a è x = b (ãðàíèöà îáëàñòè G ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî) ìîãóò
âûðîæäàòüñÿ â òî÷êè.

Îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé îáëàñòüþ âòîðîãî òèïà, åñëè îíà
ñëåâà è ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî îãðàíè÷åíà íåïðåðûâíûìè êðèâûìè
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Ðèñóíîê 2.2

x = x1 (y) è x = x2 (y), à ñíèçó è ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûìè y = c
è y = d (ðèñóíîê 2.3). Îòðåçêè ïðÿìûõ y = c è y = d (ãðàíèöû îáëàñòè
G ñíèçó è ñâåðõó ñîîòâåòñòâåííî) ìîãóò âûðîæäàòüñÿ â òî÷êè.

Òåîðåìà 2.2 (ñëó÷àé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè). Åñëè ñóùåñòâó-
åò äâîéíîé èíòåãðàë

∫∫
G

f (x, y) dxdy, ãäå G � ïðîñòåéøàÿ îáëàñòü ïåð-

âîãî òèïà (ïðîñòåéøàÿ îáëàñòü âòîðîãî òèïà), è äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b]

ñóùåñòâóåò
y2(x)∫
y1(x)

f (x, y) dy = I (x) (äëÿ ëþáîãî y ∈ [c, d] ñóùåñòâóåò
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Ðèñóíîê 2.3
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x2(y)∫
x1(y)

f (x, y) dx = J (y)), òîãäà

∃
b∫

a

I (x) dx =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f (x, y) dy = ∫ ∫
G
f (x, y) dxdy

∃ d∫
c

j (y) dy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

f (x, y) dx = ∫ ∫
G
f (x, y) dxdy

 .

J Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò

y2(x)∫
y1(x)

f (x, y) dy = I (x) .

Ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíèê

Π =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ a ≤ x ≤ b,
c ≤ y ≤ d

}
,

ãäå c � ìèíèìóì ôóíêöèè y = y1 (x), à d � ìàêñèìóì ôóíêöèè
y = y2 (x) (ðèñóíîê 2.4). Èìååì: Π = ABCD ⊃ G. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

F (x, y) =

{
f (x, y) , åñëè (x, y) ∈ G,
0, åñëè (x, y) ∈ Π\G. (2.6)
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Ðèñóíîê 2.4

Äëÿ ôóíêöèè F (x, y) âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1 (ñëó÷àé,

êîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò
d∫
c

f (x, y) dy = I (x)). Òîãäà ñïðà-

âåäëèâî è çàêëþ÷åíèå òåîðåìû.
Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ áóäåì èìåòü:

b∫
a

dx

d∫
c

F (x, y) dy =

b∫
a

dx

 y1(x)∫
c

0 · dy +

y2(x)∫
y1(x)

f (x, y) dy +

d∫
y2(x)

0 · dy

 =
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=

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f (x, y) dy =

∫∫
Π

F (x, y) dxdy =

=

∫∫
G

f (x, y) dxdy +

∫∫
Π\G

0dxdy =

∫∫
G

f (x, y) dxdy.

Òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ïðîñòåéøåé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè ïåðâîãî
òèïà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà äëÿ ïðîñòåéøåé êðèâîëèíåéíîé
îáëàñòè âòîðîãî òèïà.I

Çàìå÷àíèå 2.2. Åñëè îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé êàê ïåðâîãî,
òàê è âòîðîãî òèïîâ, è ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà íà G, òî áóäóò âû-
ïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ.

Òîãäà îáà ïîâòîðíûõ èíòåãðàëà áóäóò ñóùåñòâîâàòü, ïðè÷åì êàæäûé
èç íèõ áóäåò ðàâåí ñóùåñòâóþùåìó äâîéíîìó èíòåãðàëó, òî åñòü ïîâòîð-
íûå èíòåãðàëû áóäóò ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f (x, y) dy =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

f (x, y) dx =

∫∫
G

f (x, y) dxdy. (2.7)

Ïåðåõîä îò îäíîãî ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà êî âòîðîìó íàçûâàåòñÿ èç-
ìåíåíèåì ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Íà ïðàêòèêå (÷àùå âñåãî) ïðè
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ïðîâåäåíèè îïåðàöèè èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîñòåéøàÿ
îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîãî òèïà åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
÷àñòè÷íûõ ïðîñòåéøèõ îáëàñòåé âòîðîãî òèïà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîâîäèì
èçìåíåíèå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîé èç òàêèõ ÷àñòè÷íûõ îá-
ëàñòåé. Â äàëüíåéøåì (ïðè ðåøåíèè çàäà÷) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
äâîéíîé èíòåãðàë äëÿ ôóíêöèè f(x, y) ïî äàííîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 2.1. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòå-
ãðàëå

2∫
0

dx

√
4−x2∫

1
2 (x−2)

f (x, y) dy.

J Âíà÷àëå èçîáðàçèì íà ðèñóíêå 2.5 îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèè x = 0,
x = 2, y =

√
4− x2, y = x−2

2 . Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G � ýòî êðèâîëè-
íåéíûé òðåóãîëüíèê ABcD (áåç ãðàíèöû). Îáîçíà÷èì íàø ïîâòîðíûé
èíòåãðàë ÷åðåç I.

Ïðè èçìåíåíèè ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþ-
ùèé ôîðìàëüíûé ñïîñîá. Ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ â
ïîâòîðíîì èíòåãðàëå âíåøíåå èíòåãðèðîâàíèå äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ïî
y (íèæíèé ïðåäåë èíòåãðàëà � ñàìàÿ ìàëàÿ îðäèíàòà òî÷åê ãðàíèöû îá-
ëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, âåðõíèé ïðåäåë � ñàìàÿ áîëüøàÿ). Âî âíóòðåííåì
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Ðèñóíîê 2.5



39

èíòåãðàëå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå îñè Ox äîëæíû âõîäèòü â îáëàñòü èí-
òåãðèðîâàíèÿ ÷åðåç îäíó êðèâóþ (îäíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå êðè-
âîé), à âûõîäèòü � ÷åðåç äðóãóþ (òàêæå îäíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå
ýòîé êðèâîé). Â íàøåé çàäà÷å, åñëè y = −1 � âçÿòü íèæíèé ïðåäåëîì
èíòåãðèðîâàíèÿ, à y = 2 � âåðõíèì, òî óêàçàííûé âûøå âûõîä óæå áóäåò
ïðîõîäèòü ÷åðåç äâå ðàçíûå êðèâûå (ïðÿìóþ è îêðóæíîñòü).

Ïî ýòîé ïðè÷èíå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G ïðåäñòàâèì â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ G = G1

⋃
G2 (ðèñóíîê 2.5).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè äâîéíîãî èíòåãðàëà, ïîëó÷èì:

2∫
0

dx

√
4−x2∫

x−2
2

f (x, y) dy =

∫∫
G

f (x, y) dxdy =

=

∫∫
G1

f (x, y) dxdy +

∫∫
G2

f (x, y) dxdy = I1 + I2. (2.8)

Ê êàæäîìó èç ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ Ii, i = 1, 2, ìîæíî óæå ïðè-
ìåíèòü (äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ) óêàçàííûé âûøå
ìåòîä èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äëÿ ãðàíèöû îáëàñòè G1 èìååì: ìèíèìàëüíàÿ îðäèíàòà òî÷åê ãðà-
íèöû y = −1 (íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ), ìàêñèìàëüíàÿ � y = 0
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(âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ). Òàêæå äëÿ G2 � y = 0 (íèæíèé ïðå-
äåë èíòåãðèðîâàíèÿ), y = 2 (âåðõíèé). Â îáëàñòü G1 óêàçàííûå âûøå
ïàðàëëåëüíûå îñè Ox ïðÿìûå âõîäÿò ÷åðåç ïðÿìóþ x = 0, à âûõîäÿò
÷åðåç ïðÿìóþ x = 2y + 2. Â îáëàñòè G2 óêàçàííûå ïðÿìûå y = const
âõîäÿò ÷åðåç ïðÿìóþ x = 0. Íàéäåì âûõîä ýòèõ ïðÿìûõ

y =
√

4− x2 ≥ 0, y2 = 4− x2, x2 = 4− y2, x ≥ 0, x =
√

4− y2.

Ïðÿìûå y = const âûõîäÿò èç îáëàñòè G2 ÷åðåç êðèâóþ
x =

√
4− y2. Êðèâàÿ âõîäà � íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ, êðèâàÿ

âûõîäà � âåðõíèé. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì èñêîìûé îòâåò

2∫
0

dx

√
4−x2∫

x−2
2

f (x, y) dy =

0∫
−1

dy

2y+2∫
0

f (x, y) dx+

2∫
0

dy

√
4−y2∫

0

f (x, y) dx. I

Ïðèìåð 2.2. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë I =
∫∫
G

x2dxdy, åñëè îá-

ëàñòü G îãðàíè÷åíà êðèâûìè y = x, y = 1
x , x = 2.

J Èçîáðàæàåì íà ðèñóíêå 2.6 îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîñòðîèâ ãðà-
ôèêè óêàçàííûõ â çàäà÷å ôóíêöèé. Çàìåíÿåì äâîéíîé èíòåãðàë (îí ñó-
ùåñòâóåò, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f (x, y) = x2 íåïðåðûâíà
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Ðèñóíîê 2.6

íà çàìûêàíèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ) ïîâòîðíûì. Âíåøíåå èíòåãðè-
ðîâàíèå ëó÷øå âçÿòü ïî x, òàê êàê îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G � ýòî ïðî-
ñòåéøàÿ îáëàñòü ïåðâîãî òèïà. Åñëè æå âíåøíåå èíòåãðèðîâàíèå âçÿòü
ïî y, òî îáëàñòüG íàäî ðàçáèòü ïðÿìîé y = 1 íà äâå ïðîñòåéøèå îáëàñòè
âòîðîãî òèïà.∫∫

G

x2dxdy =

2∫
1

dx

x∫
1
x

dy =

2∫
1

x2 y|x1
x
dx =

2∫
1

x2

(
x− 1

x

)
dx =

=

2∫
1

(
x3 − x

)
dx =

x4

4

∣∣∣∣2
1

− x2

2

∣∣∣∣2
1

=
1

4

(
24 − 14

)
− 1

2

(
22 − 12

)
=

15

4
− 6

4
=

9

4
.
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Îòâåò:I = 9
4 .I

2.2. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

Ïóñòü äàíû óêàçàííûå â ïóíêòå 1 äâå äåêàðòîâûå ñèñòåìû êîîðäèíàò
(ðèñóíîê 2.7 � ñèñòåìà êîîðäèíàò xOy è ðèñóíîê 2.7 �ñèñòåìà êîîðäèíàò
uOv) è ñîîòâåòñòâåííî â óêàçàííûõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ îáëàñòè
G è D ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè ∂G è ∂D. Òàêæå äàíû óêàçàííûå
â ïóíêòå 1 ôóíêöèè x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v).

Ïðÿìûå u = u0, v = v0 â ïëîñêîñòè uOv íàçîâåì êîîðäèíàòíûìè
ëèíèÿìè (îíè ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòíûì îñÿì 0u è 0v
è ïðîõîäÿò ÷åðåç îáëàñòü D). Òî÷êà M0 = (u0, v0) ∈ D èìååò â ñèñòåìå
êîîðäèíàò uOv äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû. Óêàçàííûå êîîðäèíàòíûå ëè-
íèè u = u0, v = v0 ïëîñêîñòè uOv ôóíêöèè x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v)
îòîáðàæàþò â ïëîñêîñòè xOy â íåêîòîðûå êðèâûå (êðèâîëèíåéíûå êî-
îðäèíàòíûå ëèíèè ïëîñêîñòè xOy). Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êðèâûõ â
ïëîñêîñòè xOy èìååò, ãîâîðÿò, êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû u0 è v0 îá-
ëàñòè G. Â ïëîñêîñòè xOy áóäåì èìåòü êðèâîëèíåéíóþ îðòîãîíàëüíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò.
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Ðèñóíîê 2.7
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2.3. Ïëîùàäü â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

Çàìå÷àíèå 2.3. Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå îñ-
íîâíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûðàçèòü ÷åðåç êðèâîëèíåéíûå
êîîðäèíàòû ïëîùàäü èñõîäíîé êâàäðèðóåìîé îáëàñòè G.

Òåîðåìà 2.3. Åñëè îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà îáëàñòü G óäîâëå-
òâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì îòîáðàæåíèÿ îáëàñòåé, óêàçàííûì â ïóíêòå
1, òî ïëîùàäü îáëàñòè G áóäåò íàõîäèòüñÿ ïî ôîðìóëå

SG =

∫∫
G

dxdy =

∫∫
D

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ dudv. (2.9)

J Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåä¼ì íà òàê íàçûâàåìîì ¾ôèçè-
÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè¿. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî ìàëûé êðèâîëè-
íåéíûé ïàðàëëåëîãðàìì A0A1A3A2. Èìååì: A0(u0, v0) = A0(x0, y0),
A1(u0 + ∆u, v0) = A1(x0 + ∆x, y0 + ∆y) (ðèñóíîê 2.8).

Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà
−−−→
A0A1:

−−−→
A0A1 = (∆x,∆y), íî

dx ≈ ∆x =
ϕ(u0 + ∆u, v0)− ϕ(u0, v0)

∆u
∆u ≈ ∂x

∂u
du

àíàëîãè÷íî

dy =
∂y

∂u
du;

−−−→
A0A1 =

(
∂x

∂u
du,

∂y

∂u
du

)
.
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Ðèñóíîê 2.8
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Òàêæå áóäåì èìåòü:
−−−→
A0A2 =

(
∂x
∂vdv,

∂y
∂vdv

)
. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî

ïàðàëëåëîãðàììà A0A1A3A2 íàõîäèì ïî ôîðìóëå

dSA0A1A3A2
=

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂x
∂udu

∂y
∂udu

∂x
∂vdv

∂y
∂vdv

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ dudv. (2.10)

Ôîðìóëà (2.10) åñòü ýëåìåíò âåëè÷èíû ïëîùàäè îáëàñòè G â êðèâî-
ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Òîãäà ïëîùàäü îáëàñòè G áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî
ôîðìóëå

SG =

∫∫
G

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ dudv. I (2.11)
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ËÅÊÖÈß 3

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå. Ãåîìåòðè÷åñêèå è
ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ

3.1. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè äëÿ ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé ñëóæèò äëÿ óïðîùåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé. Â òåî-
ðèè äâîéíûõ èíòåãðàëîâ çàìåíà ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû,
òàêæå óïðîùàòü ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ, ñ äðóãîé æå ñòîðîíû, ïðè
çàìåíå ïåðåìåííûõ ïðîèñõîäèò óïðîùåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Îòîáðàæåíèå ïëîñêèõ îáëàñòåé

Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò xOy äàíà îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé ∂G, à â ñèñòåìå êîîðäèíàò uOv äàíà îáëàñòüD òàêæå ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D (êðèâàÿ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâ-

íåíèé

{
x = ϕ (t) ,
y = ψ (t) ,

t ∈ [α, β], íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ôóíêöèè ϕ è ψ

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [α, β] (ϕ′ (t))2 + (ψ′ (t))2 > 0.

Åñëè æå îòðåçîê [α, β] =
n

U
k=1

[αk, βk], ãäå ÷àñòè÷íûå îòðåçêè [αk, βk] íå

èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê è êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà êàæäîì
÷àñòè÷íîì èíòåðâàëå, à â êîíöåâûõ òî÷êàõ ýòèõ èíòåãðàëîâ ñóùåñòâóþò
îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå).
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1. Ôóíêöèè x = ϕ (u, v) è y = ψ (u, v) îòîáðàæàþò îáëàñòü D íà
îáëàñòü G è ∂D íà ∂G. Ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íûå ðåøåíèÿ

u = ϕ−1(x, y), v = ψ−1(x, y) ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
x = ϕ(u, v),
y = ψ(u, v).

2. Ôóíêöèè ϕ, ψ, ϕ−1, ψ−1 è ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû ñîîòâåòñòâåííî íà D = D

⋃
∂D è íà

G = G
⋃
∂G.

3. Ôóíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü â D

I =
D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣ ∂ϕ
∂u

∂ϕ
∂v

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣ 6= 0

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ßêîáè1 èëè ÿêîáèàíîì.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

I · J = 1, ãäå J =

∣∣∣∣∣ ∂ϕ−1

∂x
∂ϕ−1

∂y
∂ψ−1

∂x
∂ψ−1

∂y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x

∂y
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣ .
J Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ îïðåäåëèòåëåé.

I · J =

∣∣∣∣∣ ∂x
∂u ·

∂u
∂x + ∂x

∂v ·
∂v
∂x

∂x
∂u ·

∂u
∂y + ∂x

∂v ·
∂v
∂y

∂y
∂u ·

∂u
∂x + ∂y

∂v ·
∂v
∂x

∂y
∂u ·

∂u
∂y + ∂y

∂v + ∂v
∂y

∣∣∣∣∣ . (3.1)

1 ßêîáè Êàðë Ãóñòàâ ßêîá (1804�1851) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê.
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Äëÿ óïðîùåíèÿ (3.1) âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñëîæíîé ôóíêöèè

x = ϕ(ϕ−1(x, y), ψ−1(x, y)), y = ψ(ϕ−1(x, y), ψ−1(x, y)),

1 =
dx

dx
=
∂x

∂x
=
∂x

∂u
· ∂u
∂x

+
∂x

∂v
· ∂v
∂x
,

1 =
dy

dy
=
∂y

∂y
=
∂y

∂u
· ∂u
∂y

+
∂y

∂v
· ∂v
∂y
,

0 =
∂x

∂y
=
∂x

∂u
· ∂u
∂y

+
∂x

∂v
· ∂v
∂y
, 0 =

∂y

∂x
=
∂y

∂u
· ∂u
∂x

+
∂y

∂v
· ∂v
∂x
.

Èç ïîñëåäíèõ âûêëàäîê è ðàâåíñòâà (3.1) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü äî-
êàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ.I

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ôóíêöèè x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v) è ñóùåñòâó-
þùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû íà çàìû-
êàíèè îáëàñòè D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D è áèåêòèâíî (ϕ è
ψ) îòîáðàæàþò îáëàñòü D íà îáëàñòü G, à ãðàíèöó ∂D íà êóñî÷íî-

ãëàäêóþ ãðàíèöó ∂G. ßêîáèàí I = D(x,y)
D(u,v) 6= 0. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y)

íåïðåðûâíà íà G èëè îãðàíè÷åíà íà G è íåïðåðûâíà íà G çà èñêëþ-
÷åíèåì, ìîæåò áûòü, ìíîæåñòâà òî÷åê ìåðû íóëü (ïëîùàäè íóëü),
òî ∫∫

G

f(x, y)dxdy =

∫∫
D

f (ϕ(u, v), ψ(u, v)) |I| dudv. (3.2)
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J Áåð¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τG îáëàñòè G íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ
îáëàñòåé Gk, k = 1, n (áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê), ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû
èç m, m ∈ N, êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ Li, i = 1,m.

Â îáëàñòè G îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆SGk ýëåìåíò ïëîùàäè. Áåð¼ì ëþáóþ
òî÷êó Mk(xk, yk) ∈ Gk è ñîñòàâëÿåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

στG =
n∑
k=1

f (xk, yk) ∆SGk. (3.3)

Ïî ôîðìóëå (2.10) íàõîäèì

∆SGk =

∫∫
Dk

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ dudv, (3.4)

ãäå Dk � îáðàç Gk ïðè îòîáðàæåíèè u = ϕ−1(x, y), v = ψ−1(x, y) (îáðàò-
íîì äëÿ îòîáðàæåíèÿ x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v)).

ßêîáèàí I(u, v) = D(x,y)
D(u,v) åñòü ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íàD. Ïî òåîðåìå

î ñðåäíåì (èç (3.4)) ïîëó÷èì:

∆SGk = |I(uk, vk)|∆SDk
, (3.5)

ãäå ∆SGk � ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Dk. Â ñèëó ïðîèçâîëà âûáîðà
òî÷åê (xk, yk) ∈ Gk ïîëîæåíèå xk = ϕ (uk, vk), yk = ψ (uk, vk).
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Ïîëó÷èì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

στD =
n∑
k=1

f (ϕ (uk, vk) , ψ (uk, vk)) |I (uk, vk)|∆SDk
. (3.6)

Ýòî èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ èíòåãðàëà∫∫
D

f (ϕ (u, v) , ψ (u, vk)) |I (u, v)| dudv. (3.7)

Èíòåãðàë (3.7) ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èëè
íåïðåðûâíà íà D è ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà íà D èìååò ìåðó íóëü
(ïëîùàäü ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ áóäåò ïðè λτDk → 0 è λτGk → 0. Òîãäà

lim
λτG→0

στG =

∫∫
G

f (x, y) dxdy = lim
λτD→0

στD =

=

∫∫
D

f (ϕ (u, v) , ψ (u, v)) |I (u, v)| dudv. I

3.2. ßêîáèàí â ïîëÿðíûõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

×àùå âñåãî íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûå ïîëÿðíûå êî-
îðäèíàòû, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè ñ ïîìîùüþ
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ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé{
x = r cosϕ,
y = r sinϕ,

(3.8)

ãäå r ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π.

Êîîðäèíàòíûìè êðèâîëèíåéíûìè îðòîãîíàëüíûìè ëèíèÿìè íà ïëîñ-
êîñòè â ýòîì ñëó÷àå áóäóò êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì r = r0 = const (ïðè r = 0 îêðóæíîñòè âû-
ðîæäàþòñÿ â òî÷êó), à òàêæå ëó÷è ϕ = ϕ0 = const, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà
êîîðäèíàò. Ôóíêöèè (3.8) îòîáðàæàþò ïîëóïîëîñó r ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π äå-
êàðòîâîé ïëîñêîñòè rOϕ íà âñþ ïëîñêîñòü xOy. Ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü,

÷òî áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ íàðóøàåòñÿ ïðè

{
r = 0,
0 ≤ ϕ < 2π

(òî÷êè

óêàçàííîãî ïîëóèíòåðâàëà îòîáðàæàþòñÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò).

Èñêëþ÷èì â ïëîñêîñòè xOy íà÷àëî êîîðäèíàò, ïîëó÷èì îáðàòíûå

îòîáðàæåíèÿ ïðîêîëîòîé ïëîñêîñòè xOy íà ïîëóïîëîñó

{
r > 0,
0 ≤ ϕ < 2π

.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå áóäåò íåïðåðûâíî âåçäå, êðîìå ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè Ox. Åñëè y → −0, x > 0, òî ϕ → 2π, ïðè y → +0, x > 0
áóäåò ϕ → 0, íî äëÿ y = 0 è x > 0 áóäåò ϕ = 0. Âûâîä: ôîðìó-

ëû

{
x = r cosϕ,
y = r sinϕ

, óñòàíàâëèâàþò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ïîëóïîëîñû
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{
r > 0,
0 ≤ ϕ < 2π

íà ïðîêîëîòóþ â íà÷àëå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòü xOy,

ïðè÷åì ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî âåçäå, êðîìå òåõ òî÷åê, â êîòîðûõ
r = 0 èëè ϕ = 0.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëàìè r =
√
x2 + y2

è

ϕ =


arcctgxy , y > 0, ∀x ∈ R;

0, x > 0, y = 0;
π, x < 0, y > 0;
π + arcctgxy , y < 0, ∀x ∈ R.

(3.9)

Íàéäåì ßêîáèàí óêàçàííîãî îòîáðàæåíèÿ (3.8)

D(x, y)

D(r, ϕ)
=

∣∣∣∣∣ ∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ = r,

ïðè÷¼ì r 6= 0 (r > 0) âåçäå, êðîìå òî÷êè x = y = 0.

Ïðèìåð 3.1. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

I =

∫∫
G

√
4− x2 − y2dxdy,

ãäå G � âíóòðåííîñòü êðèâîé x2 − 2x+ 1 + y2 = 1.
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Ðèñóíîê 3.1

I Íà ðèñóíêå 3.1 ïîêàæåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.

x2 − 2x+ 1 + y2 = 1, (x− 1)2 + y2 = 1.

Ïåðåõîäèì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ:

r2 = 2r cosϕ, r = 2 cosϕ, −π
2
≤ ϕ ≤ π

2
, I =

∫∫
G

√
4− r2rdrdϕ.

Òàê êàê îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè Ox,
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à ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îáåèõ êîîðäè-
íàòíûõ îñåé, òî

I = 2

∫∫
G1

√
4− r2rdrdϕ = −

π
2∫

0

dϕ

2 cosϕ∫
0

(
u− r2

) 1
2 d
(
u− r2

)
=

= −

π
2∫

0

(
4− r2

) 3
2

3
2

∣∣∣∣∣∣∣
2 cosϕ

0

dϕ = −2

3

π
2∫

0

((
4− 4 cos2 ϕ

) 3
2 − 4

3
2

)
dϕ =

= −2

3

8

π
2∫

0

sin3 ϕdϕ− 8 · π
2

 = −16

3

−
π
2∫

0

(
1− cos2 ϕ

)
d cosϕ− π

2

 =

= −16

3

(
− cosϕ|

π
2
0 + cos3 ϕ

3

∣∣∣π2
0
− π

2

)
= −16

3

(
1− 1

3
− π

2

)
=

8

3
π − 32

9
.

Îòâåò: I = 8
3π −

32
9 .I

3.3. Ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî
èíòåãðàëà

Èç çàäà÷è îá îáúåìå êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà, ïðèâîäÿùåé ê ïîíÿ-
òèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà, ñëåäóåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äâîéíîãî èíòå-
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ãðàëà. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äâîéíîé èíòåãðàë∫∫
G

f (x, y) dxdy (3.10)

åñòü îáúåì êðèâîëèíåéíîãî öèëèíäðà, ó êîòîðîãî íèæíåå îñíîâàíèå åñòü
G � çàìûêàíèå îáëàñòèG ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G. Ñáîêó óêàçàí-
íîå òåëî îãðàíè÷åíî öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ íàïðàâëÿþùåé ∂G
è îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz. Âåðõíåå îñíîâàíèå öèëèíäðà
åñòü ãðàôèê ôóíêöèè f (x, y), îïðåäåëåííûé íà G, ïðè÷åì óêàçàííàÿ
ïîâåðõíîñòü (ãðàôèê f (x, y)) êóñî÷íî-ãëàäêàÿ.

Çàìå÷àíèå 3.2. Åñëè â ôîðìóëå (3.10) f (x, y) = 1, òî ñ ãåîìåòðè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ∫∫

G

dxdy (3.11)

åñòü ïëîùàäü óêàçàííîé îáëàñòè G.

Ïðèìåð 3.2. Íàéòè îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè

x+ 1 = z2, x− 1 = −z2, y = 0, y = z2 + x2.

J Íàøå òåëî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Oy (îíî ðàñïîëîæåíî
â ïåðâîì, âòîðîì, ïÿòîì è øåñòîì îêòàíòàõ). Íàõîäèì îáúåì òåëà è
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óìíîæàåì ïîëó÷åííîå ÷èñëî íà 4, ïîëó÷èì îáúåì âñåãî òåëà. AmB �
êðèâàÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé y = x2 + z2 è x−1 = −z2; AnB � äóãà

îêðóæíîñòè

{
y = 1,
y = x2 + z2 â ïåðâîì îêòàíòå (ðèñóíîê 3.2).

V = 4

∫∫
G1

(
z2 + x2

)
dxdz =

[
x− 1 = −z2, z2 = 1− x,
z =
√

1− x, z ≥ 0

]
=

= 4

1∫
0

dx

√
1−x∫

0

(
z2 + x2

)
dz = 4

1∫
0

(
z3

3

∣∣∣∣
√

1−x

0

+ x2z
∣∣√1−x
0

)
dx =

= 4

1∫
0

1

3

√
(1− x)3dx+ 4

1∫
0

x2
√

1− xdx =

= −4

3
· (1− x)

5
2

5
2

∣∣∣∣∣
1

0

+ 4

 √1− x = t,
tí = 1,
tâ = 0

∣∣∣∣∣∣
1− x = t2,
x = 1− t2,
dx = −2tdt

 =

=
8

15
+ 4

0∫
1

(
1− t2

)2
t (−2t) dt =

8

15
− 4

1∫
0

(
1− 2t2 + t4

) (
−2t2

)
dt =
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x+ 1 = z2

x− 1 = −z2

y = x2 + z2

Ðèñóíîê 3.2



59

=
8

15
+ 8

1∫
0

(
t2 − 2t4 + t6

)
dt =

8

15
+ 8

(
t3

3

∣∣∣∣0
1

− 2
t5

5

∣∣∣∣1
0

+
t7

7

∣∣∣∣1
0

)
=

=
8

15
+

8

3
− 16

5
+

8

7
=

8 + 40− 48

15
+

8

7
=

8

7
(êóá. åä.) .

Îòâåò: V = 8
7 (êóá. åä.).I

Ïðèìåð 3.3. Ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà âû÷èñëèòü â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâîé(

x2 + y2
)2

= a2
(
3x2 + 2y2

)
, a > 0.

J Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå êðèâîé, èñïîëüçóÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû{
x = r cosϕ,
y = r sinϕ.

Ïîëó÷èì:

r4 = a2r2
(
3 cos2 ϕ+ 2 sin2 ϕ

)
; r2 = a2

(
cos2 ϕ+ 2

)
; r = a

√
cos2 ϕ+ 2.

Ïîñòðîèì ýñêèç íàøåé êðèâîé (ðèñóíîê 3.3).

ϕ 0 π
2 π 3

2π 2π

r
√

3a
√

2a
√

3a
√

2a
√

3a
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Ðèñóíîê 3.3
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Âû÷èñëÿåì ïëîùàäü íàøåé ïëîñêîé ôèãóðû.

S = 4

∫∫
G1

dxdy = 4

∫∫
D1

rdrdϕ = 4

π
2∫

0

dϕ

a
√

cos2 ϕ+2∫
0

rdr =

= 4

π
2∫

0

r2

2

∣∣∣∣a
√

cos2 ϕ

0

dϕ = 2

π
2∫

0

a2
(
cos2 ϕ+ 2

)
dϕ =

= 2a2


π
2∫

0

1 + cos 2ϕ

2
dϕ+ 2

π
2∫

0

dϕ

 =

= 2a2

(
1

2
· π

2
+ 2 · π

2

)
= a2π

5

2
=

5a2π

2
(êâ.åä.) .

Îòâåò: S = 5a2π
2 (êâ.åä.).I

Äàëåå ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî èí-
òåãðàëà.

Èç çàäà÷è î ìàññå ìàòåðèàëüíîé ïëîñêîé íåîäíîðîäíîé ôèãóðû (ïëà-
ñòèíêè) G ñëåäóåò, ÷òî ýòà ìàññà âû÷èñëÿåò ïî ôîðìóëå

mG =

∫∫
G

ρ (x, y) dxdy, (3.12)



62

ãäå îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G. Ôóíêöèÿ ρ (x, y) (ïðåä-
ïîëîæèì) íåïðåðûâíà íà G = G

⋃
∂G (â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë (3.12)

áóäåò ñóùåñòâîâàòü. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè � ýòî ïëîòíîñòü, ñ êî-
òîðîé ðàñïðåäåëåíà â G ìàññà (â îáùåì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî
ρ (x, y) 6= const).

Ïðèìåð 3.4. Ïëîñêîå êîëüöî îãðàíè÷åíî äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè
îêðóæíîñòÿìè, ðàäèóñû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 1 è 3. Çíàÿ, ÷òî
ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ îò öåíòðà îêðóæíî-
ñòè, íàéòè ìàññó êîëüöà, åñëè ïëîòíîñòè íà îêðóæíîñòè âíóòðåííåãî
êðóãà ðàâíà åäèíèöå.

J Ââåäåì äåêàðòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå êîëüöà
(ðèñóíîê 3.4).

Âû÷èñëèì ìàññó êîëüöà ïî ôîðìóëå

m =

∫∫
G

ρ (x, y) dxdy.

Ó íàñ ïëîòíîñòü ρ (x, y) = k
√
x2 + y2.

m =

∫∫
G

k
√
x2 + y2dxdy = k

∫∫
D

r2drdϕ = 4k

π
2∫

0

dϕ

3∫
1

r2dr =
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Ðèñóíîê 3.4

= 4k
π

2
· r

3

3

∣∣∣∣ 3
1

= k
2

3
π
(
33 − 13

)
=

52

3
πk (åä. ìàññû) .

Âîñïîëüçóåìñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.Äëèíà åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè C = 2π · 1 = 2π. Ìàññà åå mc = 2π · 1 = 2π � ñ îäíîé ñòîðîíû,
à ñ äðóãîé ñòîðîíû mc = 2π · k · 1 = 2πk. Èç ðàâåíñòâà 2πk = 2π íàõî-
äèì, ÷òî k = 1.

Îòâåò: m = 52
3 π (åä. ìàññû).I
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3.4. Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû

Çíàåì, ÷òî ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì òî÷êè ìàññû m îòíîñèòåëüíî îñè
l íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ìàññû m íà ðàññòîÿíèå d òî÷êè äî îñè l.

Ml = md. (3.13)

Íàéäåì ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè G (îáëàñòü G
ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G) îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ýëå-
ìåíò ìàññû ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè G � ýòî dm = ρ(x, y)dxdy. Òîãäà
ýëåìåíòû ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ýòîé ïëàñòèíêè áóäóò:

à) dMOx = yρ(x, y)dxdy � ýëåìåíò ñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà ïëàñòèíêè
îòíîñèòåëüíî îñè Ox;

á) dMOy = xρ(x, y)dxdy � ýëåìåíò ñòàòè÷åñêîãî ìîìåíòà ïëàñòèíêè
îòíîñèòåëüíî îñè Oy.

Òîãäà óêàçàííûå ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìó-
ëàì:

MOy =

∫∫
G

xρ(x, y)dxdy (3.14)

è

MOx =

∫∫
G

yρ(x, y)dxdy. (3.15)
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Ïðèìåð 3.5. Íàéòè ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò êðóãà ðàäèóñà R îòíîñè-
òåëüíî åãî êàñàòåëüíîé (ρ(x, y) = 1).

J Ïîìåñòèì êðóã â êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû êàñàòåëü-
íàÿ ñîâïàäàëà ñ îñüþ Ox, òî÷êà êàñàíèÿ � íà÷àëî êîîðäèíàò (êðóã � â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ðèñóíîê 3.5).

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè: x2 + (y −R)2 = R2 èëè (â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò).

x2 + y2 − 2yR +R2 = R2, r2 = 2rR sinϕ, r = 2R sinϕ.

Ïî ôîðìóëå (3.15) íàõîäèì ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò, ñ÷èòàÿ ρ (x, y) = 1.

MOx =

∫∫
G

ydxdy =

∫∫
D

r sinϕ · rdrdϕ =

=

π∫
0

sinϕdϕ

2R sinϕ∫
0

r2dr =

π∫
0

sinϕ · r
3

3

∣∣∣∣2R sinϕ

0

dϕ =

=
1

3

π∫
0

sinϕ · 8R3 sin3 ϕdϕ =
8R3

3

π∫
0

(sin2 ϕ)2dϕ =
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Ðèñóíîê 3.5

=
8R3

3

π∫
0

(
1− cos 2ϕ

2

)2

dϕ =
8R3

3
·1
4

π∫
0

(
1− 2 cos 2ϕ+

1 + cos 4ϕ

2

)
dϕ =

=
2R3

2
· 3

2
π = πR3.

Îòâåò: MOx = πR3.I



67

ËÅÊÖÈß 4

Ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî
èíòåãðàëà. Òðîéíîé èíòåãðàë

4.1. Êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè

Îïðåäåëåíèå 4.1. Öåíòðîì òÿæåñòè ïëîñêîé êâàäðèðóåìîé ìà-
òåðèàëüíîé ïëàñòèíêè G (G � êâàäðèðóåìà, åñëè, íàïðèìåð, ∂G �
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà M0 (xc, yc) ∈ R2, ÷òî åñëè
â ýòîé òî÷êå ñîñðåäîòî÷èòü âñþ ìàññó ïëàñòèíêè G, òî ñòàòè÷å-
ñêèå ìîìåíòû ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé áóäóò
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòàì ïëàñòèíêè G îòíî-
ñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé.

Èç îïðåäåëåíèÿ 4.1 ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò
öåíòðà òÿæåñòè ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè G

mG · yc = M0x è mG · xc = M0y,

xc =
M0y

mG
, yc =

M0x

mG
. (4.1)

Ïðèìåð 4.1. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëà-
ñòèíêè G (ρ = 1) ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G, èìåþùåé ôîðìó êðó-
ãîâîãî ñåêòîðà ñ öåíòðàëüíûì óãëîì α è ðàäèóñîì R.
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J Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (4.1). Ìàññà ñåêòîðà ïðè (ρ = 1) áóäåò
÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè ñåêòîðà. Òîãäà mG = α

2R
2.

Íàõîäèì ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ïî ôîðìóëàì (3.14) è (3.15).

M0x =

∫∫
G

ydxdy =

∫∫
D

r sinϕ · rdrdϕ =

α∫
0

sinϕdϕ

R∫
0

r2dr =

= − cosϕ|α0 ·
r3

3

∣∣∣∣R
0

= − (cosα− 1) · R
3

3
=

1− cosα

3
R3;

Moy =

∫∫
G

xdxdy =

∫∫
D

r cosϕ · rdrdϕ =

=

α∫
0

cosϕdϕ

R∫
0

r2dr = sinϕ|α0 ·
r3

3

∣∣∣∣R
0

=
sinα

3
R3.

Äàëüøå íàõîäèì êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ:

xc =
sinα

3 R3

α
2R

2
=

2R sinα

3α
;

yc =
1−cosα

3 R3

α
2R

2
=

2R (1− cosα)

3α
.
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Ïîëó÷èëè öåíòð òÿæåñòè óêàçàííîãî ñåêòîðà:

M0 (xc, yc) = M0

(
2R sinα

3α
,

2R (1− cosα)

3α

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð òÿæåñòè (òî÷êà M0) ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà
α. Íàéäåì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M0 äî âåðøèíû ñåêòîðà (íà÷àëî êîîð-
äèíàò):

d (O,M0) =

√
4

9α2

(
2 sin

α

2
· cos

α

2

)2

R2 +
16

9α2
sin4 α

2
R2 =

4R

3α
sin

α

2
.

Îòâåò: M0 (xc, yc) = M0

(
2R sinα

3α , 2R(1−cosα)
3α

)
.I

4.2. Ìîìåíò èíåðöèè ïëîñêîé ìàòåðèàëüíîé êâàäðèðóåìîé
ïëàñòèíêè

Ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m îòíîñèòåëüíî îñè l �
ýòî ïðîèçâåäåíèå ìàññû m íà êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ d äî îñè l.

Èñõîäÿ èç óêàçàííîãî îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåíÿÿ ìåòîä èíòåãðàëà ïðè
ðåøåíèè çàäà÷, áóäåì èìåòü:

à) dIOx = y2ρ (x, y) dxdy � ýòî ýëåìåíò ìîìåíòà èíåðöèè ìàòåðèàëü-
íîé ïëàñòèíêè G îòíîñèòåëüíî îñè Ox (ρ (x, y) � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëü-
íîé ïëàñòèíêè G);
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á) dIOy = x2ρ (x, y) dxdy � ýòî ýëåìåíò ìîìåíòà èíåðöèè ïëàñòèíêè G
îòíîñèòåëüíî îñè Oy;

â) dIO(0,0)
=
(
x2 + y2

)
ρ (x, y) dxdy � ýòî ýëåìåíò ìîìåíòà èíåðöèè ïëà-

ñòèíêè G îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Òîãäà èç óêàçàííîãî âûøå ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ìîìåíòîâ èíåðöèè

IOx =

∫∫
G

y2ρ (x, y) dxdy, (4.2)

IOy =

∫∫
G

x2ρ (x, y) dxdy, (4.3)

IO(0,0)
=

∫∫
G

(
x2 + y2

)
ρ (x, y) dxdy. (4.4)

Ïðèìåð 4.2. Íàéòè ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò
îäíîðîäíîé ïëàñòèíêè ïëîòíîñòè ρ0, îãðàíè÷åííóþ ëèíèÿìè

x2 + y2 = 9, x+ y = 0, x− y = 0 (x ≥ 0) .

J Ïîñòðîèì ðèñóíîê (ðèñóíîê 4.1) íàøåé ïëàñòèíêè â ñèñòåìå êîîð-
äèíàò xOy G = G1

⋃
G2
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Ðèñóíîê 4.1

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî ìîìåíòà èíåðöèè èñïîëüçóåì ôîðìóëó
(4.4)

IO =

∫∫
G

(
x2 + y2

)
ρ0dxdy = 2

∫∫
G1

(
x2 + y2

)
ρ0dxdy =

= 2ρ0

∫∫
D1

r2 · rdrdϕ = 2ρ0

π
4∫

0

dϕ

3∫
0

r3dr = 2ρ0 ·
π

4
· r

4

4

∣∣∣∣3
0

=
34ρ0π

8
.

Ïðè âû÷èñëåíèè äâîéíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áûëà ó÷òåíà ñèììåòðèÿ
îòíîñèòåëüíî îñè Ox êàê îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê è ïîäûíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè.
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Îòâåò: IO = 34ρ0π
8 . I

4.3. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

4.3.1. Ïëîùàäü ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè (ãðàôèêà ôóíêöèè
z = f (x, y))

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f (x, y) îïðåäåëåíà íà çàìûêàíèè G îáëàñòè G ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G. Ñàìà ôóíêöèÿ f(x, y) è ñóùåñòâóþùèå
åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f

∂x è ∂f
∂y íåïðåðûâíûå íà G. Â ýòîì ñëó÷àå ïî-

âåðõíîñòü S � ãðàôèê ôóíêöèè f(x, y) áóäåò ãëàäêîé. Ãåîìåòðè÷åñêè
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè S ìîæíî ïðîâåñòè êà-
ñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, è ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè S ê
äðóãîé êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî.

Âîçüì¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τG, íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk,
k = 1, n, ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m, m ∈ N, êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ (îá-
ëàñòè Gk íå äîëæíû âçàèìíî èìåòü îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê). Ïðîèç-
âîëüíî âûáèðàåì òî÷êèMk (x, y) ∈ Gk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λτ = max {dk} ,
ãäå dk = sup

M ′kM
′′
k∈Gk
{d (M ′

k,M
′′
k )} � äèàìåòð ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk.

Ñòðîèì ÷àñòè÷íûå öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ñ íàïðàâëÿþùèìè
∂Gk è îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz.

Òî÷êàì Mk (xk, yk) ∈ Gk ñîîòâåòñòâóþùåé íà ïîâåðõíîñòè S òî÷êè
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Mk (xk,yk,zk) , ãäå zk = f (xk, yk) = f (Mk) . ×åðåç òî÷êè Mk ïðîâîäèì
êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè S. Óêàçàííûå âûøå ÷àñòè÷íûå
öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè âûðåçàþò ñîîòâåòñòâåííî â êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòÿõ îãðàíè÷åííûå ÷àñòè÷íûå ïëîñêèå ôèãóðû Dk (êâàäðèðóå-
ìûå). Ñîñòàâëÿåì ñóììó

DτG =
n∑
k=1

SDk
, (4.5)

ãäå SDk
� ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé ïëîñêîé ôèãóðû Dk.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
λτ→0

Dτ
G
, (4.6)

íå çàâèñÿùèé êàê îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ τG, òàê è îò âûáîðà òî÷åê
Mk (xk, yk) ∈ Gk, òî îí íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S.

4.3.2. Âûâîä ôîðìóëû ïëîùàäè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè

Äëÿ êàæäîé òî÷êèMk (xk, yk,zk) ðàññìîòðèì íîðìàëü ~nk ê ïîâåðõíî-
ñòè S. Ñ îñüþ Oz ýòè ÷àñòè÷íûå íîðìàëè áóäóò èìåòü íàïðàâëÿþùèå
êîñèíóñû

cos
∧

(~nk, Oz) =
1√

1 + f
′2
kx (Mk) + f

′2
ky (Mk)

.
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À òîãäà

SDk
= SGk :

1√
1 + f

′2
kx (Mk) + f

′2
ky (Mk)

. (4.7)

Ïîäñòàâëÿåì (4.7) â (4.5) è ïîëó÷èì

DτG =
n∑
k=1

√
1 + f

′2
kx (Mk) + f

′2
ky (Mk)SGk, (4.8)

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü (4.8) åñòü èíòåãðàëüíàÿ ñóììà Ðèìàíà äëÿ äâîéíîãî
èíòåãðàëà ∫∫

G

√
1 + f ′2x (x, y) + f ′2y (x, y)dxdy. (4.9)

Äâîéíîé èíòåãðàë (4.9) ñóùåñòâóåò, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ íåïðåðûâíà íà G. Ïîëó÷èì:

lim
λτ→0

DτG =

∫∫
G

√
1 + f ′2x (x, y) + f ′2y (x, y)dxdy. (4.10)

Ôîðìóëà (4.9) ñëóæèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè
S � ãðàôèêà ôóíêöèè z = f (x, y).

Çàìå÷àíèå 4.1. Åñëè ïîâåðõíîñòè çàäàíû ôóíêöèÿìè x = F (y, z)
èëè y = Φ (x, z) ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ óêàçàííûõ âûøå
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äëÿ ôóíêöèè z = f (x, y), òî ïëîùàäè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé âû÷èñëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ∫∫

H

√
1 + F ′2y (y, z) + F ′2z (y, z)dydz (4.11)

è ∫∫
∆

√
1 + Φ′2x (x, z) + Φ′2z (x, z)dxdz. (4.12)

Ïðèìåð 4.3. Íàéòè ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè z =
√
x2 + y2, åñëè

x2 + y2 ≤ 2ax.

J Ñòðîèì ðèñóíîê 4.2

x2 + y2 − 2ax+ a2 = a2, (x− a)2 + y2 = a2, G = G1

⋃
G2.

z′x =
x√

x2 + y2
, z′y =

y√
x2 + y2

.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: S = S1

⋃
S2 � ïîâåðõíîñòü, |S| = |S1| + |S2| �

ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

|S| =
∫∫
G

√
1 +

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
dxdy =

∫∫
G

√
2dxdy =

√
2πa2 (êâ. åä.).

Îòâåò: S =
√

2πa2 (êâ. åä.).I



76

Ðèñóíîê 4.2
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4.4. Òðîéíîé èíòåãðàë

4.4.1. Çàäà÷à, ïðèâîäÿùàÿ ê ïîíÿòèþ òðîéíîãî èíòåãðàëà

Çàäà÷à 4.1. Î ìàññå ìàòåðèàëüíîãî êóáèðóåìîãî òåëà.

J Ïóñòü äàíî êóáèðóåìîå ìàòåðèàëüíîå òåëî Ω ñ êâàäðèðóåìîé ïî-
âåðõíîñòüþ ∂Ω, íàïðèìåð, êóñî÷íî-ãëàäêîé. Ïëîòíîñòü òåëà
u = ρ (x, y, z). Íåîáõîäèìî äàòü ïîíÿòèå ìàññû óêàçàííîãî òåëà è óêà-
çàòü ìåòîä åå âû÷èñëåíèÿ.

Åñëè ïëîòíîñòü ρ (x, y, z) = ρ0 = const, òî ìàññà òåëà

mΩ = ρ0VΩ, (4.13)

ãäå VΩ � îáúåì òåëà.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî íåîäíîðîäíîå, òî åñòü

ρ (x, y, z) 6= const.

Âîçüì¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τΩ òåëà Ω íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ òåë
Ωk, k = 1, n, áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m,
m ∈ N, ÷àñòè÷íûõ êâàäðèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé Si, i = 1,m. Ïðîèçâîëü-
íî âûáèðàåì òî÷êè Mk (xk, yk, zk) ∈ Ωk. Ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê
M (x, y, z) ∈ Ωk ïëîòíîñòü áóäåò ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ρk = ρ (Mk).
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Òîãäà ÷àñòè÷íàÿ ìàññà (ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè) ìàòåðèàëüíîãî
÷àñòè÷íîãî òåëà Ωk áóäåò

mΩk = ρk · VΩk. (4.14)

À ìàññà âñåãî òåëà Ω áóäåò

mΩ = στ (ρ,Mk) =
n∑
k=1

ρkVΩk. (4.15)

×åðåç λτ îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíûé èç äèàìåòðîâ dk, k = 1, n, ÷àñòè÷-
íûõ òåë Ωk

dk = sup
M ′k,M

′′
k∈Ωk

{d (M ′
k,M

′′
k )} . (4.16)

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
λτ→0

στ (ρ,Mk) (4.17)

è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ τΩ è âûáîðà òî÷åê Mk ∈ Ωk, òî
îí íàçûâàåòñÿ ìàññîé ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω.I

Çàìå÷àíèå 4.2. Ìîæíî ïðèâåñòè è äðóãèå çàäà÷è, ìåòîäû ðåøåíèÿ
êîòîðûõ àíàëîãè÷íû ìåòîäó ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàïðèìåð,
çàäà÷à î ìîìåíòå èíåðöèè ìàòåðèàëüíîãî òåëà, çàäà÷à î ïðèòÿæåíèè
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè òåëîì è äðóãèå çàäà÷è (ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ
èç ýòèõ çàäà÷ áóäóò ïîêàçàíû íèæå).
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4.4.2. Ïîíÿòèå òðîéíîãî èíòåãðàëà

Îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íî ïî-
âòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå, ÷òî è â ýòîé çàäà÷å, ìû ïðèõîäèì ê
ïîíÿòèþ òðîéíîãî èíòåãðàëà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f (x, y, z) îïðåäåëåíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè
Ω ⊂ R3 ñ êâàäðèðóåìîé ãðàíèöåé ∂Ω, íàïðèìåð, êóñî÷íî-ãëàäêîé.

Âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå τΩ îáëàñòè Ω íà n, n ∈ N ÷àñòåé, áåç îáùèõ
âíóòðåííèõ òî÷åê, ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç m, m ∈ N, êâàäðèðóåìûõ
ïîâåðõíîñòåé Si, i = 1,m. Ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì òî÷êè Mk (xk, yk, zk)
èç Ωk = Ωk

⋃
∂Ωk. Ñîñòàâëÿåì èíòåãðàëüíûå ñóììû Ðèìàíà

στ (f,Mk) = στ =
n∑
k=1

f (Mk) ∆Vk, (4.18)

ãäå ∆Vk � îáúåì ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Ωk.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λτ = max

k
{dk}, ãäå dk � äèàìåòð ÷àñòè÷íîé îáëàñòè

Ωk.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
λτ→0

στ , (4.19)

è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò êàê îò ðàçáèåíèÿ τΩ, òàê è îò âûáîðà òî-
÷åê Mk ∈ Ωk, k = 1, n, òî îí íàçûâàåòñÿ òðîéíûì èíòåãðàëîì
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ôóíêöèè f (x, y, z) ïî îáëàñòè Ω. Òðîéíîé èíòåãðàë îáîçíà÷àåòñÿ

I =

∫∫∫
Ω

f (x, y, z) dxdydz, (4.20)

ãäå f (x, y, z) � ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, f (x, y, z) dxdydz � ïîäûí-
òåãðàëüíîå âûðàæåíèå, Ω � îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïî Êîøè ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà (4.20), òî åñòü ïðåäåëà (4.19),
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τΩ ∀τ < δ ∀Mk (xk, yk, zk) ∈ Ωk |στ − I| < ε.

Çàìå÷àíèå 4.3. Àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà, äëÿ
òðîéíîãî ñïðàâåäëèâî íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè: åñëè ôóíê-
öèÿ f (x, y, z) èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòè Ω, òî îíà îãðàíè÷åíà íà çàìû-
êàíèè ýòîé îáëàñòè, òî åñòü íà Ω = Ω

⋃
∂Ω.

Äàëüøå ñòðîèì ñóììû Äàðáó: Sτ =
n∑
k=1

Mk∆Vk � âåðõíÿÿ ñóììà

Äàðáó, ãäå Mk = sup
(x,y,z)∈Ωk

f (x, y, z) è ∆Vk � îáúåì îáëàñòè Ωk;

sτ =
n∑
k=1

mk∆Vk � íèæíÿÿ ñóììà Äàðáó, ãäå mk = inf f
(x,y,z)∈Ωk

(x, y, z) .

Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ñóìì Äàðáó (àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ äâîéíîãî èí-
òåãðàëà). Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî âåðõíèõ ñóìì Äàð-
áó îãðàíè÷åíî ñíèçó, à íèæíèõ � ñâåðõó ïî âñåì ðàçáèåíèåì τG è âûáîðå
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òî÷åê Mk (xk, yk, zk) ∈ Ωk. Â ýòîì ñëó÷àå: I∗ = inf
τΩ, Mk∈Ωk

{Sτ} íàçûâà-
åòñÿ âåðõíèì èíòåãðàëîì Äàðáó, à I∗ = inf

τΩ, Mk∈Ωk
{sτ} � íèæíèì

èíòåãðàëîì Äàðáó.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå êðèòåðèè èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé.

Òåîðåìà 4.1. Èíòåãðàë
∫∫∫

Ω

f (x, y, z) dxdydz ñóùåñòâóåò òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
λτ→0

(Sτ − sτ) = 0.

Òåîðåìà 4.2 (êðèòåðèé Äàðáó). Èíòåãðàë∫∫∫
Ω

f (x, y, z) dxdydz

ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I∗ = I∗ = I.

Òåîðåìà 4.3 (êðèòåðèè Ðèìàíà). Èíòåãðàë
∫∫∫

Ω

f (x, y, z) dxdydz

ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
τΩ, ÷òî SτΩ − sτΩ < ε.

Çàìå÷àíèå 4.4. Èñïîëüçóÿ âûøå ñôîðìóëèðîâàííûå êðèòåðèè, ìîæ-
íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 4.4. Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå (çàìêíóòîì
îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå), òî îíà èíòåãðèðóåìà íà ýòîì êîìïàêòå.

Òåîðåìà 4.5. Åñëè ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà êîìïàêòå è íåïðåðûâíà
íà íåì âñþäó, êðîìå ìíîæåñòâà òî÷åê ìåðû (îáúåìà) íóëü, òî ôóíê-
öèÿ èíòåãðèðóåìà íà ýòîì êîìïàêòå.

4.4.3. Ñâîéñòâà òðîéíûõ èíòåãðàëîâ

1) (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè). Ïóñòü ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû∫∫∫
Ω

f (x, y, z) dxdydz è

∫∫∫
Ω

g (x, y, z) dxdydz,

ãäå Ω � îáëàñòü èç R3 ñ êâàäðèðóåìîé ãðàíèöåé, è α, β � ëþáûå äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà, òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ôóíêöèè

ϕ (x, y, z) = αf (x, y, z) + βg (x, y, z)

ïî îáëàñòè Ω è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫∫∫
Ω

ϕ (x, y, z) dxdydz =

= α

∫∫∫
Ω

f (x, y, z) dxdydz + β

∫∫∫
Ω

g (x, y, z) dxdydz. (4.21)
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2) (ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè). Ïóñòü îáëàñòü Ω = Ω1

⋃
Ω2, ãäå îá-

ëàñòè Ω1 è Ω2 íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, à ãðàíèöû îáëàñòåé
êóñî÷íî-ãëàäêèå. Åñëè ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû∫∫∫

Ω1

f (x, y, z) dxdydz è

∫∫∫
Ω2

f (x, y, z) dxdydz,

òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
∫∫∫

Ω

f (x, y, z) dxdydz è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∫∫∫
G

f (x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
G1

f (x, y, z) dxdydz+

∫∫∫
G2

f (x, y, z) dxdydz.

(4.22)

3) (ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè). Åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê îáëàñòè Ω ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f (x, y, z) ≤ g (x, y, z)

è îáå ôóíêöèè f (x, y, z) è g (x, y, z) èíòåãðèðóåìû ïî îáëàñòè Ω, òî
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫∫∫

Ω

f (x, y, z) dxdydz ≤
∫∫∫

Ω

g (x, y, z) dxdydz. (4.23)
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4) (îöåíêà èíòåãðàëà ïî ìîäóëþ). Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f (x, y, z)
èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω. Òîãäà èí-
òåãðèðóåìà ïî îáëàñòè G è ôóíêöèÿ |f (x, y, z)| è ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣∣

∫∫∫
Ω

f (x, y, z) dxdydz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫∫

Ω

|f (x, y, z)| dxdydz. (4.24)

5) (òåîðåìà î ñðåäíåì.) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) èíòåãðèðóåìà ïî
îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω è m = inf

(x,y,z)∈Ω
f(x, y, z), à

M = sup
(x,y,z)∈Ω

f(x, y, z).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz = µ · VΩ, (4.25)

ãäå µ � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç îòðåçêà [m,M ] è VΩ � îáúåì îáëàñòè Ω.

Ñëåäñòâèå 4.1. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèÿì òåîðåìû î ñðåäíåì
ôóíêöèÿ f(x, y, z) íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå Ω, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà

M0(x0, y0, z0) ∈ Ω, ÷òî

∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz = f(M0)VΩ. (4.26)



85

ËÅÊÖÈß 5

Âû÷èñëåíèå òðîéíûõ èíòåãðàëîâ. Êðèâîëèíåéíûå
êîîðäèíàòû. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå

5.1. Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ òðîéíûõ èíòåãðàëîâ

5.1.1. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïàðàëëåëåïèïåä

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ω =

(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣∣∣
a ≤ x ≤ b
c ≤ y ≤ d

l ≤ z ≤ p

 ,

ãäå a, b, c, d, l, p ∈ R; ïóñòü

Π =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ a ≤ x ≤ b,
c ≤ y ≤ d

}
.

Òåîðåìà 5.1. Åñëè ñóùåñòâóåò òðîéíîé èíòåãðàë∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz
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äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê (x, y) ∈ Π è ñóùåñòâóåò

p∫
l

f(x, y, z)dz = I(x, y),

òî ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé èíòåãðàë∫∫
G

dxdy

p∫
l

f(x, y, z)dz =

∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz. (5.1)

Çàìå÷àíèå 5.1. Äâîéíîé èíòåãðàë
∫∫
G

I(x, y)dxdy âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ïðàâèëàì âû÷èñëåíèÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ (òåîðåìà 2.1).

Çàìå÷àíèå 5.2. Áóäóò òàêæå ñïðàâåäëèâû òåîðåìû, àíàëîãè÷íûå
òåîðåìå 5.1 (ñôîðìóëèðîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî), äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëû
çàêëþ÷åíèé òåîðåì áóäóò ñîîòâåòñòâåííî èìåòü âèä:∫∫

Y

dxdz

d∫
c

f(x, y, z)dy =

∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz, (5.2)

∫∫
X

dydz

b∫
a

f(x, y, z)dx =

∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz, (5.3)



87

ãäå Y =

{
(x, z) ∈ R2

∣∣∣∣ a ≤ x ≤ b,

l ≤ z ≤ p

}
, X =

{
(y, z) ∈ R2

∣∣∣∣ c ≤ y ≤ d,

l ≤ z ≤ p

}
.

Çàìå÷àíèå 5.3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y, z) íåïðåðûâíà íà Ω (çàìûêà-
íèè îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ∂Ω), òî áóäóò ñïðàâåäëèâû çàêëþ÷å-
íèÿ òåîðåìû 5.1 è òåîðåì èç çàìå÷àíèÿ 5.2. Òàêæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
ðàâåíñòâî òðîéíîìó èíòåãðàëó âñåõ ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ èç ôîðìóë
(5.1)�(5.3).

5.1.2. Ñëó÷àé êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì êðèâîëèíåéíóþ îáëàñòü Ω1, êîòîðàÿ ñíèçó è ñâåðõó
îãðàíè÷åíà êóñî÷íî-ãëàäêèìè ïîâåðõíîñòÿìè � ãðàôèêàìè ôóíêöèé
z1 = z1(x, y) è z2 = z2(x, y), îïðåäåë¼ííûìè íà çàìûêàíèè îáëàñòè G
ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G. Ãðàíèöåé ñáîêó îáëàñòè Ω1 ÿâëÿåòñÿ
öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, äëÿ êîòîðîé íàïðàâëÿþùåé áóäåò ∂G, à
îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíóþ îñè Oz. Òàêóþ îáëàñòü Ω1 íàçîâåì ïðîñòåé-
øèì öèëèíäðè÷åñêèì òåëîì ïåðâîãî òèïà (ðèñóíîê 5.1).

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òðîéíîé èíòåãðàë∫∫∫
Ω1

f(x, y, z)dxdydz,
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ãäå Ω1 � ïðîñòåéøåå öèëèíäðè÷åñêîå òåëî ïåðâîãî òèïà. Åñëè äëÿ ëþ-
áîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè (x, y, ) ∈ G (G = Ïð

xOy
Ω1 � ïðîåêöèÿ Ω1 íà

ïëîñêîñòè xOy) ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z)dz = I(x, y), òî

ñóùåñòâóåò ïîâòîðíûé èíòåãðàë∫∫
G

I(x, y)dxdy =

∫∫
G

dxdy

z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z)dz =

∫∫∫
Ω1

f(x, y, z)dxdydz.

(5.4)

Çàìå÷àíèå 5.4. Äâîéíîé èíòåãðàë
∫∫
G

I(x, y)dxdy âû÷èñëÿåòñÿ ïî

ïðàâèëàì âû÷èñëåíèÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ äëÿ êðèâîëèíåéíûõ îáëàñòåé
(òåîðåìà 2.2).

Çàìå÷àíèå 5.5. Áóäóò òàêæå ñïðàâåäëèâû òåîðåìû, àíàëîãè÷íûå
òåîðåìå 5.2 (ñôîðìóëèðîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî), äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëû
çàêëþ÷åíèé òåîðåì áóäóò ñîîòâåòñòâåííî èìåòü âèä:∫∫
Y

K(x, z)dxdz =

∫∫
Y

dxdz

y2(x,z)∫
y1(x,z)

f(x, y, z)dy =

∫∫∫
Ω2

f(x, y, z)dxdydz,

(5.5)
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∫∫
X

L(y, z)dydz =

∫∫
X

dydz

x2(y,z)∫
x1(y,z)

f(x, y, z)dx =

∫∫∫
Ω2

f(x, y, z)dxdydz.

(5.6)

Äëÿ ôîðìóëû (5.5) Ω2 � ïðîñòåéøåå öèëèíäðè÷åñêîå òåëî âòîðîãî
òèïà, êîòîðîå îãðàíè÷åíî öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, íàïðàâëÿþ-
ùåé äëÿ íåå ñëóæèò ãðàíèöà ïðîåêöèè òåëà Ω2 íà ïëîñêîñòü xOz (∂Y ).
Êðîìå òîãî, òåëî Ω îãðàíè÷åíî ïîâåðõíîñòÿìè � ãðàôèêàìè ôóíêöèé
y1 = y1(x, z) è y2 = y2(x, z), îïðåäåëåííûìè íà çàìûêàíèè îáëàñòè Y ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Y , ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ òî÷åêM(x, z) ∈ Y áó-
äåò y1(x, z) ≤ y2(x, z) (ðèñóíîê 5.1). Äëÿ ôîðìóëû (5.6) Ω3 � ïðîñòåéøåå
öèëèíäðè÷åñêîå òåëî òðåòüåãî òèïà (îïðåäåëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Çàìå÷àíèå 5.6. Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) íåïðåðûâíà íà çàìû-
êàíèè îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, òî òðîéíîé èíòåãðàë∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz ñóùåñòâóåò è áóäóò ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû (5.4) �

äëÿ ïðîñòåéøåãî öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ïåðâîãî òèïà; (5.5) � äëÿ ïðî-
ñòåéøåãî öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà âòîðîãî òèïà; (5.6) � äëÿ ïðîñòåéøåãî
öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà òðåòüåãî òèïà.

Ïðèìåð 5.1. Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë
∫∫∫

Ω

zdxdydz, ãäå Ω åñòü

îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòÿìè x+ y+ z = 2, x = 0, y = 0, z = 0.
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Ðèñóíîê 5.1
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Ðèñóíîê 5.2

J Èçîáðàçèì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ (ðèñóíîê 5.2). Âèäíî, ÷òî îá-
ëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ åñòü ïðîñòåéøåå òåëî êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî,
òàê è òðåòüåãî òèïîâ.

I =

∫∫∫
Ω

zdxdydz =

2∫
0

zdz

2−z∫
0

dy

2−y−z∫
0

dx =

=

2∫
0

zdz

2−z∫
0

x|2−y−z0 dy =

2∫
0

zdz

2−z∫
0

(2− y − z)dy =
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=

2∫
0

z

(
2y − y2

2
− zy

)∣∣∣∣2−z
0

dz =

=

2∫
0

(
4z − 2z2 − 1

2
z(4− 4z + z2)− 2z2 + z3

)
dz =

=

2∫
0

(
4z − 2z2 − 2z + 2z2 − 1

2
z3 − 2z2 + z3

)
dz =

∫∫∫
Ω

zdxdydz =

=

2∫
0

zdz

2−z∫
0

dy

2−y−z∫
0

dx =

2∫
0

zdz

2−z∫
0

x|2−y−z0 dy =

2∫
0

zdz

2−z∫
0

(2−y−z)dy =

=

2∫
0

z

(
2y − y2

2
− zy

)∣∣∣∣2−z
0

dz =

=

2∫
0

(
4z − 2z2 − 1

2
z(4− 4z + z2)− 2z2 + z3

)
dz =

=

2∫
0

(
4z − 2z2 − 2z + 2z2 − 1

2
z3 − 2z2 + z3

)
dz =
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=

2∫
0

(
2z − 2z2 +

1

2
z3

)
dz = z2

∣∣2
0
− 2z3

3

∣∣∣∣2
0

+
z4

8

∣∣∣∣2
0

= 4− 16

3
+

16

8
=

2

3
.

Îòâåò: I = 2
3 .I

5.2. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

5.2.1. Îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòåé

Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz çàäàíà îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé ∂G, à â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ouvt çàäàíà îáëàñòü D òàêæå ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D.

Ôóíêöèè x = x(u, v, t), y = y(u, v, t) è z = z(u, v, t) áèåêòèâíî îòîá-
ðàæàþò îáëàñòü D íà îáëàñòü G è ãðàíèöó ∂D íà ãðàíèöó ∂G. Òî-
ãäà ñóùåñòâóþò îáðàòíûå ôóíêöèè u = x−1(x, y, z), v = y−1(x, y, z),
t = z−1(x, y, z). Ôóíêöèè x = x(u, v, t), y = y(u, v, t), z = z(u, v, t)

è îáðàòíûå èì ôóíêöèè (ðåøåíèå ñèñòåìû


x = x(u, v, t),
y = y(u, v, t),
z = z(u, v, t),

óðàâíå-

íèé), à òàêæå ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
íåïðåðûâíû ñîîòâåòñòâåííî íà çàìûêàíèè îáëàñòåé D è G, òî åñòü íà
D = D

⋃
∂D è G = GU∂G.
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Ôóíêöèîíàëüíûé îïðåäåëèòü

I =
D(x, y, z)

D(u, v, t)
=

∣∣∣∣∣∣
x′u, x

′
v, x

′
l

y′u, y
′
v, y
′
l

z′u, z
′
v, z

′
l

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 è I · J = 1,

ãäå J =

∣∣∣∣∣∣
u′x, u

′
y, u

′
z

vx, v
′
y, v
′
z

t′x, t′y, t
′
z

∣∣∣∣∣∣.
Ïóñòü äàíû óêàçàííûå â ïóíêòå 1 äâå äåêàðòîâûå ñèñòåìû êîîðäè-

íàò. Âîçüìåì òî÷êó M(u0, v0, t0) ∈ D. Ïëîñêîñòè u = u0, v = v0, t = t0 â
ñèñòåìå êîîðäèíàò Ouvt íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè. Ýòè
êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè ôóíêöèè x(u, v, t), y(u, v, t), z(u, v, t) îòîáðàæà-
þò â ïðîñòðàíñòâî Oxyz ñîîòâåòñòâåííî â êðèâîëèíåéíûå ïîâåðõíîñòè,
à òî÷êà M0(u0, v0, t0) îòîáðàæàåòñÿ â òî÷êó M ′

0(u0, v0, t0) ∈ G (ïåðåñå-
÷åíèå óêàçàííûõ êðèâîëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòåé). Êîîðäèíàòû òî÷êè M ′

0

íàçûâàþòñÿ êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè â îáëàñòè G.

5.2.2. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ïóñòü ðîëü ôóíêöèè x(u, v, t), y(u, v, t) è z(u, v, t), óêàçàííûõ â ïóíê-
òàõ 1 è 2, èãðàþò ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z, (5.7)
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Ðèñóíîê 5.3

ãäå r è ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè òî÷êè M ′(r, ϕ, z) ïðîñòðàí-
ñòâà xyz íà ïëîñêîñòü z = 0 (0 ≤ r < +∞, 0 ≤ ϕ < 2π ). Âåëè÷èíû r, ϕ, z
íàçûâàþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M ′ (ðèñóíîê 5.3).

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò èìååì òðè ñåìåéñòâà êîîðäèíàòíûõ
ïîâåðõíîñòåé:

1) r = const (0 ≤ r < +∞) � öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè (ïðè r = 0
� îñü Oz);

2) ϕ = const (0 ≤ ϕ < 2π) � âåðòèêàëüíûå ïîëóïëîñêîñòè;

3) z = const (−∞ < z < +∞) � ãîðèçîíòàëüíûå ïëîñêîñòè.
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ßêîáèàí

I =
D(x, y, z)

D(r, ϕ, z)
=

∣∣∣∣∣∣
(r cosϕ)′r (r cosϕ)′ϕ (r cosϕ)′z
(r sinϕ)′r (r sinϕ)′ϕ (r sinϕ)′z

z′r z′ϕ z′z

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 · r 1

∣∣∣∣∣∣ = r

∣∣∣∣∣∣
cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =

= r · (−1)3+3

∣∣∣∣ cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

∣∣∣∣ = r.

Çàìå÷àíèå 5.7. Óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå â ïóíêòå 1 íà óêàçàííûå
òàì îòîáðàæåíèÿ, ïðè öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ íàðóøàþòñÿ íà ìíî-
æåñòâå òî÷åê ìåðû íóëü (¾îáúåìà¿ íóëü). Íàïðèìåð, äëÿ îáðàçà (òî÷êè
M ′

0(0, 0, z0) â ïðîñòðàíñòâå xyz) ïðîîáðàçîì áóäåò â ïðîñòðàíñòâå Orϕz
ïîëóèíòåðâàë r = 0, 0 ≤ ϕ < 2π, z = z0 ïðè îòîáðàæåíèè x = r cosϕ,
y = r sinϕ, z = z. Òàêæå, êàê óêàçàíî ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëÿðíûõ êî-
îðäèíàò, íà ìíîæåñòâå òî÷åê ìåðû íóëü íàðóøàåòñÿ è íåïðåðûâíîñòü
(ñàìîñòîÿòåëüíî èçó÷èòü ýòîò âîïðîñ).
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Ðèñóíîê 5.4

5.2.3. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ðàññìàòðèâàåì òàêæå óêàçàííûå âûøå îòîáðàæåíèÿ, ãäå â êà÷åñòâå
ôóíêöèé x(u, v, t), y(u, v, t), z(u, v, t) âûñòóïàþò ñîîòâåòñòâåííî ôóíê-
öèè

x = ρ cosϕ sin θ, y = ρ sinϕ sin θ, z = ρ cos θ, (5.8)

ãäå M ′(ρ, ϕ, θ) èç ïðîñòðàíñòâà Îxyz. Ïðè÷åì ρ � ðàññòîÿíèå òî÷êè M ′

îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ϕ � ïîëÿðíàÿ êîîðäèíàòà, θ � óãîë ìåæäó îñüþ z
è âåêòîðîì OM ′ (ðèñóíîê 5.4).

Êîîðäèíàòû óêàçàííîé òî÷êè M ′(ρ, ϕ, θ) íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè
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êîîðäèíàòàìè, ïðè÷åì: 0 ≤ ρ < +∞, 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ θ ≤ π.

Ýòèì êîîðäèíàòàì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòíûå ïîâåðõ-
íîñòè:

1) ρ = const � ñôåðû, ïðè r = 0 � âûðîæäåííûå 0 ≤ ρ < +∞;

2) θ = const � ïîëóêîíóñû (0 ≤ θ ≤ π), ïðè θ = 0 è θ = π � âûðîæ-
äåííûå;

3) ϕ = const � âåðòèêàëüíûå ïîëóïëîñêîñòè 0 ≤ ϕ < 2π.

Íàéä¼ì ÿêîáèàí óêàçàííîãî îòîáðàæåíèÿ.

I =

∣∣∣∣∣∣
(ρ cosϕ sin θ)′ρ (ρ sinϕ sin θ)′ρ (ρ cos θ)′ρ
(ρ cosϕ sin θ)′ϕ (ρ sinϕ sin θ)′ϕ (ρ cos θ)′ϕ
(ρ cosϕ sin θ)′θ (ρ sinϕ sin θ)′θ (ρ cos θ)′θ

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
cosϕ sin θ sinϕ sin θ cos θ
−ρ sin θ sinϕ ρ sin θ cosϕ 0 · ρ · sin θ
ρ cosϕ cos θ ρ sinϕ cos θ −ρ sin θ

∣∣∣∣∣∣ =

= ρ2 sin θ

∣∣∣∣∣∣
cosϕ sin θ sinϕ sin θ cos θ
− sinϕ cosϕ 0

cosϕ cos θ sinϕ cos θ − sin θ

∣∣∣∣∣∣ =

= ρ2 sin θ

(
(−1)1+3 cos θ

∣∣∣∣ − sinϕ cosϕ
cosϕ cos θ sinϕ cos θ

∣∣∣∣+
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+(−1)3+3(− sin θ)

∣∣∣∣ cosϕ sin θ sinϕ sin θ
− sinϕ cosϕ

∣∣∣∣) =

= ρ2 sin θ(− cos2 θ − sin2 θ) = −ρ2 sin θ.

Çàìå÷àíèå 5.8. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òî÷êè âèäà M ′(ρ, θ, ϕ), òî
I = ρ2 sin θ, íî â îáîèõ ñëó÷àÿõ |I| = ρ2 sin θ.

5.2.4. Ýëåìåíò îáúåìà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

Ðàññìîòðèì, êàê è â 1, ïóíêòà 5, îòîáðàæåíèå çàìûêàíèÿ îáëàñòèD â
ñèñòåìå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà uvt íà çàìûêàíèå îáëàñòè
G ïðîñòðàíñòâà Oxyz, äëÿ êîòîðîãî êîîðäèíàòû u, v, t áóäóò êðèâîëè-
íåéíûìè, ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé x = x(u, v, t), y = y(u, v, t, ), z = z(u, v, t),
óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì óêàçàííûì â 1, ïóíêòà 5 ñâîéñòâàì. Ïðÿìîóãîëü-
íûé ïàðàëëåëåïèïåä èç îáëàñòè D ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ñîîòâåò-
ñòâóþùèì êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, è áåñêîíå÷íî ìàëûìè ðåáðàìè
îòîáðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ âûøå ôóíêöèé â êðèâîëèíåéíûé
ïàðàëëåëåïèïåä îáëàñòè G (ðèñóíîê 5.5).

Ïóñòü òî÷êà èìååò äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû x, y, z, à êðèâîëèíåéíûå
êîîðäèíàòû u, v, t. Äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû òî÷êèM1 ïóñòü áóäóò x+dx,
y + dy, z + dz, à êðèâîëèíåéíûå u + du, v, t. Òîãäà, êàê è ïðè äîêàçà-
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Ðèñóíîê 5.5
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òåëüñòâå òåîðåìû 2.3, áóäåì èìåòü âåêòîð
−−−→
MM1 =

(
∂x
∂udu,

∂y
∂udu,

∂z
∂udu

)
.

Àíàëîãè÷íî
−−−→
MM2 =

(
∂x
∂vdv,

∂y
∂vdv,

∂z
∂vdv

)
è
−−−→
MM3 =

(
∂x
∂t dt,

∂y
∂tdt,

∂z
∂tdt

)
.

Òîãäà îáúåì ïàðàëëåïèïåäà (êðèâîëèíåéíîãî) áóäåò ðàâåí ñ òî÷íî-
ñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé âåëè÷èíó âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ýòèì îáúåìîì, îïðåäåëèòåëþ, ñîñòàâëåííîìó èç êîîðäèíàò
âûøå óêàçàííûõ âåêòîðîâ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

dv = ±

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂udu

∂y
∂udu

∂z
∂udu

∂x
∂vdv

∂y
∂vdv

∂z
∂vdv

∂x
∂t dt

∂y
∂tdt

∂z
∂tdt

∣∣∣∣∣∣ = ±D(x, y, z)

D(u, v, t)
dudvdt = ±Idudvdt. (5.9)

5.3. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå ââîäèòñÿ âî ìíîãîì àíàëî-
ãè÷íî, êàê è çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå:

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü ôóíêöèè x = x(u, v, t), y = y(u, v, t),
z = z(u, v, t) è ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà íåïðåðûâíû íà çàìûêàíèè îáëàñòè D ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíè-
öåé ∂D è áèåêòèâíî (óêàçàííûå ôóíêöèè) îòîáðàæàþò îáëàñòü D íà
îáëàñòü G, à ãðàíèöó ∂D íà ãðàíèöó ∂G (êóñî÷íî-ãëàäêóþ). ßêîáèàí

I = D(x,y,z)
D(u,v,t) 6= 0. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y, z) íåïðåðûâíà íà G èëè îãðàíè÷å-

íà íà G è íåïðåðûâíà íà G çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, ìíîæåñòâà



102

òî÷åê ìåðû íóëü (îáúåì íóëü), òî∫∫∫
G

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
D

f(x(u, v, t), y(u, v, t), z(u, v, t) |I| dudvdt.

(5.10)

J Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3 íà óðîâíå ôèçè÷åñêîé ñòðîãîñòè, ïî-
ýòîìó ìû åãî îïóñêàåì (óìåòü äîêàçûâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).I

Çàìå÷àíèå 5.9. Ôîðìóëà (5.10) â ñëó÷àå ïåðåõîäà îò ïðÿìîóãîëü-
íûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê êðèâîëèíåéíûì öèëèíäðè÷åñêèì è ñôåðè-
÷åñêèì êîîðäèíàòàì ïðèìåò ñîîòâåòñòâåííî âèä (5.11) è (5.12).∫∫∫

G

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
D

f(r cosϕ, r sinϕ, z = z)rdϕdrdz, (5.11)

∫∫∫
G

f(x, y, z)dxdydz =

=

∫∫∫
D

f(ρ cosϕ sin θ, ρ sinϕ sin θ, ρ cos θ)ρ2 sin θdϕdθdρ. (5.12)

Ïðèìåð 5.2. Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë
∫∫∫
G

(x2 + y2)dxdydz, ãäå

îáëàñòü G îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòÿìè 2z = x2 + y2 è z = 2.
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Ðèñóíîê 5.6

J Ñòðîèì ðèñóíîê îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ (ðèñóíîê 5.6), ïîêàçûâàÿ
å¼ òîëüêî â ïåðâîì îêòàíòå, òàê êàê îíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êî-
îðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé x = 0 è y = 0. Â òðîéíîì èíòåãðàëå ïåðåéäåì
îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê öèëèíäðè÷åñêèì. Ïîâåðõíîñòü x2 + y2 = 2z
â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

I =

∫∫∫
G

(
x2 + y2

)
dxdydz =

∫∫∫
D

r2rdrdϕdz = 4

π
2∫

0

dϕ

2∫
0

r3dr

2∫
r2

2

dz =
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= 2π

2∫
0

r3 z|2r2
2

dz = 2π

2∫
0

r3

(
2− r2

2

)
dz = 2π

(
2 · r

4

4

∣∣∣∣2
0

− 1

2
· r

6

6

∣∣∣∣2
0

)
=

= 2π

(
1

2
· 16− 16

3

)
= 2π

16

6
=

16

3
π.

Îòâåò: I = 16
3 π.I

Ïðèìåð 5.3. Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë
∫∫∫

z2dxdydz, ãäå îá-
ëàñòü G îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòÿìè x2+y2+z2 = R2 è x2+y2+z2 = 2Rz,
R > 0.

J Ïîñòðîèì ðèñóíîê îáëàñòè G â ïåðâîì îêòàíòå ñ ó÷åòîì ñèììåò-
ðèè åå îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé x = 0 è y = 0, à òàêæå
ñèììåòðèè è ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè z2 = z2 + 0 · x2 + 0 · y2 îòíîñè-
òåëüíî ýòèõ ïëîñêîñòåé (ðèñóíîê 5.7). Âíà÷àëå íàõîäèì àïïëèêàòó òî÷åê

ïåðåñå÷åíèÿ íàøèõ ñôåð, ðåøàÿ ñèñòåìó

{
x2 + y2 + z2 = R2,
x2 + y2 + z2 = 2R2z.

Ïîëó÷àåì R2 = 2Rz, z = R
2 . Óãîë θ îïðåäåëÿåì èç M O′OB:

cos θ =
R

2R
, cos θ =

1

2
, θ =

π

3
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà ïðèìåíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ,
ïåðåéäÿ ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì. Ïðè ýòîì íàäî ó÷åñòü, ÷òî ïðè
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Ðèñóíîê 5.7

z ≥ 0 ëó÷è, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò (òî÷êè O) ïðè 0 ≤ θ ≤ π
3

ïåðåñåêàþò ãðàíèöó îáëàñòè G, ïðåäñòàâëåííóþ óðàâíåíèåì

x2 + y2 + z2 = R2,

à ïðè π
3 ≤ θ ≤ π

2 � óðàâíåíèåì x2 + y2 + z2 = 2Rz. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ïðåäñòàâëÿåì îáëàñòü G = G1

⋃
G2 G1 � äëÿ 0 ≤ θ ≤ π

3 , G2 � äëÿ
π
3 ≤ θ ≤ π

2 , ãäå ÷àñòè÷íûå îáëàñòè G1 è G2 íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.
Äàëüøå âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè òðîéíîãî èíòåãðàëà

I =

∫∫∫
G

z2dxdydz =

∫∫∫
G1

z2dxdydz +

∫∫∫
G1

z2dxdydz =
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=

∫∫∫
D1

ρ4 cos2 θ · sin θdρdϕdθ +

∫∫∫
D2

ρ4 cos2 θ · sin θdρdϕdθ =

= 4


π
3∫

0

dϕ

π
3∫

0

sin θ · cos2 θdθ

R∫
0

ρ4dρ+

π
2∫

0

dϕ

π
2∫

0

sin θ · cos2 θdθ

2R cos θ∫
0

ρ4dρ

 =

= 4 · π
2

− cos3 θ

3

∣∣∣∣π3
0

· ρ
5

5

∣∣∣∣R
0

+

π
2∫

π
3

sin θ · cos2 θ · ρ
5

5

∣∣∣∣2R cos θ

0

dθ

 =

= 2π

(1

3
− 1

24

)
R5

5
− 32

5
R5

π
2∫

π
3

cos7 θd (cos θ)

 =

= 2π

(
7R5

120
− 32R5

5
· cos8 θ

8

∣∣∣π2π
3

)
= 2π

(
7R5

120
+

32R5

5
· 1

8 · 28

)
=
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= 2π

(
7R5

120
+

R5

5 · 64

)
= πR5

(
7

60
+

1

160

)
= πR5 · 56 + 3

480
=

59πR5

480
.

Îòâåò: I = 59πR5

480 . I
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ËÅÊÖÈß 6

Ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ òðîéíûõ
èíòåãðàëîâ

6.1. Âû÷èñëåíèå ìàññû òåëà

Èç çàäà÷è î ìàññå ìàòåðèàëüíîãî êóáèðóåìîãî òåëà è ïîíÿòèÿ òðîé-
íîãî èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî åñëè óêàçàííîå â çàäà÷å òåëî Ω èìååò îáúåì-
íóþ ïëîòíîñòü ρ (x, y, z) (ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ôóíêöèÿ ρ (x, y, z)
íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè îáëàñòè Ω), òî ìàññà òåëà Ω âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

mΩ =

∫∫∫
Ω

ρ (x, y, z) dxdydz. (6.1)

Ïðèìåð 6.1. Îïðåäåëèòü ìàññó òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè
z = h (h > 0) è x2+y2−z2 = 0, åñëè ïëîòíîñòü â êàæäîé òî÷êå òåëà ïðî-
ïîðöèîíàëüíà àïïëèêàòå ýòîé òî÷êè, à â òî÷êå M (0, 0, h) ýòà ïëîòíîñòü
ðàâíà h.

J Ïëîòíîñòü òåëà ðàâíà ρ = kz. Íàéäåì êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè èç íà÷àëüíûõ äàííûõ ρ (M) = h, h = kh, k = 1. Èñêîìóþ
ìàññó âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå (6.1), ïåðåõîäÿ ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäè-
íàòàì (ðèñóíîê 6.1), ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ ρ è Ω îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-
ñòåé x = 0 è y = 0.
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Ðèñóíîê 6.1

mΩ =

∫∫∫
Ω

zdxdydz =

∫∫∫
Ω

zzdrdϕdz = 4

π
2∫

0

dϕ

h∫
0

rdr

h∫
r

dz =

=
[
x2 + y2 = z2, r2 = z2, z = r

]
= 4 · π

2

h∫
0

r · z
2

2

∣∣∣∣h
r

dr =

= π

h∫
0

r
(
h2 − r2

)
dr = π

(
h2 · r

2

2

∣∣∣∣h
0

− r2

4

∣∣∣∣h
0

)
=
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= π

(
h4

2
− h4

4

)
=
πh4

4
(åä. ìàññû).

Îòâåò: mΩ = πh4

4 (åä. ìàññû).I

Ïðèìåð 6.2. Îïðåäåëèòü ìàññó ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ìåæäó ïîâåðõíî-
ñòÿìè x2 + y2 + z2 = a2 è x2 + y2 + z2 = 4a2 (a < 0), åñëè ïëîòíîñòü â
êàæäîé åãî òî÷êå îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ òî÷êè îò íà÷àëà
êîîðäèíàò.

J Ïîñòðîèì ðèñóíîê 6.2 (ó÷èòûâàåì ïðè ýòîì, à òàêæå ïðè âû÷èñ-
ëåíèè èíòåãðàëà ñèììåòðèþ òåëà è ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè îòíîñè-
òåëüíî âñåõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé). Âû÷èñëÿåì èñêîìóþ ìàññó ïî
ôîðìóëå (6.1), ïåðåõîäÿ ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì

mΩ =

∫∫∫
Ω

k√
x2 + y2 + z2

dxdydz = k

∫∫∫
Ω

1

r
r2 sin θdrdϕdθ

= k

∫∫∫
Ω

r sin θdrdϕdθ = 8k

π
2∫

0

dϕ

π
2∫

0

sin θdθ

2a∫
a

rdr =

= 8k
π

2

(
− cos θ|

π
2

0

) r2

2

∣∣∣∣2a
a

= 2kπ (1− 0)
(
4a2 − a2

)
= 6kπa2 (åä. ìàññû),
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Ðèñóíîê 6.2
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ãäå k � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.
Îòâåò: mΩ = 6kπa2 (åä. ìàññû).I

6.2. Âû÷èñëåíèå îáúåìîâ òåë

Åñëè â ôîðìóëå (6.1) ρ (x, y, z) = 1, òî ìàññà òàêîãî òåëà Ω áóäåò
÷èñëåííî ðàâíà îáúåìó ýòîãî òåëà. Ïîëó÷èì ôîðìóëó ÷åðåç òðîéíîé
èíòåãðàë âû÷èñëåíèÿ îáúåìà òåëà

VΩ =

∫∫∫
Ω

dxdydz. (6.2)

Ïðèìåð 6.3. Âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ òðîéíîãî èíòåãðàëà îáúåì òåëà,
îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = x2 + y2, z = 2x2 + 2y2, y = x, y = x2.

J Îáúåì òåëà íàõîäèì ïî ôîðìóëå (6.2). Ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëü-
íûõ ðèñóíêîâ ïðåäñòàâèì âèä íàøåãî òåëà. Ðèñóíîê 6.3 åñòü ïðîåêöèÿ
íàøåãî òåëà íà ïëîñêîñòü xOy.

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ íàïðàâëÿþùåé (ïàðàáîëè÷åñêèé ñåã-
ìåíò � ðèñóíîê 6.3) è îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz, âûðåçàåò
ó ïîâåðõíîñòè z = x2 + y2 ÷àñòè÷íóþ ïîâåðõíîñòü (íèæíåå îñíîâàíèå
öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ðèñóíîê � 6.4) è ó ïîâåðõíîñòè z = 2x2 + 2y2

÷àñòè÷íóþ ïîâåðõíîñòü (âåðõíåå îñíîâàíèå öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà � ðè-
ñóíîê 6.5).
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Ðèñóíîê 6.3
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Ðèñóíîê 6.4
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Ðèñóíîê 6.5
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Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå îáúåìà òåëà ÷åðåç òðîéíîé èíòåãðàë â äåêàðòî-
âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (Ïî÷åìó òðóäíåå â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ?
Ïîÿñíèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

VΩ =

∫∫∫
Ω

dxdydz =

1∫
0

dx

x∫
x2

dy

2(x2+y2)∫
x2+y2

dz =

1∫
0

dx

x∫
x2

(
x2 + y2

)
dy =

=

1∫
0

(
x2y +

y3

3

)∣∣∣∣x
x2

dx =

1∫
0

(
x3 − x4 +

1

3

(
x3 − x6

))
dx =

=
x4

4

∣∣∣∣1
0

− x5

5

∣∣∣∣1
0

+
1

3

(
x4

4

∣∣∣∣1
0

− x7

7

∣∣∣∣1
0

)
=

1

4
− 1

5
+

1

12
− 1

21
=

3

35
(åä. îáúåìà).

Îòâåò: VΩ = 3
35 (åä. îáúåìà).I

Ïðèìåð 6.4. Âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà, îãðàíè÷åííîãî x2 + y2 + z2 = 4
è 3z = x2 + y2.

J Ïîñòðîèì ðèñóíîê äàííîãî òåëà (ðèñóíîê 6.6).
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Ðèñóíîê 6.6
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Íàéä¼ì ïðîåêöèþ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû è ïàðàáîëîèäà íà ïëîñ-
êîñòü xOy. Äëÿ ýòîãî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

z2 = 4−
(
x2 − y2

)
, z2 =

(
x2 − y2

)
9

äîñòàòî÷íî èñêëþ÷èòü ïåðåìåííóþ z. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì(
x2 − y2

)2

9
= 4−

(
x2 + y2

)
,

èëè
(
x2 + y2

)2
+ 9
(
x2 + y2

)
−36 = 0, îòêóäà x2 +y2 = −12 è x2 +y2 = 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèåì ïðîåêöèè áóäåò îêðóæíîñòü x2 + y2 = 3. Â
ñèëó ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü îáú¼ì òåëà (G), íàõîäÿùåãîñÿ
â ïåðâîì îêòàíòå, è ðåçóëüòàò óìíîæèòü íà 4. Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå
(6.2) äëÿ èñêîìîãî îáú¼ìà V ïîëó÷èì V = 4

∫∫∫
G

dxdydz. Òàê êàê ïðî-

åêöèÿ äàííîãî òåëà (G) íà ïëîñêîñòü xOy åñòü êðóã x2 + y2 ≤ 3, òî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè ê öèëèíäðè÷å-
ñêèì êîîðäèíàòàì. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî ôîðìóëàì (5.7) óðàâíåíèÿ
îêðóæíîñòè x2+y2 = 3, ïàðàáîëîèäà 3z = x2+y2 è ñôåðû x2+y2+z2 = 4
ñîîòâåòñòâåííî ïðèíèìàþò âèä:r =

√
3, z = 1

3r
2 è z =

√
4− r2. Èç ðè-

ñóíêà 6.6 âèäíî, ÷òî â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ (D) óãîë θ èçìåíÿåòñÿ
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îò 0 äî π
2 , r � îò 0 äî

√
3, à z � îò z = 1

3r
3 äî z =

√
4− r2. Ïîòîìó

VΩ = 4

∫∫∫
G

dxdydz = 4

∫∫∫
D

rdrdθdz = 4

π
2∫

0

dθ

√
3∫

0

rdr

√
4−r2∫

1
3r

2

dz =

= 4

π
2∫

0

dθ

√
3∫

θ

r

(√
4− r2 − 1

3
r2

)
dr = 4

π
2∫

0

[
−1

3

(
4− r2

) 3
2 − 1

12
r4

]√3

0

dθ =

=
19

3

π
2∫

0

dθ =
19

6
π (åä. îáúåìà).

Îòâåò: VΩ = 19
6 π (åä. îáúåìà).I

6.3. Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû, ìîìåíò èíåðöèè è öåíòðû òÿæåñòè
ìàòåðèàëüíûõ òåë

Àíàëîãè÷íî, êàê è ïðè ðàññìîòðåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà, èñïîëüçóÿ
ìåòîä èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

MxOz =

∫∫∫
Ω

yρ (x, y, z) dxdydz (6.3)
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ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xOz,
ρ (x, y, z) � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü òåëà Ω.

MyOz =

∫∫∫
Ω

xρ (x, y, z) dxdydz (6.4)

ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè yOz.

MxOy =

∫∫∫
Ω

zρ (x, y, z) dxdydz (6.5)

ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xOy.

IOz =

∫∫∫
Ω

(
x2 + y2

)
ρ (x, y, z) dxdydz (6.6)

ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî îñè Oz.

IOx =

∫∫∫
Ω

(
y2 + z2

)
ρ (x, y, z) dxdydz (6.7)

ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

IOy = Ω

∫∫∫
ψ

(
x2 + z2

)
ρ (x, y, z) dxdydz (6.8)
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ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω îòíîñèòåëüíî îñè Oy.
Ïî àíàëîãèè ñ âûâîäîì ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðà

òÿæåñòè ïëîñêîé ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ íà-
õîæäåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω.

Åñëè òî÷êà M0 (xc, yc, zc) � öåíòð òÿæåñòè ìàòåðèàëüíîãî òåëà Ω, òî

xc =
My0z

mΩ
, yc =

Mx0z

mΩ
, zc =

Mx0y

mΩ
, (6.9)

ãäå mΩ � ìàññà òåëà Ω.

Ïðèìåð 6.5. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ îäíîðîäíîãî òåëà (ρ = 1),
îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè

x2 + y2 + z2 = 9, x2 + y2 = 2
√

3z
(
x2 + y2 ≤ 2

√
3z
)
.

J Ïîñòðîèì ðèñóíîê 6.7 òåëà â ïåðâîì îêòàíòå (òåëî ñèììåòðè÷íî
êàê ïî îáúåìó, òàê è ïî ìàññå îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé xOz è yOz).
Íàõîäèì àïïëèêàòó òî÷åê ïîâåðõíîñòåé òåëà (ïî îêðóæíîñòè ïåðåñå÷å-
íèÿ).

z2 + 2
√

3z − 9 = 0,
D

4
=
(√

3
)2

+ 9 = 12, z =
√

12−
√

3.

Äàëüøå îïðåäåëÿåì ðàäèóñ îêðóæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé

x2 + y2 +
(√

12−
√

3
)2

= 9, x2 + y2 = 6, R =
√

6.
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Èç óñëîâèé óêàçàííîé âûøå ñèììåòðèè ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû öåí-
òðà òÿæåñòè òåëà ðàâíû íóëþ, òî åñòü xc = yc = 0.

Êîîðäèíàòó zc íàõîäèì ïî òðåòüåé ôîðìóëå (6.9). Ó÷èòûâàåì òàêæå,
÷òî ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè òðîéíûõ èíòåãðàëîâ â óêàçàííîé ôîð-
ìóëå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé x = 0 è y = 0.

mΩ =

∫∫∫
Ω

dxdydz =

∫∫∫
D

rdrdϕdz = 4

π
2∫

0

dϕ

√
6∫

0

rdr

√
9−r2∫
r2

2
√

3

dz =

= 2π

√
6∫

0

rz|
√

9−r2

r2

2
√

3

dr = 2π

√
6∫

0

r

(√
9− r2 − r2

2
√

3

)
dr =

= 2π

−1

2
·
(
9− r2

) 3
2

3
2

∣∣∣∣∣
√

6

0

− 1

2
√

3
· r

4

4

∣∣∣∣
√

6

0

 =

= 2π

(
−1

3

(
3

3
2 − 27

)
− 36

2
√

3 · 4

)
=

= 2π

(
9−
√

3− 3

2

√
3

)
= 2π

(
9− 5

2

√
3

)
(åä. ìàññû).
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Ðèñóíîê 6.7
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MxOy =

∫∫∫
Ω

zdxdydz =

∫∫∫
D

zrdrdϕdz =

= 4

π
2∫

0

dϕ

√
6∫

0

rdr

√
9−r2∫
r2

2
√

3

zdz = 2π

√
6∫

0

r · z
2

2

∣∣∣∣
√

9−r2

r2

2
√

3

dr =

= π

√
6∫

0

r

(
9− r2 − r4

4 · 3

)
dr = π

(
9

2
r2
∣∣√6

0
− r4

4

∣∣∣∣
√

6

0

− 1

12
·r

6

6

∣∣∣∣
√

6

0

)
=

= π

(
9

2
6− 9− 63

2 · 62

)
= π (18− 3) = 15π.

Òîãäà

zc =
15π

π
(
18− 5

√
3
) =

15
(
18 + 5

√
3
)

249
=

5

83

(
18 + 5

√
3
)
.

Îòâåò: M0

(
0; 0; 5

83

(
18 + 5

√
3
))
.I

Ïðèìåð 6.6. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè îäíîðîäíîãî òåëà,
îãðàíè÷åííîãî ñôåðîé x2 + y2 + z2 = 4 è ïàðàáîëîèäîì 3z = x2 + y2.
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JÎáú¼ì V äàííîãî òåëà âû÷èñëåí â çàäà÷å 6.4 (ðèñóíîê 6.6): V = 19
6 π.

Òàê êàê äàííîå òåëî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Oz è òåëî îäíîðîä-
íî, òî öåíòð òÿæåñòè åãî ëåæèò íà îñè Oz, ñëåäîâàòåëüíî, xc = yc = 0.
Îñòà¼òñÿ íàéòè àïïëèêàòó öåíòðà òÿæåñòè òåëà, òî åñòü zc =

Mx0y

mΩ
. Â

íàøåì ñëó÷àå, äëÿ ïðîñòîòû, ñ÷èòàåì òåëî îäíîðîäíûì ñ ïëîòíîñòüþ
ðàâíîé åäèíèöå, à òîãäà â ýòîì ñëó÷àå mΩ = V . Ïåðåõîäÿ ê öèëèíäðè÷å-
ñêèì êîîðäèíàòàì, íàéä¼ì ñòàòè÷åñêèé ìîìåíòMxOy (òðîéíîé èíòåãðàë
â ÷èñëèòåëå):

MxOy =

∫∫∫
Ω

zdxdydz =

∫∫∫
D

zrdrdϕdz =

2π∫
0

dϕ

√
3∫

0

rdr

√
4−r2∫

1
3r

2

zdz =

= 2π

√
3∫

0

r · z
2

2

∣∣∣∣
√

4−r2

1
3r

2

dr ==
1

2
2π

√
3∫

0

r

(
4− r2 − 1

9
r4

)
dr =

= π

(
2r2 − 1

4
r4 − 1

54
r6

)√3

0

=
13

4
π.

Ñëåäîâàòåëüíî, zc =
MxOy

V = 13
4 π : 19

6 π = 39
38 . Òàêèì îáðàçîì, öåíòð

òÿæåñòè äàííîãî òåëà íàõîäèòñÿ â òî÷êå M0

(
0, 0, 39

38

)
.

Îòâåò: M0

(
0; 0; 39

38

)
. I
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ËÅÊÖÈß 7

Ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëû. Íåñîáñòâåííûå êðàòíûå èíòåãðàëû

7.1. Ìíîãîìåðíûå èíòåãðàëû (n-êðàòíûå, n ∈ N, n > 3)

Òåîðèÿ n-êðàòíûõ èíòåãðàëîâ, n ∈ N è n > 3, âî ìíîãîì àíàëîãè÷íà
òåîðèè äâîéíûõ è òðîéíûõ èíòåãðàëîâ. Êðàòêî èçëîæèì íåêîòîðûå åå
ìîìåíòû.

7.1.1. Êóáèðóåìîñòü n-ìåðíûõ îáëàñòåé

Ïóñòü äàíî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Rn, n ∈ N è n > 3. Ïðÿ-
ìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì â Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê
M (x1, . . . , xn), xk ∈ R, k = 1, n, x = (x1, . . . , xn), èç Rn (îáîçíà÷àåì ýòî
ìíîæåñòâî ÷åðåç Π), ÷òî

Π =
{
x ∈ Rn|ak ≤ xk ≤ bk, k = 1, n, ak ∈ R, bk ∈ R

}
.

Ýëåìåíòàðíûì òåëîì â Rn íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà n-ìåðíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ áåç îáùèõ âíóòðåííèõ
òî÷åê.

ÏóñòüG ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü (îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P = {Pα} ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ òåë, ñîäåðæà-
ùèõñÿ â G (âïèñàííûõ â G), à ÷åðåç Q = {Qβ} � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåí-
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òàðíûõ òåë, ñîäåðæàùèõ G (îïèñàííûõ îêîëî G). Êàæäîå ýëåìåíòàðíîå
òåëî êóáèðóåìî (èçìåðèìî). Îáúåìîì n-ìåðíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå äëèí âñåõ åãî ðåáåð, âû-
õîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî îáúåìîâ P îãðà-
íè÷åíî ñâåðõó (â êà÷åñòâå âåðõíåé ãðàíèöû ìîæíî âçÿòü îáúåì ëþáîãî
ýëåìåíòàðíîãî òåëà, îïèñàííîãî îêîëî G). Ìíîæåñòâî îáúåìîâ Q îãðà-
íè÷åíî ñíèçó (â êà÷åñòâå íèæíåé ãðàíèöû ìîæíî âçÿòü îáúåì ëþáîãî
ýëåìåíòàðíîãî òåëà, âïèñàííîãî â G).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: I
˜

= sup
α
{VPα} � íèæíèé îáúåì îáëàñòè G

(ïî îïðåäåëåíèþ); Ĩ = inf
β

{
VQβ
}
� âåðõíèé îáúåì îáëàñòè G (ïî

îïðåäåëåíèþ).

Îïðåäåëåíèå 7.1. Îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé ïî Æîð-

äàíó(êóáèðóåìîé), åñëè I = Ĩ = I = µ(G), à I íàçûâàåòñÿ ìåðîé

Æîðäàíà îáëàñòè G.

7.1.2. Ïîíÿòèå n-ìåðíîãî èíòåãðàëà

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f (x), x = (x1, . . . , xn), xk ∈ R, k = 1, n, îïðåäå-
ëåíà íà çàìûêàíèè G îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ⊂ Rn, ìåðà ãðàíèöû ∂G
êîòîðîé ðàâíà íóëþ. Áåðåì ëþáîå ðàçáèåíèå τG ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû èç
m, m ∈ N, n− 1 � ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé ìåðû íóëü íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷-
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íûõ îáëàñòåé Gk, k = 1, n, áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Ïðîèçâîëüíî
âûáèðàåì òî÷êè Mk (x) ∈ Gk. Ñîñòàâëÿåì èíòåãðàëüíûå ñóììû:

στG = στG (f,Mk) =
n∑
k=1

f (Mk) ∆Gk, (7.1)

ãäå ∆Gk � îáúåì (ìåðà) ÷àñòè÷íîé îáëàñòè Gk (ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ìåðû íóëü èçìåðèìà ïî Æîð-
äàíó).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç dk = sup {d (M ′
k,M

′′
k )},M ′,M ′′

k ∈ Gk, ãäå d (M ′
k,M

′′
k )

� ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M ′,M ′′
k ∈ G′k (dk íàçîâåì äèàìåòðîì ÷à-

ñòè÷íîé îáëàñòè Gk). Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç λτG = max
k
{dk}.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Ôóíêöèÿ f (x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî
îáëàñòè G, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
λτG→0

στG (f,Mk) (7.2)

è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò êàê îò ðàçáèòèÿ τG, òàê è îò âûáîðà òî÷åê
Mk ∈ Gk.

Â ýòîì ñëó÷àå óêàçàííûé ïðåäåë (7.2) íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì èíòåãðà-
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ëîì ôóíêöèè f (x) ïî îáëàñòè G è îáîçíà÷àåòñÿ:

lim
λτG→0

στG (f,Mk) =

∫∫
. . .

G

∫
f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn = I =

∫
G

f (x) dx,

(7.3)
ãäå dx = dx1 · . . . · dxn, x = (x1, . . . , xn), xk ∈ R, k = 1, n.

Çàìå÷àíèå 7.1. Ïî Êîøè èíòåãðàë (7.3) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τG λτG < δ ∀Mk ∈ Gk |I − στG| < ε.

Çàìå÷àíèå 7.2. Òàê æå êàê äëÿ äâîéíûõ è òðîéíûõ èíòåãðàëîâ
(àíàëîãè÷íî), áóäåò ñïðàâåäëèâî íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè
(îãðàíè÷åííîñòü èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè íà çàìûêàíèè îáëàñòè èíòå-
ãðèðîâàíèÿ) äëÿ n-ìåðíûõ èíòåãðàëîâ, n ∈ N, n > 3. Ïî àíàëîãèè ââî-
äÿòñÿ ñóììû Äàðáó è èçó÷àþòñÿ èõ ñâîéñòâà, óñòàíàâëèâàþòñÿ êðèòåðèè
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (ñóùåñòâîâàòü, íàïðèìåð, áó-
äóò èíòåãðàëû îò íåïðåðûâíûõ íà çàìûêàíèè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ
ôóíêöèé). Ñâîéñòâà n-ìåðíûõ èíòåãðàëîâ, n ∈ N, n > 3, àíàëîãè÷íû
ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì äëÿ äâîéíûõ è òðîéíûõ èíòåãðàëîâ.
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7.1.3. Âû÷èñëåíèå n-ìåðíîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò èíòåãðàë∫∫
. . .

G

∫
f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn.

Îáëàñòü G òàêàÿ, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Oxk (k � ôèê-
ñèðîâàíî) ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè G íå áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ,
ïðîåêöèè êîòîðûõ íà îñü Oxk áóäóò a = a (x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn) è
b = b (x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn), ïðè÷åì a ≤ b.

Òàêæå äëÿ ëþáûõ xi, i = 1, . . . , k− 1, k+ 1, . . . , n, ñóùåñòâóåò îäíî-
ìåðíûé èíòåãðàë

b∫
a

f (x1, . . . , xk−1, xk, xk+1, . . . , xn) dxk.

Òîãäà ñóùåñòâóåò (n− 1) êðàòíûé èíòåãðàë∫∫
. . .

Gn−1

∫
dx1 · . . . · dxk−1 · dxk+1 · . . . · dxn

b∫
a

f (x) dx =

∫
G

f (x) dx, (7.4)

ãäå Gn−1 � ïðîåêöèÿ G íà êîîðäèíàòíóþ ãèïåðïëîñêîñòü

Ox1 . . . xk−1xk+1 . . . xn,
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x = (x1, . . . , xn) , dx = dx1 . . . dxn,

∫
G

=

∫∫
. . .

∫
.

G

Çàìå÷àíèå 7.3. Â ñôîðìóëèðîâàííîé òåîðåìå â êà÷åñòâå xk ìîæåò
áûòü ëþáàÿ èç êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xn. Îáëàñòü â ýòîì ñëó÷àå íàçûâà-
åòñÿ ïðîñòîé ïî ïåðåìåííîé xk. Íàïðèìåð, óêàçàííûé âûøå n-ìåðíûé
ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä áóäåò ïðîñòîé îáëàñòüþ ïî ëþáîé èç
ïåðåìåííûõ xk, k = 1, n.

Ïðèìåð 7.1. Âû÷èñëèòü 4-êðàòíûé èíòåãðàë

I =

∫∫
. . .

∫ (
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4

)
dx1dx2dx3dx4,

ãäå G4 � 4-ìåðíûé êóá, çàäàííûé íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ xk ≤ 1, k = 1, 4.

J I =

∫∫∫
G3

dx1dx2dx3

1∫
0

(
x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4

)
dx4 =

=

∫∫∫
G3

((
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
x4|10

)
dx1dx2dx3 =

=

∫∫∫
G3

(
x2

1 + x2
2 + x2

3 +
1

3

)
dx1dx2dx3 =
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=

∫∫
G2

dx1dx2

1∫
0

(
x2

1 + x2
2 + x2

3 +
1

3

)
dx3 =

=

∫∫
G2

((
x2

1 + x2
2 +

1

3

)
x3|10 +

x3
3

3

∣∣∣∣1
0

)
dx1dx2 = . . . =

4

3
.

Îòâåò: I = 4
3 .I

7.1.4. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â n-èíòåãðàëå

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn äàíà êóáèðóåìàÿ îáëàñòü G (èçìåðèìàÿ,
ìåðà êîíå÷íàÿ). Ôóíêöèÿ u = f (x1, . . . , xn) = f (x) îïðåäåëåíà íà çà-
ìûêàíèè îáëàñòè G = G

⋃
∂G, è ñóùåñòâóåò n-êðàòíûé èíòåãðàë∫

G

f (x) dx =

∫∫
. . .

∫
f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn. (7.5)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé
x1 = x1 (t1, . . . , tn) ,
x2 = x2 (t1, . . . , tn) ,
. . .
xn = xn (t1, . . . , tn)

(7.6)



133

áèåêòèâíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D ïåðåìåííûõ t = (t1, . . . , tn) íà îáëàñòü
G, à ∂D íà ∂G. Ïóñòü òàêæå ôóíêöèÿ xk = xk (t1, . . . tn), k = 1, n, è
ñóùåñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû
íà D = D

⋃
∂D, à ÿêîáèàí

I =
D (x1, . . . , xn)

D (t1, . . . , tn)
6= 0. (7.7)

Òîãäà äëÿ èíòåãðàëà (7.5) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ∫
G

f (x) dx =

∫
D

f (x (t)) |I| dt, (7.8)

ãäå x = (x1, . . . , xn), t = (t1, . . . , tn),∫
D

f (x (t)) |I| dt =

∫∫
. . .

∫
f (x1 (t) , x2 (t) , . . . , xn (t)) |I| dt1 . . . dtn.

Çàìå÷àíèå 7.4. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, n ∈ N, n > 3, ñôåðè÷å-
ñêèå êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

x1 = ρ sin θ1 sin θ2 . . . sin θn−1,

xm = ρ cos θm−1

n−1∏
k=m

sin θk, m = 2, n− 1,

xn = ρ cos θn−1,

(7.9)



134

ãäå ρ ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π, 0 ≤ θm ≤ π, m = 2, n− 1; à ÿêîáèàí

I = ρn−1
n−1∏
k=1

sink−1 θk (7.10)

(
n−1∏
k=1

sink−1 θk = 1 · sin θ2 · sin2 θ3 · . . . · sinn−2 θn−1

)
.

Îáðàòíî, ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äåêàðòîâû ïî
ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

ρ =
√
x2

1 + . . .+ x2
n, sin θm =

ρm
ρm+1

, cos θm =
xm+1

ρm
,

ãäå ρm =
√
x2

1 + . . .+ x2
m, m = 1, n− 1.

Ïðèìåð 7.2. Íàéòè îáú¼ì 4-ìåðíîãî øàðà ðàäèóñà R.

J Îáú¼ì 4-ìåðíîãî øàðà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ âû÷èñëÿåì ïî
ôîðìóëå

V4 =

∫∫∫∫
G

dx1dx2dx3dx4. (7.11)

Â èíòåãðàëå (7.11) ïåðåõîäèì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì.

V4 =

∫∫∫∫
D

ρ3 sin θ2 · sin2 θ3dρdθ1dθ2dθ3 =
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=

2π∫
0

dθ1

π∫
0

sin θ2dθ2

π∫
0

sin2 θ3dθ3

R∫
0

ρ3dρ =

= 2π (− cos θ2)|π0 ·
π∫

0

1− cos 2θ3

2
dθ3 ·

ρ4

4

∣∣∣∣R
0

=

= −2π (−1− 1) · 1
2
π · ρ

4

4
=
π2R4

2
. (åä. îáúåìà)

Îòâåò: V4 = π2R4

2 (åä. îáúåìà).I

7.2. Íåñîáñòâåííûå êðàòíûå èíòåãðàëû

Çàìå÷àíèå 7.5. Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ èíòå-
ãðàëîâ âèäíî, ÷òî òåîðèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ ïðè n > 2 âî ìíîãîì àíàëî-
ãè÷íà ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè äâîéíûõ ñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

7.2.1. Ìíîãîìåðíûå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñ íåîãðàíè-
÷åííîé îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ

Ñ ó÷¼òîì ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â îñíîâíîì
òåîðèþ äâîéíûõ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà â îáëàñòè G, ìåðà êîòîðîé
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(ïëîùàäü) ðàâíà +∞. Ïóñòü òàêæå äëÿ ëþáîé ÷àñòè÷íîé êâàäðèðóåìîé
îáëàñòè G′ ⊂ G ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé äâîéíîé èíòåãðàë∫∫

G′

f (x, y) dxdy.

Òîãäà çàïèñü (ñèìâîë) ∫∫
G

f (x, y) dxdy (7.12)

íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì äâîéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Ìíîæåñòâî A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì

ìåðû íóëü â ñìûñëå Ëåáåãà, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òà-
êîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîé ñèñòåìîé n-ìåðíûõ
ïðîìåæóòêîâ (áðóñîâ), ñóììà îáú¼ìîâ êîòîðûõ ìåíüøå ε.

Ìîæíî äàòü è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ æîðäàíîâà ìíîæåñòâà, ýêâèâà-
ëåíòíîå îïðåäåëåíèþ 7.2 (äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé) à èìåí-
íî: ìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâûì, åñëè îíî îãðàíè÷åíî è ìåðà
Ëåáåãà åãî ãðàíèöû (ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ òî÷åê) ðàâíà íóëþ.

Çàìå÷àíèå 7.6. (íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ìåðû íóëü â
ñìûñëå Ëåáåãà):
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1. Òî÷êà åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íóëü.

2. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ
ìåðû íóëü åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íóëü.

3. Ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íóëü.

4. Åñëè A ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è A = D (f)
è ôóíêöèÿ f (x) . . . f (x1, . . . , xn) íåïðåðûâíà íà A, òî ãðàôèê ôóíêöèè
f(x) åñòü ìíîæåñòâî ìåðû íóëü.

Îïðåäåëåíèå 7.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Gn) æîðäàíîâûõ ìíî-
æåñòâ Gn ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî èñ÷åðïûâàþùåé ìíîæå-

ñòâî G ⊂ Rn, åñëè:

1. Gn ⊂ Gn+1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N;
2. G =

∞⋃
n=1

Gn.

Îïðåäåëåíèå 7.5. Åñëè äëÿ ëþáîé óêàçàííîé â îïðåäåëåíèè 7.4 ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé îäèí è òîò æå ïðåäåë ÷èñëî-

âîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(∫∫
Gn

f (x, y) dxdy

)
, òî íåñîáñòâåííûé èíòå-

ãðàë (7.12) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè æå òàêîé
ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (7.12) íàçûâàåòñÿ
ðàñõîäÿùèìñÿ.
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Çàìå÷àíèå 7.7. Óêàçàííîå â îïðåäåëåíèè 7.5 òðåáîâàíèå íåçàâèñè-
ìîñòè ïðåäåëà lim

n→∞

∫∫
Gn

f (x, y) dxdy îò âûáîðà èñ÷åðïûâàíèÿ ìîæíî çà-

ìåíèòü òðåáîâàíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî óêàçàííîãî ïðåäåëà äëÿ
ëþáîãî èñ÷åðïûâàíèÿ. Äîñòàòî÷íîñòü òàêîãî òðåáîâàíèÿ ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî åñëè ñóùåñòâóþò äâà èñ÷åðïûâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ óêàçàííûå ïðåäå-
ëû áóäóò ðàçëè÷íûìè, òî îáÿçàòåëüíî íàéä¼òñÿ èñ÷åðïûâàíèå, ÷òî ýòîò
êîíå÷íûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 7.3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫∫
G

x

y
dxdy, (7.13)

ãäå G =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣y≥1

−1≤x≤1

}
.

J Ïîñòðîèì ðèñóíîê îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
Âûáèðàåì ñëåäóþùèå äâà èñ÷åðïûâàíèÿ ìíîæåñòâà G.

1.
(
G

1
n

)
, G

1
n =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣−1≤y≤n
−1≤x≤1

}
,

2.
(
G

2
n

)
, G

2
n =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣0≤x≤1

n≤y≤2n

}⋃
G1
n.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f (x, y) = x
y íåïðåðûâíà è íà G

1
n, è íà G

2
n.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû Ðèìàíà ôóíêöèè f(x) êàê ïî
îáëàñòè G1

n

(
f(x) ∈ R

(
G1
n

))
, òàê è ïî îáëàñòè G2

n

(
f(x) ∈ R

(
G2
n

))
.
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Íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëû

lim
n→∞

∫∫
G1
n

x

y
dxdy = lim

n→∞

n∫
1

dy

y

1∫
−1

xdx = lim
n→∞

(
ln y|n1 ·

x2

2

∣∣∣∣1
−1

)
=

= lim
n→∞

(
(lnn− ln 1) · 1

2

(
12 − 12

))
= 0,

lim
n→∞

∫∫
G2
n

x

y
dxdy = lim

n→∞

∫∫
(G2

n)
′

x

y
dxdy +

∫∫
(G2

n)
′′

x

y
dxdy

 =

= lim
n→∞

 n∫
1

dy

y

1∫
−1

xdx+

2n∫
n

dy

y

1∫
0

xdx

 =

= lim
n→∞

(
ln y|2nn ·

x2

2

∣∣∣∣1
0

)
= lim

n→∞
(ln 2n− lnn) · 1

2
=

1

2
ln 2.

Òàê êàê ïðåäåëû ðàçíûå, òî íàø íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.I
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7.2.2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíê-
öèé

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà-êðèòåðèé.

Òåîðåìà 7.2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (7.12) îò íåîòðèöàòåëüíîé
â îáëàñòè G ôóíêöèè f (x, y) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóáèðóåìûõ îáëàñòåé (Gn), ìîíîòîííî
èñ÷åðïûâàþùèõ îáëàñòü G, äëÿ êîòîðîé áûëà áû îãðàíè÷åíà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an =

∫∫
Gn

f (x, y) dxdy. (7.14)

J Íåîáõîäèìîå óñëîâèå. Åñëè èíòåãðàë (7.12) ñõîäèòñÿ, òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü

(∫∫
Gn

f (x, y) dxdy

)
èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, ïîýòîìó îíà

îãðàíè÷åíà.
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (7.14) � íåóáûâàþùàÿ

Gn ⊂ Gn+1 è f (x, y) ≥ 0 ⇒ an ≤ an+1 è îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó è îãðàíè-
÷åíà ñâåðõó. Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (7.14) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó
÷èñëó I. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî è äëÿ ëþáîé äðóãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(G′n) êóáèðóåìûõ îáëàñòåé, ìîíîòîííî èñ÷åðïûâàþùèõ îáëàñòåé G, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ åé ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà (7.14).I
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Ñëåäñòâèå 7.1. (îáùèé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü äëÿ ëþáûõ
òî÷åê M (x, y) ∈ G (G � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç R2) âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî:

0 ≤ f (x, y) ≤ g (x, y) , (7.15)

à íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ∫∫
G

g (x, y) dxdy (7.16)

ñõîäèòñÿ. Òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫∫
G

f (x, y) dxdy (7.17)

òàêæå ñõîäèòñÿ.

J Åñëè (Gn) åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàñòåé, ìîíîòîííî èñ÷åðïû-
âàþùèõ îáëàñòü G, òî èç íåðàâåíñòâà

an =

∫∫
Gn

f (x, y) dxdy ≤
∫∫
Gn

g (x, y) dxdy = bn (7.18)

âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) � îãðàíè÷åííà, òàê êàê (bn) �
îãðàíè÷åíà. Íî òîãäà èç òåîðåìû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë (7.17)
ñõîäèòñÿ.I
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Ñëåäñòâèå 7.2. Åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫∫
G

|f (x, y)| dxdy ñõî-

äèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë
∫∫
G

f (x, y) dxdy.

J Ââåä¼ì ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

f+ (x, y) =
|f (x, y)|+ f (x, y)

2
è

f− (x, y) =
|f (x, y)| − f (x, y)

2
.

Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

0 ≤ f− (x, y) ≤ |f (x, y)|

è
0 ≤ f+ (x, y) ≤ |f (x, y)| .

Ïî ñëåäñòâèþ 7.1 ñõîäÿòñÿ èíòåãðàëû∫∫
G

f− (x, y) dxdy è

∫∫
G

f+ (x, y) dxdy.

Òîãäà ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë∫∫
G

(f+ (x, y)− f− (x, y)) dxdy =

∫∫
G

f (x, y) dxdy. I
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Îïðåäåëåíèå 7.6. Èíòåãðàë
∫∫
G

f (x, y) dxdy íàçûâàåòñÿ àáñîëþò-

íî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
∫∫
G

|f (x, y)| dxdy.

Çàìå÷àíèå 7.8. Ñëåäñòâèå 7.2 ïîñëå îïðåäåëåíèÿ 7.6 ìîæíî ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (äàæå äëÿ ëþáîãî n-êðàòíîãî, n ∈ N,
n ≥ 2, íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà): åñëè óêàçàííûé èíòåãðàë àáñîëþò-
íî ñõîäèòñÿ òî îí ñõîäèòñÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ n-êðàòíûõ íåñîáñòâåííûõ
èíòåãðàëîâ (n ≥ 2) ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè èíòåãðàë
ñõîäèòñÿ, òî îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Òî åñòü äëÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ íåò
ïîíÿòèÿ óñëîâíîé ñõîäèìîñòè.

Ïðè÷èíà òàêîé ñèòóàöèè êðîåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ,
íàïðèìåð: äëÿ ëó÷à [a,+∞) â òåîðèè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ðàñ-
ñìàòðèâàþò èñ÷åðïûâàíèå òîëüêî ïðîìåæóòêàìè è íå ïðîèçâîëüíûìè
æîðäàíîâûìè ìíîæåñòâàìè.
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7.2.3. Ñâåäåíèå íåñîáñòâåííîãî êðàòíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîð-
íîìó

Òåîðåìà 7.3. Åñëè ìíîæåñòâî G =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣x ∈ X, y ∈ X(x)

}
è f(x, y) ≥ 0 äëÿ òî÷åê (x, y) ∈ G, òî ðàâåíñòâî∫∫

G

f(x, y)dxdy =

∫
X

dx

∫
X(x)

f(x, y)dy (7.19)

ñïðàâåäëèâî â òîì ñìûñëå, ÷òî êðàòíûé è ïîâòîðíûé èíòåãðàëû èëè
îäíîâðåìåííî ðàñõîäÿòñÿ, èëè îäíîâðåìåííî ñõîäÿòñÿ è ðàâíû ïî âå-
ëè÷èíå (òåîðåìó òîëüêî ôîðìóëèðîâàòü).

Ïðèìåð 7.4. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë èëè óñòàíîâèòü åãî
ðàñõîäèìîñòü ∫∫

G

e−x
√
y
dxdy, (7.20)

ãäå G =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣x > 0, 0 < xy < 1

}
.

J Â íàøåì ñëó÷àå óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ. Ñäå-
ëàåì ýñêèç ÷åðòåæà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ (ðèñóíîê 7.1).
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Ðèñóíîê 7.1

Çàìåíÿåì èíòåãðàë (7.20) ïîâòîðíûì

∫∫
G

e−x
√
y
dxdy =

+∞∫
0

e−xdx

1
x∫

0

dy
√
y

= I.

Òîãäà

I =

+∞∫
0

e−xdx

1
x∫

0

y−
1
2dy =

+∞∫
0

e−x
y

1
2

1
2

∣∣∣∣∣
1
x

0

dx =

+∞∫
0

2

√
1

x
e−xdx =
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=

 √x = t

tí = 0
tâ =∞

∣∣∣∣∣∣
√

1

x
=

1

t

∣∣∣∣∣ x = t2

dx = 2tdt

∣∣∣∣ e−x = e−t
2

 =

=

+∞∫
0

2
1

t
e−t

2

2tdt = 4

+∞∫
0

e−t
2

dt = 4

√
π

2
= 2
√
π.

Îòâåò: I = 2
√
π. I

Çàìå÷àíèå 7.9. Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 7.8 è òåîðåìó 7.2, íåñîáñòâåí-
íûé èíòåãðàë âèäà ∫∫

G

f(x, y)g(x, y)dxdy, (7.21)

ãäå 0 < C1 ≤ |f(x, y)| ≤ C2 < +∞ è f ∈ C(G), à g(x, y) > 0, áóäåò
ñõîäèòüñÿ èëè ðàñõîäèòüñÿ îäíîâðåìåííî ñ èíòåãðàëîì∫∫

G

g(x, y)dxdy. (7.22)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà (7.22) äîñòàòî÷íî âçÿòü
îäíó (ëþáóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Gn) è èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ïðå-
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äåë

lim
n→∞

∫∫
G

g(x, y)dxdy. (7.23)

Ïðèìåð 7.5. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫∫
G

−2 + sin(x+ y)

(x2 + y2)α
dxdy, (7.24)

ãäå G =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣x2 + y2 ≥ 1

}
.

J Îáîçíà÷èì: f(x, y) = −2 + sin(x+ y) è g(x, y) = 1
(x2+y2)

α . Ôóíêöèè

f(x, y) è g(x, y) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, óêàçàííûì â ïðåäûäóùåì çà-
ìå÷àíèè. Òîãäà èíòåãðàë (7.24) ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî
ñ èíòåãðàëîì ∫∫

G

dxdy

(x2 + y2)α
. (7.25)

Â êà÷åñòâå èñ÷åðïûâàíèÿ ìíîæåñòâà G âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(Gn) , Gn =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ 1 ≤ x2 + y2 ≤ n2

}
.
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Â èíòåãðàëå In =
∫∫
Gn

dxdy
(x2+y2)

α ïåðåõîäèì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

In =

2π∫
0

dϕ

n∫
1

dr

r2α−1
= 2π

n∫
1

dr

r2α−1
,

lim
n→∞

In = lim
n→∞

∫∫
Gn

dxdy

(x2 + y2)α
= lim

n→∞
2π

n∫
1

dr

r2α−1
= 2π

∞∫
0

dr

r2α−1
. (7.26)

Èíòåãðàë ïðàâîé ÷àñòè (7.26) ñõîäèòñÿ, åñëè 2α − 1 > 1, α > 1, è
ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 1.I

Çàìå÷àíèå 7.10. Äëÿ íåñîáñòâåííûõ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ òåîðèÿ.
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ËÅÊÖÈß 8

Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà

Ïðè èçó÷åíèè ôèçèêè â âóçå ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ìíîãèå çàäà÷è ñ
èñïîëüçîâàíèåì òàê íàçûâàåìûõ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî è
âòîðîãî ðîäà. Ýòî, íàïðèìåð, íàõîæäåíèå ìàññû ìàòåðèàëüíîé êðèâîé,
ðàáîòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ â ñèëîâîì ïîëå ïî îïðåäåëåí-
íîé ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé, èëè íàõîæäåíèå ïîëíîãî çàðÿäà ïðîâîäíèêà,
à òàêæå äðóãèå çàäà÷è ôèçèêè.

8.1. Çàäà÷à, ïðèâîäÿùàÿ ê ïîíÿòèþ êðèâîëèíåéíîãî
èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Çàäà÷à. Î ìàññå ìàòåðèàëüíîé äóãè.

J Ïóñòü äàíà ïëîñêàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ L(B,C)
(ðèñóíîê 8.1), ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðîé ρ(x, y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ íà êðèâîé L. Íåîáõîäèìî äàòü ïîíÿòèå ìàññû êðèâîé L è óêàçàòü
ñïîñîá åå âû÷èñëåíèÿ.

Áåðåì ëþáûå ðàçáèåíèå τL êðèâîé L íà ÷àñòè÷íûå ñïðÿìëÿåìûå äó-
ãè Lk, k = 1, n, ñ ïîìîùüþ òî÷åê Mk, k = 0, n. Ïóñòü ∆Lk � äëèíà
÷àñòè÷íîé äóãè Lk. Áåðåì ëþáóþ òî÷êó Mk(xk, yk) ∈ Lk è ñ÷èòàåì, ÷òî
â ëþáîé òî÷êå M(x, y) ∈ Lk ïëîòíîñòü ðàâíà ρ(xk, yk). Òîãäà ìàññà ÷à-
ñòè÷íîé äóãè Lk áóäåò ∆mk ≈ ρ(xk, yk)∆Lk, à âñÿ ìàññà êðèâîé L áóäåò
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Ðèñóíîê 8.1

ïðèáëèæåííî ðàâíà

στL ≈
n∑
k=1

ρ(xk, yk)∆Lk. (8.1)

Îáîçíà÷àåì: λτ = max
k
{∆Lk}. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
λτ→0

στL (8.2)

è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ τL ìàòåðèàëüíîé ñïðÿì-
ëÿåìîé êðèâîé L íà ÷àñòè÷íûå ñïðÿìëÿåìûå äóãè Lk, à òàêæå îò âûáîðà
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òî÷åê Mk(xk, yk) ∈ Lk, òî îí íàçûâàåòñÿ ìàññîé ìàòåðèàëüíîé êðè-
âîé L.I

8.2. Ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Îòâëåêàåìñÿ îò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ρ(x, y), íî ïîâòîðÿåì
âñå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, è ïðèõîäèì ê ïî-
íÿòèþ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà äëÿ ôóíêöèè f(x, y).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ñïðÿìëÿåìîé êðè-
âîé L. Òàêæå ââîäèì

στL(f(x, y), Lk) = στL =
n∑
k=1

f(xk, yk)∆Lk. (8.3)

Îïðåäåëåíèå 8.1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
λτ→0

στL (8.4)

è îí íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçâèòèÿ τL ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L íà ÷à-
ñòè÷íûå ñïðÿìëÿåìûå äóãè Lk, à òàêæå îò âûáîðà òî÷åê
Mk(xk, yk) ∈ Lk, òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòå-

ãðàëîì ïåðâîãî ðîäà (ïî äëèíå äóãè) ôóíêöèè f(x, y) ïî êðèâîé L.
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Óêàçàííûé èíòåãðàë îáîçíà÷àåòñÿ∫
L

f(x, y)dL. (8.5)

8.3. Ñóùåñòâîâàíèå è âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
ïåðâîãî ðîäà

Òåîðåìà 8.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà
ãëàäêîé áåç îñîáûõ òî÷åê êðèâîé L, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè{

x = ϕ(t),
y = ψ(t),

t ∈ [α, β] , α < β, (8.6)

ôóíêöèè ϕ(t) è ψ(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [α, β] è
(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 > 0 äëÿ ëþáûõt ∈ [α, β].

Òîãäà êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà
∫
L

f(x, y)dL ñóùåñòâóåò

è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫
L

f(x, y)dL =

β∫
α

f(ϕ(t), ψ(t))
√
ϕ′2(t) + ψ′2(t)dt. (8.7)

J Âíà÷àëå íà êðèâîé L âîçüìåì çà ïàðàìåòð l � äëèíó äóãè, îòñ÷èòû-
âàåìóþ îò íà÷àëüíîé òî÷êè B äî òåêóùåé (ðèñóíîê 8.1). ×åðåç ïàðàìåòð
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l íàøà êðèâàÿ çàïèøåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé{
x = x(l),
y = y(l),

0 ≤ l ≤ |L| , (8.8)

|L| � äëèíà êðèâîé L, à ôóíêöèÿ f(x, y), îïðåäåëåííàÿ íà êðèâîé L, ïðè-
ìåò âèä f(x(l), y(l)) = µ(l). Ïóñòü òî÷êåMk(xk, yk) ñîîòâåòñòâóåò çíà÷å-
íèå ïàðàìåòðà lk. Òîãäà èíòåãðàëüíàÿ ñóììà (8.1) ïðèìåò âèä (ñ÷èòàåì
ρ(x, y) = f(x, y), ∆Lk = ∆lk).

στL(f(x, y), lk) =
n∑
k=1

f(x(lk), y(lk))∆lk. (8.9)

Ïîëó÷èëè èíòåãðàëüíóþ ñóììó (8.9) äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

|L|∫
0

f(x(l), y(l))dl. (8.10)

Èíòåãðàëüíûå ñóììû (8.3) è (8.9) ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ïîýòîìó

∫
L

f(x, y)dL =

|L|∫
0

f(x(l), y(l))dl. (8.11)
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Ôîðìóëà (8.11), âûðàæàþùàÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà
÷åðåç îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, ÷àñòî íåóäîáíà ïðè âû÷èñëåíèè êðèâî-
ëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ëó÷øå ââåñòè ïàðàìåòð ïî ôîð-
ìóëå (8.6) ñî âñåìè óêàçàííûìè òàì ñâîéñòâàìè, ïðè÷åì âîçðàñòàíèþ
ïàðàìåòðà t ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàíèå äëèíû äóãè l.

Òîãäà ýëåìåíò äëèíû äóãè

dl =
√
ϕ′2(t) + ψ′2(t)dt. (8.12)

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.11) ïðîâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé â îïðå-
äåëåííîì èíòåãðàëå è ïîëó÷èì ôîðìóëó (8.7).I

Çàìå÷àíèå 8.1. Ïðè çàäàíèè êðèâîé L êàê ãðàôèêà ôóíêöèè y = y(x)
(ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ïðåäûäóùåé òåîðåìû) áóäåì èìåòü ôîðìóëó
(8.7) â âèäå

∫
L

f(x, y)dL =

b∫
a

f(x, y(x))
√

1 + y′2(x)dx, (8.13)

ãäå ôóíêöèÿ y(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b], a < b.

Åñëè êðèâàÿ L çàäàíà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèåì
r = r(ϕ), ϕ ∈ [α, β], α < β (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 8.1),
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òî ∫
L

f(x, y)dL =

β∫
α

f(r cosϕ, r sinϕ)
√
r′2(ϕ) + r2(ϕ)dϕ. (8.14)

Çàìå÷àíèå 8.2. Èç ôîðìóëû (8.11) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(M)
íåïðåðûâíà íà ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L, òî ñóùåñòâóåò

∫
L

f(M)dL.

Ïðèìåð 8.1. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ïî
ïëîñêîé êðèâîé L ∫

L

f(x, y)dL,

ãäå f(x, y) =
√
x2 + y2 è L � îêðóæíîñòü x2 + y2 = ax, a > 0.

J Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå êðèâóþ L (ðèñóíîê 8.28.2)

x2 + y2 − ax = x2 − 2x
a

2
+
a2

4
− a2

4
+ y2 =

(
x− a

2

)2

+ y2 − a2

4
;(

x− a

2

)2

+ y2 =
(a

2

)2

.

Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò L:

r2 = ar cosϕ, r = a cosϕ, f(x, y) =
√
x2 + y2 = r,
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Ðèñóíîê 8.2

∫
L

f(x, y)dL =

π
2∫

−π
2

a cosϕ · adϕ = a2 sinϕ|
∣∣∣ π2−π2 = 2a2.

Îòâåò:
∫
L

f(x, y)dL = 2a2.I

Çàìå÷àíèå 8.3. Àíàëîãè÷íî ïëîñêîìó ñëó÷àþ ââîäèòñÿ êðèâîëèíåé-
íûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà â ïðîñòðàíñòâå. Òàêæå ñïðàâåäëèâà àíàëî-
ãè÷íàÿ òåîðåìà, ÷òî è òåîðåìà 8.1.
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Ïóñòü âR3 ãëàäêàÿ êðèâàÿ L áåç îñîáûõ òî÷åê çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè
x = ϕ(t),
y = ψ(t), t ∈ [α, β] , α < β

z = γ(t),
, (8.15)

Ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà êðèâîé L. Òîãäà
êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫
L

f(x, y, z)dL =

β∫
α

f(ϕ(t), ψ(t), γ(t))
√
ϕ′2(t) + ψ′2(t) + γ′2(t)dt. (8.16)

Êðèâàÿ L ìîæåò áûòü â ôîðìóëå (8.16) è êóñî÷íî-ãëàäêîé, à ôóíêöèÿ
f(x, y) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà ýòîé êðèâîé.

Ïðèìåð 8.2. Íàéòè ìàññó ìàòåðèàëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé

~r = cos t ·~i+ sin t ·~j + t · ~k,

ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðîé

ρ(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)−1,

åñëè 0 ≤ t ≤ 2π.
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J Íàøà êðèâàÿ åñòü âèíòîâàÿ ëèíèÿ âèäà ~r(t) = (a cos t, a sin t, bt),
êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðàåêòîðèþ êàêîé-ëèáî òî÷êè M òâåðäîãî
òåëà, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè è ñêîëüçèò âäîëü íåå
òàê, ÷òî ïåðåìåùåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî óãëó ïîâîðîòà (ðèñóíîê 8.3).

Ðèñóíîê 8.3

Âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãîì çàäà÷è î ìàññå ïëîñêîé ìàòåðèàëüíîé äóãè è
ïîíÿòèåì êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà. Òîãäà èñêîìàÿ ìàññà

mL =

∫
L

ρ(x, y, z)dL =
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=

2π∫
0

1

cos2 t+ sin2 t+ t2

√
(cos t)′2 + (sin t)′2 + (t′)2dt =

=

2π∫
0

1

1 + t2

√
2dt =

√
2 arctgt|2π0 =

√
2arctg2π (åä. ìàññû).

Îòâåò: mL =
√

2arctg2π (åä. ìàññû).I

8.4. Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà âî ìíîãîì àíàëî-
ãè÷íû ñâîéñòâàì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Èõ îáîñíîâàíèå ñëåäóåò èç
ôîðìóëû (8.10). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïåðå÷èñëèì ýòè ñâîéñòâà.

Òåîðåìà 8.2 (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè). Ïóñòü ñóùåñòâóþò êðèâî-
ëèíåéíûå èíòåãðàëû

∫
L

f(M)dL è
∫
L

g(M)dL, ãäå M(x, y) � äëÿ ïëîñêî-

ñòè è M(x, y, z) � äëÿ ïðîñòðàíñòâà, à α è β � ëþáûå ôèêñèðîâàííûå
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ñóùåñòâóåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë∫

L

(αf(M) + βg(M))dL
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è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫
L

(αf(M) + βg(M))dL = α

∫
L

f(M)dL+ β

∫
L

g(M)dL. (8.17)

Òåîðåìà 8.3 (ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè). Ïóñòü ñïðÿìëÿåìàÿ êðè-
âàÿ L åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ L1 è L2 áåç îáùèõ
âíóòðåííèõ òî÷åê, à ôóíêöèÿ f(M) (M(x, y) èëè M(x, y, z)) îïðåäåëå-
íà íà êðèâîé L. Òîãäà∫

L

f(M)dL =

∫
L1

f(M)dL+

∫
L2

f(M)dL, (8.18)

ïðè÷åì èíòåãðàë â (8.18) ñëåâà ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû ñïðàâà.

Òåîðåìà 8.4 (ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè). Åñëè ñóùåñòâóåò∫
L

f(M)dL

è f(M) ≥ 0 íà ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L, òî∫
L

f(M)dL ≥ 0. (8.19)
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Ñëåäñòâèå 8.1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû∫
L

f(M)dL,

∫
L

g(M)dL

è f(M) ≥ g(M) íà ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî ∫

L

f(M)dL ≥
∫
L

g(M)dL. (8.20)

Òåîðåìà 8.5 (îöåíêà ïî ìîäóëþ). Åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë∫
L

f(M)dL, òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
∫
L

|f(M)| dL è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣∣∣
∫
L

f(M)dL

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
L

|f(M)| dL. (8.21)

Òåîðåìà 8.6 (òåîðåìà î ñðåäíåì). Åñëè ôóíêöèÿ f(M) èíòåãðè-
ðóåìà ïî êðèâîé L è m = inf

M∈L
f(M), M = sup

M∈L
f(M), òî ñóùåñòâóåò

µ ∈ [m,M ], ÷òî ∫
L

f(M)dL = µ |L| . (8.22)
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Ñëåäñòâèå 8.2. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèÿì òåîðåìû 8.6 áóäåò
åùå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà êðèâîé L, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà M0 ∈ L,
÷òî ∫

L

f(M)dL = f(M0) |L| . (8.23)

Òåîðåìà 8.7 (íåçàâèñèìîñòü îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî
êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ). Åñëè ñóùåñòâóåò

∫
L

f(M)dL, òî ñóùå-

ñòâóåò è
∫
L′−

f(M)dL è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
L

f(M)dL =

∫
L−

f(M)dL, (8.24)

ãäå L è L− îäíà è òà æå êðèâàÿ, íî äâèæåíèÿ ïî ýòîé êðèâîé ïðîòè-
âîïîëîæíû.

8.5. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ
ïåðâîãî ðîäà

1. Ìàññà ìàòåðèàëüíîé êðèâîé

Ðàíåå íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìàññà ñïðÿìëÿåìîé ìàòåðèàëüíîé
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êðèâîé L îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

mL =

∫
L

ρ(M)dL, (8.25)

ãäå ρ(M) � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü êðèâîé.

Ïðèìåð 8.3. Íàéòè ìàññó ìàòåðèàëüíîé êðèâîé L, çàäàííîé ñîîò-
íîøåíèÿìè x2 + y2 + z2 = 2ax, a > 0, x2 + y2 = z2, z ≥ 0. Ïëîòíîñòü
êðèâîé L ρ = z.

J Èç ñèñòåìû {
x2 + y2 + z2 = 2ax
x2 + y2 = z2

èñêëþ÷èì z, ïîëó÷èì x2 + y2 = ax. Çíà÷èò, ïðîåêöèÿ êðèâîé L íà ïëîñ-
êîñòü z = 0 áóäåò îêðóæíîñòü(

x− a

2

)2

+ y2 =
a2

4
. (8.26)

Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè (8.26) ìîæíî çàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêè{
x = a

2 + a
2 cos t,

y = a
2 sin t,

(8.27)

ãäå t ∈ [−π, π].
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Èç óðàâíåíèÿ x2 + y2 = z2 ïðè z ≥ 0 íàõîäèì (−π ≤ t ≤ π)

z =
√
x2 + y2 =

√(a
2

+
a

2
cos t

)2

+
(a

2
sin t

)2

=

√
a2

4
(1 + 2 cos t+ 1) =

=

√
a2

2
(1 + cos t) =

√
a2

2
2 cos2

t

2
= a cos

t

2
.

Òîãäà ìàññà êðèâîé L áóäåò

mL =

∫
L

ρdL =

∫
L

zdL =

=

π∫
−π

a cos t

√(
−a

2
sin t

)2

+
(a

2
cos t

)2

+

(
−a

2
cos

t

2

)2

dt =

=

π∫
−π

a cos
t

2
· a

2

√
1 + sin2 t

2
dt =

[
d

(
sin

t

2

)
=

1

2
cos

t

2
dt

]
=

=

π∫
−π

a2

√
1 + sin2 t

2
d

(
sin

t

2

)
=

[
u = sin

t

2

∣∣∣∣ uí = −1
uâ = 1

]
=
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= a2

1∫
−1

√
1 + u2du = 2a2

1∫
0

√
1 + u2du =

= 2a2

[
y =
√

1 + u2, dy = udu√
1+u2

dv = du, v = u

]1

0

=

= 2a2

u√1 + u2
∣∣∣1
0
−

1∫
0

u2 + 1− 1√
1 + u2

du

 =

= 2a2

√2−
1∫

0

√
1 + u2du+ ln

(
u+

√
1 + u2

)∣∣∣1
0

 =

= −2a2

1∫
0

√
1 + u2du+ 2a2

(√
2 + ln

(
1 +
√

2
))

=

= a2
(√

2 + ln
(

1 +
√

2
))

(åä. ìàññ).

Îòâåò: mL = a2
(√

2 + ln
(
1 +
√

2
))

(åä.ìàññ).I
2. Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ìàòåðèàëüíîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî

êîîðäèíàòíûõ îñåé
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Çíàåì, ÷òî ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m îò-
íîñèòåëüíî îñåé l áóäåò

Ml = md, (8.28)

ãäå d � ðàññòîÿíèå óêàçàííîé òî÷êè äî îñè l.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôîðìóë äëÿ ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ìàòåðèàëüíîé
ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé ïðèìåíèì ìåòîä
èíòåãðàëà. Çíàåì, ÷òî ýëåìåíò ìàññû êðèâîé L åñòü ρ(x, y)dL, ãäå ρ(x, y)
� ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü êðèâîé L, à dL � ýëåìåíò äëèíû ýòîé êðèâîé.
Òîãäà ýëåìåíòû èñêîìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ áóäóò: yρ(x, y)dL �
îòíîñèòåëüíî îñè Ox è xρ(x, y)dL � îòíîñèòåëüíî îñè Oy. À ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìîìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

MOx =

∫
L

yρ, y)dL, (8.29)

MOy =

∫
L

xρx, y)dL. (8.30)

Ïðèìåð 8.4. Íàéòè ñòàòèñòè÷åñêèé ìîìåíò îäíîðîäíîé äóãè ýëëèï-
ñà x2

a2 + y2

b2 = 1 ïëîòíîñòè ρ, ðàñïîëîæåííîé â ïåðâîì êâàäðàòå, îòíîñè-
òåëüíî îñè Ox (a > b).
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J Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (8.29). Èñïîëüçóåì ïàðàìåòðè÷åñêîå çà-
äàíèå ýëëèïñà {

x = a cos t,
y = b sin t,

t ∈
[
0,
π

2

]
.

MOx = bρ

π
2∫

0

sin t
√
a2 sin2 t+ b2 cos2 tdt−

−bρ

π
2∫

0

√
a2 + (b2 − a2) cos td(cos t) =

=

 u = cos t,
uí = 1,
uâ = 0

 = bρ

1∫
0

√
a2 + (b2 − a2)u2du =

= bρ

1∫
0

√
a2 − (a2 − b2)u2du =

=

∫ √a2 − (a2 − b2)u2dy =
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=

[
y =

√
a2 − (a2 − b2)u2, dy = (a2−b2)udu√

a2−(a2−b2)u2
,

dv = du, v = u

]
=

= u
√
a2 − (a2 − b2)u2 −

∫
−(a2 − b2)u2 + a2 − a2√

a2 − (a2 − b2)u2
du =

=
1

2

(
u
√
a2 − (a2 − b2)u2 +

a2

√
a2 − b2

arcsin

√
a2 − b2u

a

)]
=

=
bρ

2

u√a2 − (a2 − b2)u2
∣∣∣1
0

+
a2

√
a2 − b2

arcsin

√
a2 − b2

a
u

∣∣∣∣∣
1

0

 =

= ρ

(
b2

2
+

a2b

2
√
a2 − b2

arcsin

√
a2 − b2

a

)
.

Îòâåò: MOx = ρ
(
b2

2 + a2b
2
√
a2−b2 arcsin

√
a2−b2
a

)
.I

3. Öåíòðû òÿæåñòè ìàòåðèàëüíûõ êðèâûõ

Öåíòðîì òÿæåñòè (öåíòðîì ìàññ) ìàòåðèàëüíîé ñïðÿìëÿåìîé êðè-
âîé L áóäåò òàêàÿ òî÷êà M0(xC , yC) ∈ R2, ÷òî åñëè â ýòîé òî÷êå ñî-
ñðåäîòî÷èòü âñþ ìàññó êðèâîé L, òî ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû òî÷êè
M0(xC , yC) îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé áóäóò ðàâíû ñîîòâåòñòâåí-
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íî ñòàòèñòè÷åñêèì ìîìåíòàì ñàìîé êðèâîé L îòíîñèòåëüíî ýòèõ îñåé{
MOx = mL · yC ,
MOy = mL · xC ,

(8.31)

òî åñòü {
xC =

MOy

mL
,

yC = MOx

mL
.

(8.32)

Ïðèìåð 8.5. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ, ðàñïðåäåëåííûõ ïî
ïëîñêîé êðèâîé x

2
3 + y

2
3 = a

2
3 , y ≥ 0 ñ ëèíåéíîé ïëîñêîñòüþ ρ = 1.

J Íàøà êðèâàÿ åñòü àñòðîèäà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå x = a cos3 t,

y = a sin3 t â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ðèñóíîê 8.4)

Ðèñóíîê 8.4

Âèäíî, ÷òî xC = 0. Îðäèíàòó öåíòðà òÿæåñòè êðèâîé L íàõîäèì ïî
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ôîðìóëå

yC =

∫
L

ydL∫
L

dL
(8.33)

Íàõîäèì

dL =
√
x′2 + y′2dt =

=
√

(3a cos2 t · (− sin t))2 + (3a sin2 t · cos t)2 = 3a sin t · |cos t| .

Òîãäà

yC =

π∫
0

a sin3 ·3a sin t · |cos t| dt
π∫
0

3a sin t · |cos t| dt
=

a

(
π
2∫

0

sin4 td (sin t)−
π∫
π
2

sin4 td (sin t)

)
π
2∫

0

sin td(sin t)−
π∫
π
2

sin td(sin t)

=

=

a

(
sin5 t

5

∣∣∣π2
0
− sin5 t

5

∣∣∣π
π
2

)
sin2 t

2

∣∣∣π2
0
− sin2 t

2

∣∣∣π
π
2

=
2

5
a.

Îòâåò: M0

(
0, 2

5a
)
.I
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4. Ìîìåíò èíåðöèè ïëîñêîé ìàòåðèàëüíîé ñïðÿìëÿåìîé êðè-
âîé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé

Çíàåì, ÷òî ìîìåíòàìè èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m îòíî-
ñèòåëüíî îñè l áóäåò

Il = md2, (8.34)

ãäå d � ðàññòîÿíèå óêàçàííîé òî÷êè îò îñè l.
Òîãäà ýëåìåíò âåëè÷èíû (ìîìåíòà èíåðöèè) îòíîñèòåëüíî îñè Ox áó-

äåò dIOx = y2ρ(x, y)dL, à îòíîñèòåëüíî îñè Oy � dIOy = x2ρ(x, y)dL. Ñàì
ìîìåíò èíåðöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (äëÿ êðèâîé L)

IOx =

∫
L

y2ρ(x, y)dL (8.35)

è

IOy =

∫
L

x2ρ(x, y)dL. (8.36)

Ïðèìåð 8.6. Íàéòè ìîìåíò èíåðöèè IOx îäíîé àðêè öèêëîèäû
x = a(t+ sin t), y = a(1− cos t), a > 0, |t| ≤ π, ρ = 1.

J Íàõîäèì ìîìåíò èíåðöèè ïî ôîðìóëå

IOx =

∫
L

y2dL (8.37)
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dL =
√

(a(1 + cos t))2 + (a sin t)2 = a
√

1 + 2 cos t+ cos2 t+ sin2 t =

= a
√

2(1 + cos t) = a

√
2 · 2 cos2

t

2
= 2a cos

t

2
.

IOx = 4a3

π∫
0

(1−cos t)2 cos
t

2
dt = 4a3

π∫
0

(
1− 2 cos t+

1 + cos 2t

2

)
cos

t

2
dt =

= 4a3

π∫
0

(
3

2
cos

t

2
− 2 cos t · cos

t

2
+

1

2
cos 2t · cos

t

2

)
dt =

= 4a3

3 sin
t

2

∣∣∣∣π
0

−
π∫

0

(
cos

t

2
+ cos

3

2
t

)
dt+

1

4

π∫
0

(
cos

3

2
t+ cos

5

2
t

)
dt

 =

= 4a3

(
3− 3 sin

t

2

∣∣∣∣π
0

− 2

3
sin

3

2
t

∣∣∣∣π
0

+
1

4
· 2

3
sin

3

2
t|π0 +

1

4
· 2

5
sin

5

2
t

∣∣∣∣π
0

)
=

= 4a3

(
3− 2 +

2

3
− 1

6
+

1

10

)
=

32

5
a3.

Îòâåò: IOx = 32
5 a

3.I
5. Ïëîùàäü êîíå÷íîé ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè
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Èçâåñòíî ïîíÿòèå ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè è âû÷èñëåíèå
ýòîé ïëîùàäè ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Â òåîðèè êðèâîëè-
íåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïëîùàäè êîíå÷íîé
÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè è åå âû÷èñëåíèå ñ ïîìîùüþ êðèâî-
ëèíåéíîãî èíòåãðàëà.

Ïóñòü â ïëîñêîñòè z = 0 äàíà ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ L â êà÷åñòâå íà-
ïðàâëÿþùåé. Ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà íà êðèâîé L, ïðèíèìàåò
íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ åå ãðàôèêà ñîâ-
ïàäàåò ñ êðèâîé L.

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ íàïðàâëÿþùåé L
è îáðàçóþùèìè ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îòðåçêàìè ê ïëîñêîñòè z = 0, äëè-
íà êàæäîãî èç êîòîðûõ äëÿ ëþáîé òî÷êè M(x, y) ∈ L ðàâíà f(M) (ðè-
ñóíîê 8.5).

Èìååì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè óêàçàííîé ïîâåðõíîñòè

S =

∫
L

f(M)dL. (8.38)

Ïðèìåð 8.7. Íàéòè ïëîùàäü öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

F (x, y) = R2 − x2 − y2,

îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïëîñêîñòüþ z = 0 è ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ z = R+ x2

R

(R > 0).
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Ðèñóíîê 8.5

J Ó íàñ ðîëü íàïðàâëÿþùåé èãðàåò îêðóæíîñòü x2 + y2 = R2 â ïëîñ-
êîñòè z = 0 (êðèâàÿ L), à ôóíêöèÿ f(M) = R+ x2

R (ãðàôèêîì åå ÿâëÿåòñÿ
öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ïîäíÿòàÿ íàä ïëîñ-
êîñòüþ z = 0 ââåðõ íà ðàññòîÿíèå R ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè
îñè Oy).

Íàõîäèì èñêîìóþ ïëîùàäü

S =

∫
L

f(M)dL =

 f(M) = R + (R cos t)2

R = R(1 + cos2 t),

dL =

√(
R (− sin t)2

)
+ (R cos t)2 = R

 =
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= 4

π
2∫

0

R
(
1 + cos2 t

)
Rdt = 4R2

π
2∫

0

(
1 +

1 + cos 2t

2

)
dt =

= 4R2

π
2∫

0

3

2
dt = 3πR2 (êâ. åä.).

Îòâåò: S = 3πR2 (êâ. åä.).I
6. Ïðèòÿæåíèå òî÷å÷íîé ìàññû ìàòåðèàëüíîé êðèâîé
Ïóñòü L � ñïðÿìëÿåìàÿ ìàòåðèàëüíàÿ êðèâàÿ, ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü

êîòîðîé ρ(x, y). Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m íàõîäèòñÿ íà êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè â òî÷êå Mo(x0, y0). Òîãäà ìàòåðèàëüíàÿ êðèâàÿ L ïðèòÿ-

ãèâàåò òî÷êó ìàññû m ñ ñèëîé
→
F = (FOx, FOy), ãäå ïðîåêöèè ñèëû ~F íà

êîîðäèíàòíûå îñè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

FOx = γm

∫
L

ρ(x, y)(x− x0)

r3
dL (8.39)

è

FOy = γm

∫
L

ρ(x, y)(y − y0)

r3
dL, (8.40)

ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ òÿãîòåíèÿ è r =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2.
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Çàìå÷àíèå 8.4. Åñëè ðàññìàòðèâàòü óêàçàííûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ
â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå, òî ê âåêòîðó ñèëû ~F äîáàâëÿåòñÿ òðåòüÿ
êîîðäèíàòà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Foz = γm

∫
L

ρ(x, y, z)(z − z0)

r3
dL. (8.41)

Ïðèìåð 8.8. Íàéòè êîîðäèíàòû ñèëû ïðèòÿæåíèÿ îäíîðîäíîé ìà-
òåðèàëüíîé îêðóæíîñòè ìàññû M è ðàäèóñîì R ìàññû m, ïîìåùåííûé
â öåíòðå ñîîòâåòñòâóþùåé îêðóæíîñòè.

J Ïîìåñòèì íàøó ïîëóîêðóæíîñòü â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü R2. Åå

óðàâíåíèå òîãäà ïðèìåò âèä

{
x2 + y2 = R2,
y ≥ 0,

(ðèñóíîê 8.6).

Â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè Oy è îäèíàêîâîé óäàë¼ííîñòè
òî÷åê ïîëóîêðóæíîñòè îò íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîåêöèÿ ñèëû ~F , óêàçàí-
íîé â çàäà÷å, íà îñü Ox áóäåò ðàâíà íóëþ. Äàëüøå íàõîäèì ïî ôîðìóëå
(8.40)

FOy =
γm

R3
· M
πR

∫
L

ydL =

=

[
x = R cosϕ
y = R sinϕ

∣∣∣∣∣ dL =
√

(−R sinϕ)2 + (R cosϕ)2 = R,

0 ≤ ϕ ≤ π

]
=
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Ðèñóíîê 8.6

=
γmM

πR2

π∫
0

sinϕdϕ =
2γmM

πR2 .

Îòâåò: ~F =
(

0, 2γmM
πR2

)
.I
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ËÅÊÖÈß 9

Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

9.1. Çàäà÷à, ïðèâîäÿùàÿ ê ïîíÿòèþ êðèâîëèíåéíîãî
èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Çàäà÷à. Î ðàáîòå ïëîñêîãî ñèëîâîãî ïîëÿ.

J Ïóñòü â ïëîñêîé îáëàñòè G äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè çàäàíî ñèëîâîå
ïîëå, òî åñòü â êàæäîé òî÷êå M(x, y) ∈ G ïðèëîæåíà ñèëà

~F (P (x, y), Q(x, y)),

ãäå P (x, y) è Q(x, y) � ïðîåêöèÿ ýòîé ñèëû ñîîòâåòñòâåííî íà îñè x è Oy.
Íàéòè ðàáîòó ýòîé ñèëû ïðè ïåðåìåùåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åäèíè÷-
íîé ìàññû ïî ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L ⊂ G èç òî÷êè A(x, y) ∈ L â òî÷êó
B(x, y) ∈ L (ðèñóíîê 9.1).

Âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå τ êðèâîé L íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ ñïðÿì-
ëÿåìûõ äóã Lk, k = 1, n, ñ ïîìîùüþ òî÷åê

Mk ∈ L, k = 0, n, A = M0, B = Mn.

Íà êàæäîé ÷àñòè÷íîé äóãå ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì òî÷êèMk ∈ Lk. Ñ÷è-
òàåì, ÷òî óêàçàííàÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî âåêòîðàì

−−−−−→
Mk−1Mk

� çâåíüÿì ëîìàíîé lτ , âïèñàííîé â êðèâóþ L. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì,
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Ðèñóíîê 9.1

÷òî ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî çâåíó ëîìàíîé (âåêòîðó
−−−−−→
Mk−1Mk) ñèëà

−→
F

ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà ñèëå â òî÷êå Mk, òî åñòü ~F (P (xk, yk), Q(xk, yk)), ãäå
Mk(xk, yk). Òîãäà ðàáîòà ñèëû ~F ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
ïî êðèâîé L èç òî÷êè Mk−1 â òî÷êó Mk áóäåò ïðèáëèæåííî ðàâíà

Ak ≈ (~F (Mk),
−−−−−→
Mk−1Mk) = P (xk, yk)∆xk +Q(xk, yk)∆yk, (9.1)

ãäå ∆xk ∆yk � ïðîåêöèè âåêòîðîâ
−−−−−→
Mk−1Mk ñîîòâåòñòâåííî íà îñè Ox è

Oy.



180

À âñÿ èñêîìàÿ ðàáîòà

Ak ≈ Gτ(
−→
F ,Mk) =

n∑
k=1

(
−→
F (Mk),

−−−−−→
Mk−1Mk). (9.2)

Òî÷íîå çíà÷åíèå óêàçàííîé ðàáîòû áóäåò ðàâíî

A = lim
λτ→0

στ(
−→
F ,Mk), (9.3)

åñëè ïðåäåë (9.3) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, à òàêæå íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ
τL è âûáîðà òî÷åêMk, ãäå λτ � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äëèí ÷àñòè÷íûõ
äóã Lk, òî îí íàçûâàåòñÿ ðàáîòîé ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè åäèíè÷íîé ìàññû.I

9.2. Ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ çàäà÷è (ïóíêò 1) è ïîâòîðÿÿ
(ñ ñîõðàíåíèåì îáîçíà÷åíèÿ) ïðèâåäåííûå â ýòîé çàäà÷å ðàññóæäåíèÿ,
ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà.

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ ~F (P (x, y), Q(x, y)) îïðåäåëåíà íà êðèâîé L,
êîòîðàÿ ñïðÿìëÿåìà.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïðåäåë (9.3), åñëè îí ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, à
òàêæå íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ τL è âûáîðà òî÷åê Mk, íàçûâàåòñÿ
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êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà îò âåêòîð-ôóíêöèè ~F

ïî êðèâîé L è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì∫
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy. (9.4)

Çàìå÷àíèå 9.1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (9.4) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì
êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ íå-
ïîëíûõ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ, ñîîòâåòñòâåííî ïî âåêòîðàì (P,O)
è (O,Q). Êðèâàÿ L ìîæåò áûòü çàìêíóòîé. Â ýòîì ñëó÷àå îáõîä ïî êðè-
âîé ìîæíî íà÷èíàòü ñ ëþáîé å¼ òî÷êè. Ýòîò îáõîä íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûì, åñëè ïðè äâèæåíèè âäîëü çàìêíóòîé êðèâîé ÷àñòü ïëîñêîñòè,
îãðàíè÷åííàÿ åþ, âñå âðåìÿ áóäåò ñëåâà (îáõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè). Â ýòîì ñëó÷àå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (9.4) îáîçíà-
÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∮

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy. (9.5)

Îáõîä íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, åñëè ïðè äâèæåíèè âäîëü çàìêíó-
òîé êðèâîé ÷àñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ åþ, âñå âðåìÿ áóäåò ñïðàâà
(îáõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Â ýòîì ñëó÷àå êðèâîëèíåé-
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íûé èíòåãðàë (9.4) îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì

∮
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy. (9.6)

Ïðè èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî êðèâîé L (çàìêíóòîé èëè
íåçàìêíóòîé) ìåíÿåòñÿ çíàê ïåðåä êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì.

9.3. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è âû÷èñëåíèè êðèâîëèíåéíîãî
èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü ãëàäêàÿ êðèâàÿ L áåç îñîáûõ òî÷åê çàäàíà ïà-

ðàìåòðè÷åñêè

{
x = ϕ(t),
y = ψ(t),

ãäå ôóíêöèè ϕ(t) è ψ(t) íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [α, β] , α < β, è äëÿ ëþáûõ t ∈ [α, β], áóäåò
ϕ′2(t) + ψ′2(t) > 0. Ôóíêöèÿ P (x, y) íåïðåðûâíà íà L (P (x, y) ∈ C(L)).
Òîãäà íåïîëíûé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫
L

P (x, y)dx =

β∫
λ

P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t)dt = I. (9.7)
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Àíàëîãè÷íî ïðè Q(x, y) ∈ C(L), áóäåò ñóùåñòâîâàòü∫
L

Q(x, y)dy =

β∫
λ

Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)dt. (9.8)

J Áåðåì ëþáîå ðàçáèåíèå τ[α,β] îòðåçêà [α, β] íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ
îòðåçêîâ [tk−1, tk], k = 1, n. Óêàçàííîìó ðàçáèåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ðàçáè-
åíèå êðèâîé L íà n ÷àñòè÷íûõ äóã Lk, k = 1, n (îáîçíà÷åíèÿ ïóíêòîâ 1
è 2 ñîõðàíÿåòñÿ). Ïîëó÷èì èíòåãðàëüíûå ñóììû:

στ = στ[α,β]
(P (x, y),Mk) =

n∑
k=1

P (xk, yk)∆xk, (9.9)

ãäå P (xk, yk) = P (ϕ(tk), ψ(tk)), tk ∈ [tk−1,tk];

∆xk = xk − xk−1 = ϕ(tk)− ϕ(tk−1) =

tk∫
tk−1

ϕ′(t)dt. (9.10)

Òîãäà èç ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà (P (ϕ(t), ψ(t)) ∈ C [α, β])

I =
n∑
k=1

tk∫
tk−1

P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t)dt (9.11)
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îöåíèì ñâåðõó |σ − I|.

στ − I =
n∑
k=1

tk∫
tk−1

(P (ϕ(tk), ψ(tk))− P (ϕ(t), ψ(t)))ϕ′(t)dt. (9.12)

Ïðè λτ → 0 áóäåò è max
k
{∆tk} → 0 (λτ = max

k
{∆Lk}, ãäå

∆Lk =

tk∫
tk−1

√
ϕ′(t) + ψ′(t)dt; min

[α,β]

{√
ϕ′2(t) + ψ′2(t)

}
= m > 0;

∆Lk ≥ m

tk∫
tk−1

dt = m∆tk, 0 ≤ ∆tk ≤
∆Lk
m
→ 0, m0∆tk → 0.

Òîãäà

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀τ[α,β] λτ < δ (èç max {∆tk} → 0 è P (x, y) ∈ C(L))

áóäåò ∣∣P (ϕ(tk), ψ(tk))− P (ϕ(t), ψ(tk))
∣∣ < ε.

Äàëüøå îöåíèì ñâåðõó |στ − I|.

|στ − I| < ε
n∑
k=1

tk∫
tk−1,

|ϕ′(t)| dt ≤ Dε
n∑
k=1

tk∫
tk−1

dt = εD (β − α) ,
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(ϕ′(t) ∈ C [α, β] ñëåäóåò ϕ′(t) � îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [α, β], òî åñòü
ñóùåñòâóåò D > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [α, β] ñëåäóåò |ϕ′(t)| ≤ D), òî
åñòü

∃ lim
λτ→0

στ =

∫
L

P (x, y)dx = I. I

Ïðèìåð 9.1. Íàéòè ðàáîòó óïðóãîé ñèëû, íàïðàâëåííîé ê íà÷àëó
êîîðäèíàò, âåëè÷èíà êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà óäàëåíèþ òî÷êè îò íà-
÷àëà êîîðäèíàò, åñëè òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ñèëû îïèñûâàåò ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè ÷åòâåðòü ýëëèïñà x2

a2 + y2

b2 = 1, ëåæàùóþ â ïåðâîì êâàäðàòå (ðè-
ñóíîê 9.2).

J
∣∣∣~F ∣∣∣ = kr, r =

√
x2 + y2.

A =

∫
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫
L

−kxdx− kydy =

= −k
∫
L

xdx− k
∫
L

ydy = I1 + I2.

Äëÿ íåïîëíîãî êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà I1 áåðåì ïàðàìåòð t = x,
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Ðèñóíîê 9.2

äëÿ I2 � t = y. Òîãäà

A = k

 0∫
a

−xdx+

b∫
0

−ydy

 = k

(
a2

2
− b2

2

)
(Äæ.).

Îòâåò: A = k
(
a2

2 −
b2

2

)
(Äæ.).I

Ïðèìåð 9.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë:

I =

∫
L

(2a− y)dx+ (y − a)dy, (9.13)
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ãäå L � äóãà öèêëîèäû x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, â
íàïðàâëåíèè âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà t.

J I =

2π∫
0

((2a− a+ a cos t)a(1− cos t) + (a− cos t− a)a sin t) dt =

= a

2π∫
0

(
a(1− cos2 t)− sin 2t

2

)
dt = a

2πa− a

2

2π∫
0

(1 + cos 2t)dt

−
−1

2

2π∫
0

sin 2tdt = a

(
2πa− πa+

1

4
cos 2t|2π0

)
= πa2.

Îòâåò: I = πa2.I

Çàìå÷àíèå 9.2. Ïîíÿòèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà â
òðåõìåðíîì äåêàðòîâîì ïðîñòðàíñòâå àíàëîãè÷íî, ÷òî è â äâóìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Òàêæå áóäåò ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðå-
ìå 9.1.
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Ïðèìåð 9.3. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé.

I =

∫
L

xdx+ ydy + (x+ y − 1)dz, (9.14)

ãäå L � îòðåçîê AB, ïðîõîäÿùèé îò òî÷êè A(1, 1, 1) ê òî÷êå B(2, 3, 4).

J Çàïèøåì óðàâíåíèå îòðåçêà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Íàïðàâ-
ëÿþùèé âåêòîð äëÿ ïðÿìîé åñòü âåêòîð ~a(1, 2, 3) = ~a(m,n, l). Òîãäà
ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå îòðåçêà â êîîðäèíàòíîé ôîðìå áóäåò ïðè
0 ≤ t ≤ 1 (A(x0, y0, z0)):

x = x0 +mt,
y = y0 + nt,
z = z0 + lt,

èëè


x = 1 + t,
y = 1 + 2t,
z = 1 + 3t.

(9.15)

Òîãäà

I =

1∫
0

(1 + t)dt+ 2

1∫
0

(1 + 2t)dt+ 3

1∫
0

(1 + 3t)dt = 13.

Îòâåò: I = 13.I
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9.4. Ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

1. Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè

Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñåé áóäåì ðàññìàòðèâàòü çäåñü è äàëüøå íåïîë-
íûå êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà, ÷òî íå òåðÿåò îáùíîñòè
ðàññóæäåíèé.

Òåîðåìà 9.2. Åñëè ñóùåñòâóþò êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû∫
L

P1(x, y)dx è

∫
L

P2(x, y)dx,

à α è β � ëþáûå ôèêñèðîâàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî ñóùåñòâó-
åò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫
L

(αP1(x, y) + βP2(x, y)dx è ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî∫
L

(αP1(x, y) + βP2(x, y)) dx = α

∫
L

P1(x, y)dx+ β

∫
L

P2(x, y)dx. (9.16)

J Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóþò óêàçàííûå êðèâîëèíåéíûå èíòå-
ãðàëû, òî åñòü

lim
λ′τ
στ ′L(P1,M

′
k) =

∫
L

P1(x, y)dx (9.17)



190

è

lim
λ′′τ
στ ′′L(P2,M

′′
k) =

∫
L

P2(x, y)dx. (9.18)

Ïóñòü τL � îáúåäèíåíèå ðàçáèåíèé τ ′L è τ ′′L, òî åñòü èõ èçìåëü÷åíèå,
à λτ � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ÷àñòè÷íîé äóãè ïðè ðàçáèåíèè τL. Äàëüøå
âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè äëÿ ïðåäåëîâ

lim
λτ→0

(αστ(P1,Mk) + βστ(P2,Mk)) =

= α lim
λτ→0

στL:
(P1,Mk) + β lim

λτ→0
στL:

(P2,Mk) =

= α

∫
L

P1(x, y)dx+ β

∫
L

P2(x, y)dx. I

2. Ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè

Òåîðåìà 9.3. Ïóñòü ñïðÿìëÿåìàÿ áåç òî÷åê ðàçðûâà êðèâàÿ L åñòü
îáúåäèíåíèå äâóõ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ L1 è L2 áåç îáùèõ âíóòðåí-
íèõ òî÷åê. Åñëè ñóùåñòâóþò êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

∫
L1

P (x, y)dx

è
∫
L2

P (x, y)dx, òî ñóùåñòâóåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë
∫
L

P (x, y)dx è
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ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà-ðàâåíñòâî∫
L

P (x, y)dx =

∫
L1

P (x, y)dx+

∫
L2

P (x, y)dx. (9.19)

J Òî÷êó ¾ñòûêîâêè¿ êðèâûõ L1 è L2 áåðåì îäíîé èç òî÷åê ðàçáèåíèÿ
τL êðèâîé íà ÷àñòè÷íûå äóãè. Ïîëó÷èì, ÷òî

στL(P,Mk) = στL1:
(P,M

L1

k ) + στL2:
(P,M

L2

k ). (9.20)

Â ðàâåíñòâå (9.20) ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè λτ → 0, λτ � ìàêñèìàëü-
íàÿ äëèíà ÷àñòè÷íîé äóãè ïðè ðàçáèåíèè τ êðèâîé L íà ÷àñòè÷íûå äóãè.
Ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû.I

Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ L ïðåäñòàâèìà â âèäå
îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñïðÿìëÿåìûõ ÷àñòè÷íûõ äóã L1 è L2. Åñëè ñóùå-
ñòâóåò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫
L

P (x, y)dx, òî ñóùåñòâóþò êðèâî-

ëèíåéíûå èíòåãðàëû
∫
L1

P (x, y)dx è
∫
L2

P (x, y)dx, à òàêæå ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà (9.19).

J Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ íà
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ïðàêòèêå, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Òîãäà∫
L

P (x, y)dx =

β∫
α

P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t)dt. (9.21)

Èç ñâîéñòâ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (èíòåãðàëà Ðèìàíà) ñëåäóåò, ÷òî

åñëè ñóùåñòâóåò
β∫
α

f(x)dx, òî äëÿ ëþáîãî [c, d] ⊂ [a, b] ñóùåñòâóåò èíòå-

ãðàë
d∫
c

f(x)dx. Â íàøåì ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó
∫
L1

P (x, y)dx

ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà âèäà (9.21) ïî íåêîòîðîìó îòðåçêó

[α1, β1] ⊂ [α, β] ,

è ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâóåò è ðàâåí ñâîåìó êðèâîëèíåéíîìó. Òàêæå è
äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà

∫
L2

P (x, y)dx. À òîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû, à ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî è çàêëþ÷åíèå íàøåé
òåîðåìû. Îáùèé ñëó÷àé òàêæå áóäåò ñïðàâåäëèâ.I
3. Ñâîéñòâî èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ îáõîäà ïî êðèâîé

Òåîðåìà 9.5. Ïóñòü òî÷êè A è B � êîíöû ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé L
è ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

∫
L(A,B)

P (x, y)dx. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
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∫
L(B,A)

P (x, y)dx è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
L(A,B)

P (x, y)dx = −
∫

L(B,A)

P (x, y)dx. (9.22)

J Åñëè ∆xk = xk − xk−1 > 0 ïðè îáõîäå ïî êðèâîé, íàïðèìåð, îò
òî÷êè A äî òî÷êè B, òî ïðè ïðîòèâîïîëîæíîì îáõîäå (îò B äî A) ïî
êðèâîé L áóäåò xk = xk−xk−1 = −∆xk. Òîãäà áóäåì èìåòü èíòåãðàëüíûå
ñóììû, ðàâíûå ïî ìîäóëþ, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè. Ïåðåõîäèì
ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå στL:

= −στL−:
è ïîëó÷èì çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 9.5.I

4. Îöåíêà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 9.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ P (x, y) çàäàíà íà ñïðÿìëÿåìîé ïðÿ-
ìîé L è îãðàíè÷åíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò M ∈ R+, ÷òî äëÿ ëþáûõ
òî÷åê K(x, y) ∈ L áóäåò |P (x, y)| ≤ M . Êðèâàÿ L çàäàíà ïàðàìåòðè-
÷åñêè {

x = ϕ(t),
y = ψ(t),

t ∈ [α, β] , α < β. (9.23)

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë
∫
L

P (x, y)dx ñóùåñòâóåò. Òîãäà ñïðàâåäëè-

âà îöåíêà ∣∣∣∣∣∣
∫
L

P (x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤M
β

V
α
ϕ(t), (9.24)
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ãäå
β

V
α
ϕ(t) =

n∑
k=1

|ϕ(tk)− ϕ(tk−1)| . (9.25)

JÏðè ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè êðèâîé L∆xk = ϕ(tk)−(tk−1). Òîãäà

∣∣στL(P,Mk)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

P (xk, yk)(ϕ(tk)− ϕ(tk−1))

∣∣∣∣∣ ≤
≤M

n∑
k=1

|ϕ(tk)− ϕ(tk−1)| ≤M
β

V
α
ϕ(t). I (9.26)

Çàìå÷àíèå 9.3. Åñëè ôóíêöèè ϕ(t) è ψ(t) � ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åí-
íûì èçìåíåíèåì (ôóíêöèè ñ ïîëíîé âàðèàöèåé), òî åñòü, íàïðèìåð, (äëÿ
ôóíêöèè ϕ(t)) äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ τ[α,β] ìíîæåñòâî ñóìì

V (ϕ) =
n∑
k=1

|ϕ(tk)− ϕ(tk−1)| (9.27)

îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ñóìì (9.27) îáî-

çíà÷àåòñÿ
β

V
α

(ϕ) è íàçûâàåòñÿ ïîëíûì èçìåíåíèåì (ïîëíîé âàðèàöèåé)

ôóíêöèè ϕ(t) íà îòðåçêå [α, β].



195

Çàìå÷àíèå 9.4. Åñëè ôóíêöèè ϕ(t) è ψ(t) � ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åí-
íûì èçìåíåíèåì, òî êðèâàÿ L ñïðÿìëÿåìà è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

β

V
α
ϕ(t) ≤ l, (9.28)

ãäå l � äëèíà êðèâîé. À òîãäà∣∣∣∣∣∣
∫
L

P (x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤M · l. (9.29)

9.5. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ çàìêíóòîþ êðèâóþ L Æîðäàíà áåç òî÷åê ñàìî-
ïåðåñå÷åíèÿ, à òàêæå áåç îñîáûõ òî÷åê{

x = ϕ(t),
y = ψ(t),

(9.30)

ãäå t ∈ [α, β], α < β, ϕ(α) = ϕ(β), ψ(α) = ψ(β).
Òàêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì çàìêíóòûì êîíòóðîì (ñëîâî ïðî-

ñòûì îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå êðèâîé L, êî-
òîðîå íà ïðîìåæóòêå [α, β] ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî åñòü äëÿ ëþáûõ
t1, t2 ∈ [α, β] , t1 6= t2, õîòÿ áû äëÿ îäíîé èç ôóíêöèé ϕ(t) èëè ψ(t)
çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ t1 èt2 äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû).
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Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû êðèâàÿ L áûëà êóñî÷íî-ãëàäêîé
(êðèâàÿ L íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ôóíêöèè ϕ(t) èëè ψ(t) íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [α, β] è (ϕ′(t))2 + (ϕ′(t))2 > 0 �
íåò îñîáûõ òî÷åê. Åñëè êðèâàÿ L ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàä-
êèõ ÷àñòè÷íûõ äóã, òî îíà íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, òî åñòü îòðåçîê

[α, β] =
n

U
k=1

[αk, βk] áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, ÷òî íà ëþáîì èíòåãðàëå

(αk, βk), k = 1, n, êðèâàÿ L áóäåò ãëàäêîé).

Òåîðåìà 9.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ P (x, y) íåïðåðûâíà íà ïðîñòîì êóñî÷-
íî-ãëàäêîì çàìêíóòîì êîíòóðå L, îïðåäåëÿåìîì ñèñòåìîé (9.30). Çíà-
÷åíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà∮

L

P (x, y)dx

(∮
P (x, y)dx

)

â çàäàííîì íàïðàâëåíèè ïî êðèâîé L íå çàâèñèò îò íà÷àëà îáõîäà.

J Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ðèñóíîê 9.3.

Ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè∮
P (x, y)dx =

∫
L(B,C)

+

∫
L(C,B)

, (9.31)
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∮
P (x, y)dx =

∫
L(C,B)

+

∫
L(B,C)

. (9.32)

Ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (9.31) è (9.32) îäèíàêîâû, ïîýòîìó è ïðàâûå
÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ áóäóò ðàâíû ìåæäó ñîáîé.I

Ðèñóíîê 9.3

Çàìå÷àíèå 9.5. Èç çàäà÷è î ðàáîòå ïëîñêîãî ñèëîâîãî ïîëÿ ñëåäóåò:
çíà÷åíèå ðàáîòû âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà ðàçáèâàåò ñèëîâûå ïîëÿ íà
äâà êëàññà:

1-é êëàññ � ïîòåíöèàëüíûå ñèëîâûå ïîëÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàáîòà ïî
çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâíà íóëþ;
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2-é êëàññ � íåïîòåíöèàëüíûå ñèëîâûå ïîëÿ (óêàçàííàÿ ðàáîòà íå ðàâ-
íà íóëþ).

9.6. Ôîðìóëà Ãðèíà

Â äàííîì ïóíêòå íåîáõîäèìî óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êðèâî-
ëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó çàìåíÿåòñÿ
äâîéíûì èíòåãðàëîì ïî îáëàñòè, ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ óêàçàííûé
êîíòóð. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì íåïîëíûé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë∮

P (x, y)dx. (9.33)

Ïóñòü êóñî÷íî-ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð L åñòü ãðàíèöà òàê íàçûâàå-
ìîé îáëàñòè ïåðâîãî òèïà G (ðèñóíîê 9.4).

Ãðàíèöà ∂G = L ñîñòîèò èç îòðåçêîâ AD è BC ñîîòâåòñòâåííî ïðÿ-
ìûõ x = a è x = b (a < b) è êóñî÷íî-ãëàäêèõ ãðàôèêîâ ôóíêöèé
y = y1(x) (êðèâàÿ AB) è y = y2(x) (êðèâàÿ DC).

Ïóñòü ôóíêöèÿ P (x, y) è ñóùåñòâóþùàÿ å¼ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂P
∂y

îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà G = G
⋃
∂G (íà çàìûêàíèè îáëàñòè).

Òåîðåìà 9.8. Ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
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Ðèñóíîê 9.4

Ãðèíà ∫∫
G

∂P (x, y)

∂y
dxdy = −

∮
L

P (x, y)dx. (9.34)

J Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû êàê äâîéíîé, òàê è êðèâîëèíåéíûé èíòåãðà-
ëû â ðàâåíñòâå (9.34) ñóùåñòâóþò. Òàêæå äâîéíîé èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ
ïîâòîðíûì.

∫∫
G

∂P (x, y)

∂y
dxdy =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

∂P (x, y)

∂y
dy =

b∫
a

P (x, y)|y=y2(x)
y=y1(x) dx =



200

=

b∫
a

(P (x, y2(x))− (P (x, y1(x))dx =

∫
L(D,C)

P (x, y)dx−
∫

L(A,B)

P (x, y)dx =

= −
∫

L(C,D)

P (x, y)dx−
∫

L(A,B)

P (x, y)dx. (9.35)

Äîïîëíèòåëüíî ó÷òåì, ÷òî åñëè x = a = const, òî dx = 0, òàêæå ïðè
x = b = const áóäåò dx = 0. Òîãäà

−
∫

L(D,A)

P (x, y)dx = −
∫

L(B,C)

P (x, y)dx = 0. (9.36)

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (9.35) è (9.36) ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷å-
íèÿ òåîðåìû 9.8.I

Çàìå÷àíèå 9.6. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøàÿ îáëàñòü
âòîðîãî òèïà (ðèñóíîê 9.5).

Îòðåçêè D è ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà ïðÿìûõ y = d è y = c. Êðèâûå
AD è BC � ñîîòâåòñòâåííî êóñî÷íî-ãëàäêèå ãðàôèêè ôóíêöèé x = x1(y)
è x = x2(y). Îáîçíà÷èì òàêæå îáëàñòü (ðèñóíîê 9.5) ÷åðåç Ω è ∂Ω � åå
êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ãðàíèöà.
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Òåîðåìà 9.9. Åñëè ôóíêöèÿ Q(x, y) è ñóùåñòâóþùàÿ åå ÷àñòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ∂Q(x,y)
∂x îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà Ω = Ω

⋃
∂Ω, òî ñïðà-

âåäëèâà ôîðìóëà Ãðèíà∫∫
Ω

∂Q(x, y)

∂x
dxdy =

∮
∂Ω

Q(x, y)dy (9.37)

Ðèñóíîê 9.5

Çàìå÷àíèå 9.7. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.9 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-
ñòâó òåîðåìû 9.8.

Ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè äëÿ äâîéíûõ è êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðà-
ëîâ, à òàêæå òîìó, ÷òî ñóììà êðèâîëèíåéíûõ íåïîëíûõ èíòåãðàëîâ îò
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îäíîé è òîé æå ôóíêöèè ïî îäíîé è òîé æå êðèâîé, íî â ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ ðàâíû íóëþ, ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóë (9.34)
è (9.37), åñëè îáëàñòü G äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êîíå÷íîãî ÷èñëà
ïðîñòåéøèõ îáëàñòåé êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî òèïà (äðóãèå óñëîâèÿ
òåîðåì 9.8 è 9.9 äîëæíû ñîõðàíèòüñÿ). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñïðàâåäëèâà
è ïîëíàÿ ôîðìóëà Ãðèíà∮
L=∂G

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
G

(
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)
dxdy. (9.38)

Îáëàñòÿìè, äîïóñêàþùèìè âûøå óêàçàííîå ðàçáèåíèå íà ïðîñòåéøèå
îáëàñòè êàê ïåðâîãî, òàê è âòîðîãî òèïîâ áóäóò ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè.
Íî ëþáàÿ îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G äîïóñêàåò àïïðîê-
ñèìàöèþ ìíîãîóãîëüíûìè îáëàñòÿìè ñî ñêîëü óãîäíî ìàëîé îøèáêîé ïî
âåëè÷èíå ïëîùàäè (ìîæíî äîêàçàòü). Ïî ýòîé ïðè÷èíå áóäåò ñïðàâåä-
ëèâà ôîðìóëà Ãðèíà âèäà (9.38) äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 9.10. Åñëè ôóíêöèÿ P (x, y), Q(x, y) è ñóùåñòâóþùèå èõ

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂P (x,y)
∂y è ∂Q(x,y)

∂x îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà çà-

ìûêàíèè G = G
⋃
∂G îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G, òî

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãðèíà (9.38), à òàêæå ôîðìóëû (9.34) è (9.37).
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9.7. Ïðèëîæåíèÿ ôîðìóëû Ãðèíà ê âû÷èñëåíèþ ïëîùàäåé
ïëîñêèõ ôèãóð

Ïóñòü ïëîñêàÿ ôèãóðà â R2åñòü îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíè-
öåé ∂G. Òîãäà ïî ôîðìóëå (9.37) èìååì:∮

∂G

xdy =

∫∫
G

∂

∂x
xdxdy =

∫∫
G

dxdy = SG (9.39)

ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû G. Àíàëîãè÷íî

SG = −
∮
∂G

ydx. (9.40)

Ñëîæèì (9.39) è (9.40), ïîëó÷èì

SG =
1

2

∮
∂G

xdy − ydx. (9.41)

Ïðèìåð 9.4. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ýëëèïñà x2

a2 + y2

b2 = 1.

J Èñïîëüçóåì ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ýëëèïñà{
x = a cos t,
y = b sin t,

t ∈ [0, 2π] .
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Òîãäà ïî ôîðìóëå (7.3)

S =
1

2

∮
L

xdy − ydx = 2

π
2∫

0

(a cos t · b cos t− b sin t · (−a sin t)) dt =

= 2ab

π
2∫

0

dt = πab (êâ. åä.).

Îòâåò: S = πab (êâ. åä.).I

9.8. ×åòûðå ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèÿ äëÿ êðèâîëèíåéíîãî
èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ïëîñêàÿ îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé,
åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà L ⊂ G (ëåæàùåãî âíóòðè G)
îãðàíè÷åííàÿ L (êîíå÷íàÿ) ÷àñòü ïëîñêîñòè öåëèêîì ïðèíàäëåæèò G.

Òåîðåìà 9.11. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y), Q(x, y) è ñóùåñòâóþùèå èõ

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂P (x,y)
∂y , ∂Q(x,y)

∂x îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà çàìû-

êàíèè G îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G. Òîãäà
÷åòûðå ñëåäóþùèõ óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû, à èìåííî:
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1. Ïî ëþáîìó êóñî÷íî-ãëàäêîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó L ⊂ G áóäåò∮
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. (9.42)

2. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê B(x, y) è C(x, y) èç îáëàñòè G êðèâîëèíåéíûé
èíòåãðàë

C∫
B

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

3. Íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè (êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé L) èíòåãðè-
ðîâàíèÿ îò òî÷êè äî òî÷êè .

4. Âûðàæåíèå P (x, y)dx+Q(x, y)dy åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë íåêî-
òîðîé îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé â îáëàñòè G.

5. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê èç îáëàñòè G âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
. (9.43)

J Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì ïî ñõåìå 1→ 2→ 3→ 4→ 1
à) 1 → 2 (äàíî óñëîâèå 1), äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü çàêëþ÷åíèÿ 2)).

Äëÿ íàãëÿäíîñòè íàðèñóåì ðèñóíîê 9.6.
Âîçüìåì ëþáûå êóñî÷íî-ãëàäêèå êðèâûå L1 è L2 èç îáëàñòè G, êîí-

öàìè êîòîðûõ áóäóò òî÷êè B è C. Ýòè êðèâûå îáðàçóþò çàìêíóòûé
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Ðèñóíîê 9.6

êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð L = L1

⋃
L2. Èç óñëîâèÿ 1) èìååì:∮

L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. (9.44)

Èç ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ∮
L

=

∫
L1

+

∫
L2

= 0.

Òîãäà
∫
L1

= −
∫
L2

, òî åñòü
∫

L1(B,C)

=
∫

L2(B,C)

. Óòâåðæäåíèå 2) äîêàçàíî.

á) 2→ 3 (äàíî óñëîâèå 2), äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 3)).
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Ôèêñèðóåì òî÷êó B, à òî÷êà C(x, y) ïóñòü áóäåò òåêóùåé â îáëàñòè
G. ×åðåç L îáîçíà÷èì ïåðåìåííóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ, íà÷àëîì
êîòîðîé áóäåò òî÷êà B è êîíöîì òî÷êà C.

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè C(x, y) êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë∫
L(B,C)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = u(x, y) (9.45)

åñòü îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò x è y òî÷êè C. Ïîêàæåì, ÷òî
ôóíêöèÿ u(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè G è åå ïîëíûé äèôôå-
ðåíöèàë

du(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy = u′x(x, y)dx+ u′y(x, y)dy. (9.46)

Äëÿ íàãëÿäíîñòè íàðèñóåì ðèñóíîê 9.7
Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ∂u(x,y)

∂x = P (x, y). Ïðèäàåì àáñöèññå
x òî÷êè C ëþáîå ïðèðàùåíèå ∆x 6= 0, íî òàêîå, ÷òî C1(x+ ∆x, y) ∈ G.
Òîãäà ÷àñòíîå ïðèðàùåíèå

∆xu(x, y) = u(x+ ∆x, y)− u(x, y) =

C1∫
C

P (x, y)dx+Q(x, y)dy, (9.47)

ïðè÷åì dy = 0 (êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë áåðåì ïî îòðåçêó, ïàðàëëåëü-
íîìó îñè Ox, y = const).
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Ðèñóíîê 9.7

Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (9.47) íà ∆x, ïîëó÷èì:

∆xu(x, y)

∆x
=

1

∆x

(x+∆x,y)∫
(x,y)

P (x, y)dx =

=

[
òåîðåìà
î ñðåäíåì

]
= P (x+ θ∆x, y), θ ∈ (0, 1). (9.48)

Òîãäà
∂u(x, y)

∂x
= lim

∆x→0
P (x+ θ∆x, y) = P (x, y). (9.49)
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Ïðè äîêàçàòåëüñòâå (9.49) ó÷èòûâàåì, ÷òî ôóíêöèÿ P (x, y) íåïðå-

ðûâíà â îáëàñòè G. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∂u(x,y)
∂y = Q(x, y) â

îáëàñòè G.

Òàê êàê u′x(x, y) è u′y(x, y), ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî P (x, y) è Q(x, y)
íåïðåðûâíû â îáëàñòè G, òî ôóíêöèÿ u(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé
îáëàñòè (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè u(x, y) â
ëþáîé òî÷êå (x, y) ∈ G).

Òîãäà

du(x, y) = u′x(x, y)dx+ u′y(x, y)dy = P (x, y)dx+Q(x, y)dy.

Óòâåðæäåíèå 3) äîêàçàíî.

â) 3→ 4 (äàíî óñëîâèå 3), òðåáóåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 4)).

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Øâàðöà î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Ó íàñ ∂u(x,y)

∂x = P (x, y) è ∂u(x,y)
∂y = Q(x, y).

Òîãäà ∂2u(x,y)
∂y∂x = ∂P (x,y)

∂y è ∂2u(x,y)
∂x∂y = ∂Q(x,y)

∂x , íî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂P (x,y)
∂y è ∂Q(x,y)

∂x íåïðåðûâíû â G, ïîýòîìó â G áóäóò íåïðåðûâíû è ñìå-

øàííûå ïðîèçâîäíûå ∂2u(x,y)
∂y∂x è ∂2u(x,y)

∂x∂y , à, çíà÷èò, îíè áóäóò ðàâíû, ïî-

ýòîìó è ∂P (x,y)
∂y = ∂Q(x,y)

∂x . Óòâåðæäåíèå 4) äîêàçàíî.

ã) 4→ 1 (äàíî óñëîâèå 4), òðåáóåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 1)).

Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ãðèíà ïî ëþáîìó êóñî÷-
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íî-ãëàäêîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó èç G∮
L=∂D

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫∫
D⊂G

(
∂Q(x, y)

∂x
− ∂P (x, y)

∂y

)
dxdy. (9.50)

Íî èç óñëîâèÿ 4) èìååì ∂Q(x,y)
∂x − ∂P (x,y)

∂y = 0. Òîãäà∮
L=∂D

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. I

9.9. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè ïî åå ïîëíîìó äèôôåðåíöèàëó
ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 9.12. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y), Q(x, y) è ñóùåñòâóþùèå èõ

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂P (x,y)
∂y è ∂Q(x,y)

∂x îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè G, à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
. (9.51)

Òîãäà â G P (x, y)dx+Q(x, y)dy åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè u(x, y), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû
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ïî ôîðìóëå

u(x, y) =

M(x,y)∫
M0(x0,y0)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy + C, (9.52)

ãäå M0(x0, y0) � ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç îáëàñòè G, à M(x, y) �
òåêóùàÿ òî÷êà èç ýòîé îáëàñòè, ïðè÷åì óêàçàííûå òî÷êè åñòü êîíöû
ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé áåç îñîáûõ òî÷åê, ïî êîòîðîé ïðîâîäèò-
ñÿ èíòåãðèðîâàíèå.

J Ó íàñ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 9.11, ïîýòîìó ðàâåíñòâî (9.51)
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, y) â îáëàñòè G.
Òàêæå â òåîðåìå 9.11 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà
(9.51) óñëîâèþ

du(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy (9.53)

óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ

u(x, y) =

M(x,y)∫
M0(x0,y0)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy. (9.54)



212

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî äâå ôóíêöèè, èìåþùèå îäèíàêîâûå ïîëíûå äèôôå-
ðåíöèàëû, îòëè÷àþòñÿ îäíà îò äðóãîé òîëüêî íà ïîñòîÿííûå ñëàãàåìûå.
Òàê êàê òî÷êèM0(x0, y0) èM(x, y) ìîãóò áûòü êîíöàìè ëþáîé êóñî÷íî-
ãëàäêîé êðèâîé áåç îñîáûõ òî÷åê, òî ÷àùå âñåãî â êà÷åñòâå òàêîé êðèâîé
áåðóò ëîìàííóþ ñî çâåíüÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì.I

Çàìå÷àíèå 9.8. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà äàåò îäèí èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ïîëíûõ äèôôåðåíöè-
àëàõ.

Ïðèìåð 9.5. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå(
12x2y +

1

y2

)
dx+

(
4x3 − 2x

y3

)
dy = 0. (9.55)

J Íàøå óðàâíåíèå èìååò âèä

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (9.56)

ãäå P (x, y) = 12x2y + 1
y2 , Q(x, y) = 4x3 − 2x

y3 .

Îñü Ox ðàçáèâàåò êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü R2 íà äâå îäíîñâÿçíûå
îáëàñòè: G1(y > 0) è G2(y < 0).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.55) áóäåì ïðîâîäèòü â îáëàñòè G1. Íàõîäèì

∂P (x, y)

∂y
= 12x2 − 2

y3
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è

∂Q(x, y)

∂x
= 12x2 − 2

y3
.

Âèäíî, ÷òî ó íàñ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ïîýòî-
ìó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (9.55) åñòü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë íåêîòîðîé
ôóíêöèè u(x, y) â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G1. Ïî ôîðìóëå (9.52) íàõîäèì
ôóíêöèþ u(x, y) ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Â êà÷åñòâå êðèâîé èíòåãðè-
ðîâàíèÿ áåðåì ëîìàíóþ L = L1

⋃
L2 (ðèñóíîê 9.8).

Ðèñóíîê 9.8
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∫
L

P (x, y)dx+Q(x, y)dy =

∫
L1

+

∫
L2

=

=

 L1 : y = 1, dy = 0,
x− ïàðàìåòð,
0 ≤ x ≤ x

∣∣∣∣∣∣
L2 : x = const, dx = 0,
y − ïàðàìåòð,
1 ≤ y ≤ y

 =

=

x∫
0

(12x2 + 1)dx+

y∫
1

(
4x3 − 2x

y3

)
= 4x3y +

x

y2
+ C1.

Îòâåò: u(x, y) = C, ãäå u(x, y) = 4x3y + x
y2 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(9.55).I
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ËÅÊÖÈß 10

Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà

Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ
çàäà÷ ôèçèêè. Íàïðèìåð, ðåøåíèå çàäà÷è î ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà èëè î ñêîðîñòè æèäêîñòè, ïðîòåêà-
þùåé ÷åðåç íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü, èëè îá îñâåùåííîñòè ïîâåðõíîñòè
èëè î ïðèòÿæåíèè ïðîñòîãî ñëîÿ è ò.ä.

Òåîðèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ âî ìíîãîì àíàëîãè÷íà òåîðèè êðè-
âîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê è äëÿ êðèâîëèíåéíûõ
èíòåãðàëîâ, ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

10.1. Çàäà÷à, ïðèâîäÿùàÿ ê ïîíÿòèþ ïîâåðõíîñòíîãî
èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Çàäà÷à.Î ïðèòÿæåíèè ïîâåðõíîñòè, ñ ðàñïðåäåë¼ííîé ìàññîé ïî íåé,
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ âíå ïîâåðõíîñòè.

J Ïóñòü ïî ïîâåðõíîñòè S íåïðåðûâíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíû ìàñ-
ñû ñ çàäàííîé â êàæäîé òî÷êå M(x, y, z) ïîâåðõíîñòè ïëîòíîñòüþ

ρ(M) = ρ(x, y, z).

Ïóñòü äàëåå, â òî÷êå A(x, y, z) (âíå ïîâåðõíîñòè) íàõîäèòñÿ åäèíèöà ìàñ-
ñû. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñ êàêîé ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ ñèëîé ~F
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ïðèòÿãèâàåòñÿ òî÷êà A(x, y, z) ïîâåðõíîñòüþ S, åñëè â îñíîâó ïîëîæåí
Íüþòîíîâ çàêîí ïðèòÿæåíèÿ.

Åñëè áû òî÷êà A(x, y, z) ïðèòÿãèâàëàñü îäíîé ëèøü ìàòåðèàëüíîé
òî÷êîé M(x, y, z) ñ ñîñðåäîòî÷åííîé â íåé ìàññîé m, òî âåëè÷èíà ñèëû
ïðèòÿæåíèÿ áûëà áû ðàâíà

F =
m

r2
,

ãäå r åñòü ðàññòîÿíèå |AM |, òî åñòü.

r =
√

(x− x)2 + (y − y)2 + (z − z)2.

Òàê êàê ýòà ñèëà íàïðàâëåíà îò òî÷êè A ê òî÷êè M , òî å¼ íàïðàâëÿ-
þùèå êîñèíóñû áóäóò

x− x
r

,
y − y
r

,
z − z
r

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèÿ ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ~F íà îñè êîîðäèíàò âû-
ðàçèòñÿ òàê:

Fx = m
x− x
r3

, Fy = m
y − y
r3

, Fz =
z − z
r3

.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò dS ïîâåðõíîñòè ñ ìàññîé ρdS, êàê áû ñîñðåäî-
òî÷åííîé â îäíîé èç åãî òî÷åê M(x, y, z). Îêàçûâàåìîå èì íà òî÷êó
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A(x, y, z) ïðèòÿæåíèå áóäåò èìåòü ïðîåêöèè íà îñè:

dFx = ρ
x− x
r2

ds, dFy = ρ
y − y
r2

dS, dFz = ρ
z − z
r2

dS.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ôîð-
ìóëû äëÿ ïðîåêöèè ñèëû ~F ïðèòÿæåíèÿ ïðîñòîãî ñëîÿ íà îñè:

Fx =

∫∫
S

ρ
x− x
r3

dS, Fy =

∫∫
S

ρ
y − y
r3

dS, Fz =

∫∫
S

ρ
z − z
r3

dS.

Ýòèì ñèëà ~F îïðåäåëåíà ïîëíîñòüþ êàê ïî âåëè÷èíå, òàê è ïî íàïðàâ-
ëåíèþ. Òàêèå èíòåãðàëû íàçûâàþò ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè
ïåðâîãî ðîäà.I

Çàìå÷àíèå 10.1. Åñëè áû ïðèòÿãèâàåìàÿ òî÷êà A(x, y, z) ñàìà ëå-
æàëà íà ïîâåðõíîñòè S, òî ïðîåêöèè ïðèòÿæåíèÿ íà îñè ïî-ïðåæíåìó
âûðàæàëèñü áû èíòåãðàëàìè, íî íà ýòîò ðàç èíòåãðàëû ýòè áûëè áû
íåñîáñòâåííûìè, ïîñêîëüêó âáëèçè òî÷êè A(x, y, z) ïîäûíòåãðàëüíûå
ôóíêöèè âñå ïåðåñòàþò áûòü îãðàíè÷åííûìè.

10.2. Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Ïóñòü S � êîíå÷íàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂S â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå R3, íà êîòîðîé îïðåäåëåíà è îãðàíè÷å-
íà ôóíêöèÿ. Ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè â êàæäîé åå òî÷êå
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ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êè ê òî÷êå ïî-
ëîæåíèå ýòîé ïëîñêîñòè ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî. Íàïðèìåð, åñëè ïîâåðõ-
íîñòü S åñòü ãðàôèê ôóíêöèè z = f(x, y), îïðåäåëåííûé â îáëàñòè G ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G, òî ïîâåðõíîñòü S áóäåò ãëàäêîé, åñëè ñó-
ùåñòâóþò è íåïðåðûâíû íà G = G

⋃
∂G ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′x(x, y)è

f ′y(x, y). Áåð¼ì ëþáîå ðàçáèåíèå τs ïîâåðõíîñòè S íàáîðîì èç l, l ∈ N,
êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ ãëàäêèõ ïîâåðõíî-
ñòåé Sk, k = 1, n, áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆Sk
ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé ïîâåðõíîñòè Sk. Äèàìåòðîì ïîâåðõíîñòè Sk áóäåò
dk = sup

Mk,Nk∈Sk
{ρ(Mk, Nk)} äëÿ ëþáûõ Mk, Nk ∈ Sk. Íàèáîëüøèé èç äèà-

ìåòðîâ dk îáîçíà÷åí ÷åðåç λτ . Ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì òî÷êè Mk ∈ Sk.
Ñîñòàâëÿåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

στ(f(x, y),Mk) =
n∑
k=1

f(Mk)∆Sk. (10.1)

Îïðåäåëåíèå 10.1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
λτ→0

σ(f(x, y),Mk), (10.2)

êîòîðûé íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ τs è âûáîðà òî÷åê Mk, òî îí íàçûâà-
åòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà îò ôóíêöèè f(M)
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(M(x, y, z) ∈ S) ïî ïîâåðõíîñòè S è îáîçíà÷àåòñÿ∫∫
S

f(M)dS. (10.3)

10.3. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñòíîãî
èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâ-
íà íà çàìûêàíèè S ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé
∂S � ãðàôèêà ôóíêöèè z = z(x, y), îïðåäåëåííîé â îãðàíè÷åííîé îáëà-
ñòè G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñò-
íûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫∫
S

f(M)dS è îí âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå∫∫
S

f(M)dS =

∫∫
G

f(x, y, z(x, y))
√

1 + z′2x + z′2y dxdy. (10.4)

J Ïîâòîðÿåì ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè, ïîëó÷èì èíòå-
ãðàëüíóþ ñóììó

στ(f(x, y),Mk) =
n∑
k=1

f(Mk)∆Sk, (10.5)

ãäå Mk = Mk(xk, yk, zk) ∈ Sk.
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Ðàçáèåíèþ τS ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå G íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ
îáëàñòåéGk, k = 1, n. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü S � ãëàäêàÿ, òî ñàìà ôóíêöèÿ
z = z(x, y) è ñóùåñòâóþùèå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå z′x(x, y) è z′y(x, y)

íåïðåðûâíû íà G. Òîãäà ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S áóäåò ðàâíà

S =

∫∫
G

√
1 + z′2x + z′2y dxdy, (10.6)

à

∆Sk =

∫∫
Gk

√
1 + z′2x + z′2y dxdy. (10.7)

Äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ïðàâîé ÷àñòè (10.7) âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé

î ñðåäíåì
(
µ(x, y) =

√
1 + z′2x + z′2y ∈ C( Gk)

)
. Òîãäà

∆Sk =
√

1 + z′2x (xk, yk) + z′2y (xk, yk)∆Gk, (10.8)

ãäå Mk(xk, yk) ∈ Gk, à

στ(f(x, y),Mk) =
n∑
k=1

f(xk, yk, z(xk, yk))
√

1 + z′2x (xk, yk) + z′2y (xk, yk)∆Gk.

(10.9)
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Ôóíêöèÿ ϕ(x, y) =
√

1 + z′2x (x, y) + z′2y (x, y) ∈ C(G) (íåïðåðûâíà íà

êîìïàêòå G � îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå), ïîýòîìó îíà áóäåò
è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà G (òåîðåìà Êàíòîðà).

Ïóñòü dτ � ìàêñèìàëüíûé èç äèàìåòðîâ ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé Gk. Èìå-
åì:

∀ε > 0 ∃δ1 > 0 ∀τs dτ < δ1 |ϕ(xk, yk) − ϕ(xk, yk)| < ε.

Êðîìå òîãî, èç f(x, y, z) ∈ C(S) ñëåäóåò (òåîðåìà Âåéåðøòðàññà),
÷òî ôóíêöèÿ f(x, y, z) îãðàíè÷åííà S, òî åñòü ñóùåñòâóåò K > 0
(K = const), ÷òî äëÿ ëþáûõ (x, y, z) ∈ S áóäåò |f(x, y, z)| ≤ K.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç στ(f(x, y, z),Mk) àíàëîã (10.9) ñ çàìåíîé xk íà xk
è yk íà yk. Â ýòîì ñëó÷àå στ(f(x, y, z),Mk) áóäåò èíòåãðàëüíîé ñóììîé
äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ïðàâîé ÷àñòè (10.4). Îöåíèì ñâåðõó

|στ (f(x, y, z),Mk)− στ(f(x, y, z),Mk)| =

=

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f(xk, yk, z(xk, yk)) (ϕ(xk, yk)− ϕ(xk, yk))∆Gk

∣∣∣∣∣ ≤ Kε |G| ,

(10.10)
ãäå |G| � ïëîùàäü G.

Äâîéíîé èíòåãðàë (îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç I) ïðàâîé ÷àñòè (10.4) ñóùå-
ñòâóåò, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå G,
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à òîãäà
∀ε > 0 ∃δ2 ∀τG dτ < δ2 |I − στ | < ε. (10.11)

Ïðè δ = min {δ1, δ2} áóäóò ñïðàâåäëèâû îöåíêè (10.10) è (10.11). Òî-
ãäà

|I − στ | < ε(1 +K |σ|), (10.12)

ïðè÷åì îöåíêà (10.12) áóäåò ïðè λτ < δ.I

Ïðèìåð 10.1. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà∫∫
S

√
1 + 4x2 + 4y2dS, (10.13)

ãäå S � êîíå÷íàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè z = 1− x2− y2, îòñå÷¼ííàÿ ïëîñêî-
ñòüþ z = 0.

J Ïîñòðîèì ðèñóíîê ïîâåðõíîñòè S (ðèñóíîê 10.1).
Âû÷èñëåíèå ïðîâîäèì ïî ôîðìóëå (10.4). Ó íàñ z(x, y) = 1− x2− y2.

∂z

∂x
= −2x;

∂z

∂y
= −2y;

√
1 + z′2x + z′2y =

√
1 + 4x2 + 4y2.

∫∫
S

√
1 + 4x2 + 4y2ds =

∫∫
G

(1 + 4x2 + 4y2)dxdy =
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Ðèñóíîê 10.1

=

[
x = r cosϕ
y = r sinϕ

∣∣∣∣ 0 ≤ ϕ ≤ 2π| 1 + 4x2 + 4y2 = 1 + 4r2

]
=

=

2π∫
0

dϕ

1∫
0

(
1 + 4r2

)
rdr = 2π

(
r2

2
+ r4

)∣∣∣∣1
0

= 3π.

Îòâåò: 3π.I

Çàìå÷àíèå 10.2. Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìå 10.1 áóäóò ñïðà-
âåäëèâû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ è äëÿ ïîâåðõíîñòåé, îïðåäåëÿ-
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åìûõ óðàâíåíèÿìè x(y, z) è y(x, z). Òîãäà ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà áóäóò∫∫

S

f(x, y, z)dS =

∫∫
G

f(x(y, z), y, z)
√

1 + x′2y + x′2z dydz (10.14)

è ∫∫
S

f(x, y, z)dS =

∫∫
G

f(x, y(x, z), z)
√

1 + y′2x + y′2z dxdz. (10.15)

Ïðèìåð 10.2. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà∫∫
S

(x+ y + z)dS, (10.16)

ãäå ïîâåðõíîñòü S � ÷àñòü ïëîñêîñòè x+ 2y + 4z = 4, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

J Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (10.14). Âûïîëíèì ýñêèç ðèñóíêà 10.2 íà-
øåé ïîâåðõíîñòè S è ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü xOy (îáëàñòü
G). Ýòî ïëîñêîñòü x

4 + y
2 + z

1 = 1.∫∫
S

(x+ y + z)dS =

∫∫
G

(4− 2y − 4z + y + z)
√

21dzdy =



225

Ðèñóíîê 10.2

=

∫∫
G

(4− y − 3z)
√

21dydz =
√

21

2∫
0

dy

1−y2∫
0

(4− y − 3z)dz =

=

2∫
0

(
4z|1−

y
2

0 − yz|1−
y
2

0 − 3

2
z2
∣∣1−y2
0

)1−y2

0

√
21dy =

=
√

21

2∫
0

(
5

2
− 3

2
y +

y2

8

)
dy =

7
√

21

3
.

Îòâåò: 7
√

21
3 .I
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Ïðèìåð 10.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
S

(xy + yz + zx)dS, (10.17)

ãäå

S = {x, y, z) ∈ R3 : z =
√
x2 + y2, x2 + y2 < 2ax, a > 0}.

J Íàøà ïîâåðõíîñòü S åñòü ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîíóñà z2 = x2+y2, ëå-
æàùåé âûøå ïëîñêîñòè z = 0 âíóòðè öèëèíäðà x2+y2 = 2ax. Èçîáðàçèì
ýñêèç ðèñóíêà íàøåé ïîâåðõíîñòè (ðèñóíîê 10.3) è ïðîåêöèè ïîâåðõíî-
ñòè S íà ïëîñêîñòü xOy (ðèñóíîê ??)

x2 + y2 − 2ax+ a2 = a2, (x− a)2 + y2 = a2.

Íàõîäèì íàø ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî ôîðìóëå (10.4)

I =

∫∫
S

(xy+yz+zx)dS =
√

2

∫∫
G

(
xy + y

√
x2 + y2 +

√
x2 + y2x

)
dxdy,

(10.18)

ãäå
√

1 + z′2x + z′2y =

√
1 +

(
x√
x2+y2

)2

+

(
y√
x2+y2

)2

=
√

2.

Äâîéíîé èíòåãðàë ïðàâîé ÷àñòè (10.18) âû÷èñëÿåì, ïåðåõîäÿ ê ïî-
ëÿðíûì êîîðäèíàòàì.
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Ðèñóíîê 10.3

I =
√

2

π
2∫

−π2

2a cosϕ∫
0

(r2 sinϕ · cosϕ+ r2 sinϕ+ r2 cosϕ)rdrdϕ =

=
√

2

π
2∫

−π2

(sinϕ · cosϕ+ sinϕ+ cosϕ)
r4

4

∣∣∣∣2a cosϕ

0

dϕ =

=
16a44

√
2 · 2

4

π
2∫

0

cos5 ϕdϕ =
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= 8a4
√

2

π
2∫

0

(1− sin2 ϕ)2d(sinϕ) =

[
u = sinϕ

uí = 0, uâ = 1

]
=

= 8a4
√

2

1∫
0

(1− t2)dt =
64
√

2a4

15
.

Îòâåò: 62
√

2a4

15 .I

10.4. Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ïðè
ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè ïîâåðõíîñòè

Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü S ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðà-
íèöåé, çàäàííîé ñ ïîìîùüþ âåêòîð-ôóíêöèè ~r = ~r(u, v). Âîçüìåì êðè-
âóþ íà ïîâåðõíîñòè S � ýòî ~r = ~r(u(t), v(t)). Ââåä¼ì êîîðäèíàòíûå âåê-
òîðû

~ru =
∂~r

∂u
è ~rv =

∂~r

∂v
. (10.19)

Çàäàíèå ôóíêöèé u(t) è v(t) íà ïîâåðõíîñòè S ïîðîæäàåò â êàæäîé
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê S íåâûðîæäåííûé ðåïåð ~ru, ~rv (ïàðó íåêîë-
ëèíåàðíûõ âåêòîðîâ). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå).

g11 = (~ru, ~ru); g21 = (~ru, ~rv); g22 = (~rv, ~rv). (10.20)
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Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S çàäàíà óðàâ-
íåíèåì ~r = ~r(u, v), è íà íåé îïðåäåëåíà îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f(x, y, z).
Òàêæå ñóùåñòâóåò äâîéíîé èíòåãðàë∫∫

G

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√
g11g22 − g2

12dudv, (10.21)

ãäå G � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü â ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò u, v. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòíûé èíòåðâàë∫∫

f(x, y, z)dS =

∫∫
f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

√
g11g22 − g2

12dudv.

(10.22)

Çàìå÷àíèå 10.3. Åñëè âçÿòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè è çàäàòü åãî ÷åðåç
äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû (ïàðàìåòðû u è v), òî â ýòîì ñëó÷àå ~ru = ~i,
~rv = ~j. Òîãäà g11 = (~i,~i) = 1; g12 = (~i,~j) = 0; g22 = (~j,~j) = 1.

Ïðèìåð 10.4. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà∫∫
(xy + z)dS, (10.23)

ãäå S = {(x, y, z) ∈ R3
∣∣ x2 + y2 = ax, y2 + z2 ≤ x2, z ≥ 0}.

J Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà ïîâåðõíîñòè S (ðèñóíîê 10.4) è ïðîåêöèè
ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü xOy (ðèñóíîê 10.4)
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Ðèñóíîê 10.4

Ïîâåðõíîñòü S íàõîäèòñÿ âíóòðè êîíóñà. Èñïîëüçóåì ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå çàäàíèå óðàâíåíèÿ öèëèíäð (îêðóæíîñòü x2 + y2 = a2

4 çàäàåòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêèìè ñëåäóþùèì îáðàçîì x = a

2(1 + cos t), y = a
2 sin t):

x =
a

2
(1 + cos t), y =

a

2
sin t, z = h. (10.24)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé òî÷åê M(t, h) ñîîòâåòñòâóþùèì
ñîîòíîøåíèÿì (10.24) âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì y2 + z2 ≤ x2 è çíà÷å-
íèÿìè x, y, z èç (10.24)

a2

4
sin2 t+h2 ≤ a2

4
(1+cos t)2; h2 ≤ a2

4
(1+2 cos t+cos2 t)− (1−cos2 t)

2a2

4
;



231

h2 ≤ a2

4
(2 cos t+ 2 cos2 t); h2 ≤ a2

4
2 cos t(1 + cos t); h2 ≤ a2 cos t · cos2 t

2
;

0 ≤ h ≤ a cos
t

2

√
cos t.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè âèäíî, ÷òî cos t ≥ 0, ïîýòîìó −π
2 ≤ t ≤ π

2 , ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò è ðèñóíêó 10.4. Íàøà ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêè ñ ïîìîùüþ âåêòîð-ôóíêöèè

~r(t, h) =
(a

2
(1 + cos t),

a

2
sin t, h

)
. (10.25)

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âåêòîð-ôóíêöèè ~r(t, h).

~r′t (t, h) =
(
−a

2
sin t,

a

2
cos t, 0

)
è ~r′h (t, h) = (0, 0, 1).

Ïî ôîðìóëàì (10.20) íàõîäèì âåëè÷èíû g11, g22, g12

g11 = (~r′t(t, h), ~r′t(t, h)) = |~r′t|
2

=
a2

4
; g22 = (~r′h(t, h), ~r′h(t, h)) = |~r′h|

2
= 1;

g12 = (~r′t(t, h), ~r′t(t, h)) = 0.

Òîãäà

dS =
√
g11g22 − g2

12dtdh =
a

2
dtdh. (10.26)
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà (10.23) âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-
ìóëîé (10.22)∫

S

(xy + z)dS =

∫∫
G

(a
2

(cos t+ 1)
a

2
sin t+ h

) a
2
dtdh =

=
a

2

∫∫
G

a2

4
sin t · (cos t+ 1)dtdh+

∫∫
G

hddh

 =

=
a

2

a2

4

π
2∫

−π2

sin t · (cos t+ 1)dt

a cos t2
√

cos t∫
0

dh+

π
2∫

−π2

dt

a cos t2
√

cos t∫
0

hdh)

 =

=
a

2

0 +
1

2
· 2a2

π
2∫

0

cos2 t

2
· cos tdt

 =
a3

4

π
2∫

0

(cos t+ cos2 t)dt =

=
a3

4

(
sin t|

π
2
0 +

π

4

)
=
a3

4

(
1 +

π

4

)
.

Îòâåò: a
3

4

(
1 + π

4

)
.I
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10.5. Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïåð-
âîãî ðîäà.

Òåîðåìà 10.3. Íåïðåðûâíàÿ íà êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S ôóíê-
öèÿ f(x, y, z) èíòåãðèðóåìà íà S.

Òåîðåìà 10.4 (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè). Åñëè ôóíêöèè f(x, y, z) è
g(x, y, z) èíòåãðèðóåìû íà ïîâåðõíîñòè S è α, β � ëþáûå ôèêñèðîâàí-
íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî ôóíêöèÿ αf(x, y, z) + βg(x, y, z) èíòå-
ãðèðóåìà íà ïîâåðõíîñòè S è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫∫
S

(αf(x, y, z) + βg(x, y, z))dS = α

∫∫
S

f(x, y, z)dS + β

∫∫
S

g(x, y, z)dS.

(10.27)

Îïðåäåëåíèå 10.2. Ïîâåðõíîñòè S1 è S2 íàçûâàþòñÿ íåïåðåñå-
êàþùèìèñÿ, åñëè èõ îáùàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîãî
÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ.

Òåîðåìà 10.5 (ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè). Åñëè ñóùåñòâóþò èí-
òåãðàëû

∫∫
s1

f(x, y, z)dS,
∫∫
s2

f(x, y, z)dS è ïîâåðõíîñòè S1 è S2 íå ïåðå-
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ñåêàþòñÿ, òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ôóíêöèè f(x, y, z) ïî èõ îáúåäè-
íåíèþ S = S1

⋃
S2 è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫∫

S

f(x, y, z)dS =

∫∫
S1

f(x, y, z)dS +

∫∫
S2

f(x, y, z)dS. (10.28)

Òåîðåìà 10.6. Åñëè f(x, y, z) = 1 è S � êîíå÷íàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ
ïîâåðõíîñòü, òî ∫∫

S

1dS = |S| , (10.29)

ãäå |S| � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S.

Òåîðåìà 10.7 (îá èíòåãðèðóåìîñòè ìîäóëÿ). Åñëè ñóùåñòâóåò∫∫
S

f(x, y, z)dS, òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ôóíêöèè |f(x, y, z)| ïî S è

ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣∣
∫∫
S

f(x, y, z)dS

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
S

|f(x, y, z)| dS. (10.30)

Òåîðåìà 10.8 (ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè). Åñëè f(x, y, z) è g(x, y, z)
èíòåãðèðóåìû ïî ïîâåðõíîñòè S è äëÿ ëþáûõ òî÷åê (x, y, z) ∈ S âûïîë-
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íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x, y, z) ≤ g(x, y, z), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫∫
S

f(x, y, z)dS ≤
∫∫
S

g(x, y, z)dS. (10.31)

Òåîðåìà 10.9. Ïóñòü ôóíêöèè f(x, y, z), g(x, y, z) èíòåãðèðóåìû
ïî ïîâåðõíîñòè S è g(x, y, z) ≥ 0 äëÿ ëþáûõ òî÷åê (x, y, z) ∈ S, à

inf
M(x,y,z)∈S

f(x, y, z) = m è sup
M(x,y,z)∈S

f(x, y, z) = M . Òîãäà ñïðàâåäëèâî

äâîéíîå íåðàâåíñòâî

m

∫∫
S

g(x, y, z)dS ≤
∫∫
S

g(x, y, z)f(x, y, z)dS ≤M

∫∫
S

g(x, y, z)dS,

(10.32)
â ÷àñòíîñòè,

m |S| ≤
∫∫
S

f(x, y, z)dS ≤M |S| . (10.33)

Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ f(x, y, z) íåïðåðûâíà íà ïîâåðõíîñòè S, òî
ñóùåñòâóåò òî÷êà M0(x0, y0, z0), ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (òåîðåìà
î ñðåäíåì)∫∫

S

f(x, y, z)g(x, y, z)dS = f(M0)

∫∫
S

g(x, y, z)dS. (10.34)
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Çàìå÷àíèå 10.4. Åñëè ôóíêöèè f(x, y, z) è g(x, y, z) èíòåãðèðóåìû
ïî ïîâåðõíîñòè S, òî áóäåò èíòåãðèðóåìîé ïî ïîâåðõíîñòè S ôóíêöèÿ,
ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèé f(x, y, z) è g(x, y, z).

Çàìå÷àíèå 10.5. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâ 1)�7) èñïîëüçóåòñÿ
îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà è òåîðåìû 10.1 è
10.2 (â êà÷åñòâå óïðàæíåíèé äîêàçàòü óêàçàííûå ñâîéñòâà ñàìîñòîÿòåëü-
íî).

10.6. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ
ïåðâîãî ðîäà

1. Ìàññà ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S � êîíå÷íàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ñ ïî-
âåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ ρ(x, y, z), ãäå ôóíêöèÿ ρ(x, y, z) íåïðåðûâíà íà
S = S

⋃
∂S (ãðàíèöà ∂S ïîâåðõíîñòè S òàêæå êóñî÷íî-ãëàäêàÿ).

Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä èíòåãðàëà, àíàëîãè÷íûé, êàê è äëÿ îäíîìåðíûõ
è ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ Ðèìàíà, à òàêæå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ
ïåðâîãî ðîäà, íàõîäèì â íàøåì ñëó÷àå ýëåìåíò ìàññû

dms = ρ(x, y, z)dS. (10.35)
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Òîãäà ìàññà íàøåé ïîâåðõíîñòè S âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ms =

∫∫
S

ρx, y, z)dS. (10.36)

Ïðèìåð 10.5. Íàéòè ìàññó ÷àñòè öèëèíäðà x2 + z2 = 2az, ëåæàùåé
âíóòðè êîíóñà x2 + y2 = z2, åñëè ïëîòíîñòü ρ(x, y, z) = |y| .

J Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà 10.5 äëÿ íàøåé ïîâåðõíîñòè.

Ðèñóíîê 10.5

Íà ðèñóíêå 10.5 ïîêàçàíà ÷åòâåðòü óêàçàííîé ïîâåðõíîñòè � AmOnK.
Ìàññó ïîâåðõíîñòè S âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå

2

∫∫
S

ydS. (10.37)
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Öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâèì ïàðàìåòðè÷åñêè:

z = a(1 + sin t), x = a cos t, y = h, ãäå h ≥ 0.

Âåðõíþþ îöåíêó äëÿ h íàõîäèì èç íåðàâåíñòâà y2 ≤ z2−x2, òàê íàøà
öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü íàõîäèòñÿ âíóòðè êîíóñà. Èìååì:

h2 ≤ a2 (1 + sin t)2 − a2 cos2 t = a2
(
1 + 2 sin t+ sin2 t

)
− a2 cos2 t =

= 2a2 sin t · (1 + sin t) , h ≤ a
√

2 sin t · (1 + sin t).

Âèäíî, ÷òî sin t ≥ 0, òî åñòü 0 ≤ t ≤ π, à h ∈
[
0, a
√

2 sin t · (1 + sin t)
]
.

Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïî-
âåðõíîñòè S

~r (t, h) = (a cos t, h, a (1 + sin t)) ; ~r′t = (−a sin t, 0, a cos t) ; ~r′h = (0, 1, 0) .

Íàõîäèì g11 = (~r′t, ~r
′
t) = a2; g22 = (~r′h, ~r

′
h) = 1; g12= (~r′t, ~r

′
h) = 0.

Òîãäà ds =
√
g11g22 − g12 dtdh = a dtdh.

ms = 2

∫∫
s

yds = 2a

π∫
0

a
√

2 sin t·(1+sin t)∫
0

hdh =

= 2a3

π∫
0

(
sin t+

1− cos 2t

2

)
dt = 2a3

(
− cos t|π0 +

π

2

)
=
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= 2a3
(

2 +
π

2

)
= a3 (4 + π) (åä. ìàññû).

Îòâåò: ms = a3 (4 + π) (åä. ìàññû).I
2. Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû êîíå÷íîé ìàòåðèàëüíîé êóñî÷íî-

ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé

Òàêæå ìåòîäîì èíòåãðàëîâ íàõîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû äëÿ
ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ

Mz=0 =

∫∫
s

zg (x, y, z) ds, (10.38)

Mx=0 =

∫∫
s

xg (x, y, z) ds, (10.39)

My=0 =

∫∫
s

yg (x, y, z) ds. (10.40)

3. Öåíòðû ìàññ ìàòåðèàëüíîé êîíå÷íîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ïî-
âåðõíîñòè

Ïóñòü òî÷êà M (xc, yc, zc) ∈ R3 � öåíòð òÿæåñòè êîíå÷íîé ìàòåðè-
àëüíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S c ïëîòíîñòüþ ρ (x, y, z) ∈ C (S) .
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Òîãäà

xc =

∫∫
s

xρ (x, y, z) ds∫∫
s

ρ (x, y, z) ds
, (10.41)

yc =

∫∫
s

yρ (x, y, z) ds∫∫
s

ρ (x, y, z) ds
, (10.42)

zc =

∫∫
s

zρ (x, y, z) ds∫∫
s

ρ (x, y, z) ds
. (10.43)

Ïðèìåð 10.6. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ îäíîðîäíîé ñôåðû
(ρ = 1) x2 + y2 + z2 = R2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

J Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà íàøåé ïîâåðõíîñòè (ðèñóíîê 10.6).

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è îäíîðîäíîñòè ïîâåðõíîñòè S ñëå-
äóåò, ÷òî êîîðäèíàòû èñêîìîãî öåíòðà ìàññ (òî÷êè M (xc, yc, zc)) ðàâíû
ìåæäó ñîáîé, òî åñòü xc = yc = zc. Íàõîäèì, íàïðèìåð,

zc =

∫∫
s

zds∫∫
s

ds
. (10.44)
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Ðèñóíîê 10.6

Âèäíî, ÷òî ìàññà ïîâåðõíîñòè S ÷èñëåííî ðàâíà ïëîùàäè ýòîé ïî-
âåðõíîñòè, òî åñòü

ms =

∫∫
s

ds =
πR2

2
. (10.45)

Íàõîäèì ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë

∫∫
s

zds =


z =

√
R2 − x2 − y2,

z′x = −x√
R2−x2−y2

,

z′y = −y√
R2−x2−y2

∣∣∣∣∣∣∣∣
√

1 + z′2x + z′2y =
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=

√
1 +

x2

R2 − x2 − y2
+

y2

R2 − x2 − y2
= = R√

R2−x2−y2

 =

= R

∫∫
G

dxdy = R
πR2

4
=
πR3

4
.

Òîãäà

zc =
πR3

4
πR2

2

=
R

2
.

Îòâåò: M
(
R
2 ,

R
2 ,

R
2

)
.I

4. Ìîìåíò èíåðöèè êîíå÷íîé ìàòåðèàëüíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé
ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé è êîîðäè-
íàòíûõ îñåé

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå èñêîìûå ôîðìóëû
äëÿ ìîìåíòà èíåðöèè.

Ix=0 =

∫∫
s

x2ρ (x, y, z) ds, (10.46)



243

Iy=0 =

∫∫
s

y2ρ (x, y, z) ds, (10.47)

Iz=0 =

∫∫
s

z2ρ (x, y, z) ds, (10.48)

IOx =

∫∫
s

(
y2 + z2

)
ρ (x, y, z) ds, (10.49)

IOy =

∫∫
s

(
x2 + z2

)
ρ (x, y, z) ds, (10.50)

IOz =

∫∫
s

(
x2 + y2

)
ρ (x, y, z) ds. (10.51)

Ïðèìåð 10.7. Âû÷èñëèòü ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî êîîðäè-
íàòíûõ ïëîñêîñòåé îäíîðîäíîé (ρ = const) ïîâåðõíîñòè x + y + z = 1,
ðàñïîëîæåííîé â ïåðâîì îêòàíòå.

J Íà÷åðòèì ýñêèç ðèñóíêà 10.7 ïîâåðõíîñòè

Ïðè óñëîâèè îäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè è èç ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (ðèñóíîê 10.7) çàêëþ÷àåì, ÷òî Iz=0 = Iy=0 = Ix=0.
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Ðèñóíîê 10.7

Âû÷èñëÿåì

Iz=0 =

∫∫
s

z2ds =

[
z = 1− x− y,
z
′

x = z
′

y = −1

∣∣∣∣√z′2x + z′2y + 1 =
√

3

]
=

=

∫∫
G

(1− x− y)2
√

3dxdy,

ãäå G � îáëàñòü-òðåóãîëüíèê (ðèñóíîê 10.8).
Òîãäà

Iz=0 = −
√

3

1∫
0

dx

1−x∫
0

(1− x− y)2 d (1− x− y) =
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Ðèñóíîê 10.8

= −
√

3

1∫
0

(1− x− y)3

3

∣∣∣∣∣
1−x

0

dx =

= −
√

3

3

1∫
0

(1− x)3 d (1− x) = −
√

3

3
· (1− x)4

4

∣∣∣∣∣
1

0

=

√
3

12
.

Îòâåò: Iz=0 = Ix=0 = Iy=0 =
√

3
12 .I
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ËÅÊÖÈß 11

Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

11.1. Äâóñòîðîííèå è îäíîñòîðîííèå ïîâåðõíîñòè â R3

Îïðåäåëåíèå 11.1. Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ äâó-
ñòîðîííåé, åñëè îáõîä ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó L ⊂ S (ëåæà-
ùåìó íà ïîâåðõíîñòè S è íå èìåþùåìó îáùèõ òî÷åê ñ ∂S � ãðàíèöåé
ïîâåðõíîñòè S) íå ìåíÿåò íàïðàâëåíèå íîðìàìè ê ïîâåðõíîñòè, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ îäíîñòîðîííåé.

Ïðèìåðàìè äâóñòîðîííèõ ïîâåðõíîñòåé áóäóò ïëîñêîñòü èëè ëþáàÿ
åå ÷àñòü, ñôåðà, êîíóñ è ìíîãèå äðóãèå ïîâåðõíîñòè. Îäíîñòîðîííåé ïî-
âåðõíîñòüþ áóäåò òàê íàçûâàåìûé ëèñò Ìåáèóñà.

Åñëè ïîâåðõíîñòü S äâóõñòîðîííÿÿ, òî ñóùåñòâóþò äâå íåïðåðûâíûå
âåêòîð-ôóíêöèè ~n1 (M) è ~n2 (M) (è òîëüêî), îïðåäåëåííûå íà ïîâåðõ-
íîñòè S è óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) äëÿ ëþáîé òî÷-
êè M (x, y, z) ∈ S áóäåò |~n1 (M)| = |~n2 (M)| ; 2) íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ
~n1 (M) è ~n2 (M) â ëþáîé òî÷êå M ∈ S ïðîòèâîïîëîæíû; 3) â ëþáîé
òî÷êå M ∈ S âåêòîðà ~n1 (M) è ~n2 (M) íîðìàëüíû ê ïîâåðõíîñòè S, òî
åñòü ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå
M . Ëþáàÿ èç âåêòîð-ôóíêöèé ~n1 (M) è ~n2 (M) îáðàçóåò òàê íàçûâàåìîå
íåïðåðûâíîå ïîëå íîðìàëåé íà ïîâåðõíîñòè S. Âûáîð íà ïîâåðõíîñòè S
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îïðåäåëåííîé èç ôóíêöèé ~n1 (M) è ~n2 (M) (îïðåäåëåííîãî íåïðåðûâíîãî
ïîëÿ íîðìàëåé) íàçûâàåòñÿ âûáîðîì ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè S. Äëÿ
îäíîñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè íåëüçÿ ïîñòðîèòü íåïðåðûâíîå ïîëå íîðìà-
ëåé ýòîé ïîâåðõíîñòè.
Ïðèìåðû: 1. Ïóñòü äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü S åñòü ãðàôèê ôóíê-

öèè z = f (x, y) . Â ýòîì ñëó÷àå âåðõíåé ñòîðîíîé ýòîé ïîâåðõíîñòè ñ÷è-
òàåì òó åå ñòîðîíó, ÷òî cos (~n,Oz) > 0, à íèæíèé � cos (~n,Oz) < 0, ãäå
~n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S.

2. Ïóñòü äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü S � çàìêíóòàÿ (ñôåðà, ýëëèïñîèä
è ò.ä.). Åñëè âåêòîðà íåïðåðûâíîãî ïîëÿ íîðìàëåé ê ïîâåðõíîñòè S íà-
ïðàâëåíû âíóòðü îáúåìà, îãðàíè÷åííîãî ýòîé ïîâåðõíîñòüþ, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå � âíåøíåé ñòîðîíîé ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ îðè-
åíòèðóåìîé, à âûáîð îïðåäåëåííîé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè � îðèåí-
òàöèåé. Îäíîñòîðîííèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ íåîðèåíòèðóå-

ìûìè.

Äàëåå ðàññìîòðèì òàêîå ïîíÿòèå, êàê îðèåíòàöèÿ ãðàíèöû ∂S äâó-
ñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè S.

Ïóñòü L � êîíòóð, âõîäÿùèé â ñîñòàâ ∂S � ãðàíèöû äâóñòîðîííåé ïî-
âåðõíîñòè S; ~n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå
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M ∈ L; ~v � âåêòîð, íîðìàëüíîé ê L è ê ~n, íàïðàâèì âåêòîð ~v â òó ñòîðî-
íó, ãäå ðàñïîëîæåíà ïîâåðõíîñòü S. Ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îáõîäà
êîíòóðà L óêàçûâàåò âåêòîð [~v, ~n] (âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ~v íà
âåêòîð ~n). Ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå îòðèöàòåëüíîå (ðèñóíîê 11.1).

Ðèñóíîê 11.1

Åñëè âçÿòà ïðàâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò è L � ëþáîé çàìêíóòûé êîíòóð
(ãðàíèöà äâóñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè S), òî íàïðàâëåíèå îáõîäà êîíòóðà
L, ñîãëàñîâàííîå ñ îðèåíòàöèåé ïîâåðõíîñòè S, ñ÷èòàåì òî, ïðè êîòîðîì
ïîâåðõíîñòü S îñòàåòñÿ ñëåâà.

11.2. Çàäà÷à, ïðèâîäÿùàÿ ê ïîíÿòèþ ïîâåðõíîñòíîãî
èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Çàäà÷à. Î êîëè÷åñòâå æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç çàìêíóòóþ ïî-
âåðõíîñòü.

J Íàéòè êîëè÷åñòâî æèäêîñòè Π, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç íåêîòîðóþ îðè-
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åíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü S (äâóñòîðîííþþ ãëàäêóþ) çà åäèíèöó âðå-
ìåíè. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ (x, y, z) = 1; ñêîðîñòü åå ïðîòåêàíèÿ åñòü
âåêòîð-ôóíêöèÿ ~v (P (x, y, z) , Q (x, y, z) , R (x, y, z)) â òî÷êåM (x, y, z)∈S.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà (ðèñóíîê 11.2).

Ðèñóíîê 11.2

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~n = cos(
∧

~n,Ox)~i + cos(
∧

~n,Oy)~j + cos(
∧

~n,Oz)~k � åäè-
íè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S â òåêóùåé òî÷êå M ∈ S. À
÷åðåç dS îáîçíà÷èì ïëîùàäü áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè
S, ñîäåðæàùåãî òî÷êó M (x, y, z). Íàéäåì ïðîåêöèè ñêîðîñòè ~v íà íà-
ïðàâëåíèå âåêòîðà ~n � ýòî

Ïð~n~v = |~v| cos (~n̂, ~v) = |~v| · |~n| cos (~n,̂ ~v) =
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= P (x, y, z) cos(
∧

~n,Ox) +Q (x, y, z) cos(
∧

~n,Oy) +R (x, y, z) cos(
∧

~n,Oz).
(11.1)

Òîãäà êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé çà åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç
ýëåìåíò ïëîùàäè dS áóäåò

dΠ = p~n~v · dS · ρ = (~v, ~n) dS, (11.2)

ãäå d � ýëåìåíò ïîòîêà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè ~v (P,Q,R). Èñïîëüçóÿ ìåòîä
èíòåãðàëà, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåãî ïîòîêà:

Π =

∫∫
s

(~v, ~n) dS =

=

∫∫
s

(P cos(
∧

~n,Ox) +Q cos(
∧

~n,Ox) +R cos(
∧

~n,Ox))dS =

=

∫∫
S

f(x, y, z)dS. (11.3)

Èíòåãðàë (11.3) åñòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ñ òîé îñî-
áåííîñòüþ, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

f(x, y, z) = P cos(
∧

~n,Ox) +Q cos(
∧

~n,Oy) +R cos(
∧

~n,Oz) (11.4)
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çàâèñèò íå òîëüêî îò âåêòîðà-ôóíêöèè ~v(P,Q,R), íî è îò íàïðàâëåíèÿ
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S. Òàêèå èíòåãðàëû íàçûâàþò ïîâåðõíîñòíû-
ìè èíòåãðàëàìè âòîðîãî ðîäà.I

11.3. Ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Îòâëå÷¼ìñÿ îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Ïóñòü
äàíà äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü S. Âûáåðåì îäíó èç åå ñòîðîí, òî åñòü
èç äâóõ íåïðåðûâíûõ ïîëåé íîðìàëåé ~n(M), ãäå M � òåêóùàÿ òî÷êà
ïîâåðõíîñòè S. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ ~F (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))
îïðåäåëåíà íà ïîâåðõíîñòè S (íà âûáðàííîé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ïð~n ~F = P cos(
∧

~n,Ox) +Q cos(
∧

~n,Oy) +R cos(
∧

~n,Oz) (11.5)

ïðîåêöèþ âåêòîðà ~F íà íàïðàâëåíèå íîðìàëè ~n(M), ãäå cos(
∧

~n,Ox),

cos(
∧

~n,Oy), cos(
∧

~n,Oz) � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû (êîîðäèíàòû åäèíè÷-
íîãî âåêòîðà íîðìàëè ~n(M) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòíûì îñÿì).

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî cos(
∧

~n,Ox)ds, cos(
∧

~n,Oy)ds, cos(
∧

~n,Oz)ds � ýòî
ïðîåêöèè ýëåìåíòà ïëîùàäè dS ïîâåðõíîñòè S íà ñîîòâåòñòâóþùèå êî-
îðäèíàòíûå ïëîñêîñòè, òî åñòü ýòî áóäåò ñîîòâåòñòâåííî dydz, dzdx,
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dxdy. Òîãäà ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë (11.3) ïðèìåò âèä∫∫
S

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy (11.6)

è áóäåò íàçûâàòüñÿ ïîëíûì ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà îò
âåêòîð-ôóíêöèè ~F (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) ïî âûáðàííîé ñòîðîíå
ïîâåðõíîñòè S. Åñëè âûáðàííóþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè S ïîìåíÿòü, òî
çíàê çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà (11.6) èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Çàìå÷àíèå 11.1. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà ìîæíî
îïðåäåëèòü è äðóãèì ñïîñîáîì, à èìåííî � ÷åðåç èíòåãðàëüíûå ñóììû.
Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ïîíÿòèå íåïîëíîãî ïîâåðõíîñòíîãî èí-
òåãðàëà, èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) îïðåäåëåíà íà ãëàäêîé äâóñòîðîííåé
êîíå÷íîé ïîâåðõíîñòè S (íà îïðåäåëåííîé åå ñòîðîíå) ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé ∂S. Ïóñòü òàêæå ïðîåêöèåé (îäíîçíà÷íîé) íà ïëîñêîñòü xOy
ïîâåðõíîñòè S (â ýòîì ñëó÷àå ãðàôèêà íåêîòîðîé ôóíêöèè z = z(x, y))
áóäåò îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G.

Âîçüìåì ëþáîå ðàçáèåíèå τS ïîâåðõíîñòè S íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ
ïîâåðõíîñòåé Sk, k = 1, n, áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñèñòåìîé èç
m, m ∈ N, êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ Li, i = 1,m. Ýòîìó ðàçáèåíèþ
ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå îáëàñòè G íà n, n ∈ N, ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé
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Gk, k = 1, n, áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê (Gk � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè
÷àñòè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé Sk íà ïëîñêîñòü z = 0). Ïðîèçâîëüíî âûáèðàåì
òî÷êè Mk(xk, yk, zk) ∈ Sk, ãäå Sk = Sk

⋃
∂Sk. Ñîñòàâëÿåì èíòåãðàëüíóþ

ñóììó

στ(f(x, y, z),Mk) =
n∑
k=1

f(Mk)∆Sk, (11.7)

ãäå ∆Sk � ïëîùàäü ÷àñòè÷íîé ïîâåðõíîñòè Sk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
λτ ìàêñèìàëüíûé èç äèàìåòðîâ dk ÷àñòè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé Sk

(dk =

(
sup

Ak,Bk∈Sk
ρ (Ak, Bk)

)
).

Îïðåäåëåíèå 11.3. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

lim
λτ→0

στ(f(x, y, z),Mk) (11.8)

è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò ðàçáèåíèÿ τS è âûáîðà òî÷åêMk ∈ Sk, òî
îí íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè
f(x, y, z) ïî âûáðàííîé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S è îáîçíà÷àåòñÿ∫∫

S

f(x, y, z)dS. (11.9)
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11.4. Ñóùåñòâîâàíèå è âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà
âòîðîãî ðîäà

Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) îïðåäåëåíà è íåïðå-
ðûâíà íà çàìûêàíèè ãëàäêîé äâóñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè S � ãðàôèêà
ôóíêöèè z = z(x, y), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà â îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé
ãðàíèöåé ∂G. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðî-
äà, ðàâíûé äâîéíîìó, òî åñòü∫∫

S

f(x, y, z)dxdy =

∫∫
G

f(x, y, z(x, y))dxdy (11.10)

ïî âåðõíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S è∫∫
S

f(x, y, z)dxdy = −
∫∫
G

f(x, y, z(x, y))dxdy (11.11)

ïî íèæíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S.

J Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïðàâîé ÷àñòè (11.10) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì∫∫

S

f(x, y, z)dxdy =

∫∫
S

f(x, y, z) cos(
∧

~n,Oz)ds. (11.12)
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Ïðàâàÿ ÷àñòü (11.12) åñòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà. Ïî
òåîðåìå 10.1 (ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà)∫∫
S

f(x, y, z) cos(
∧

~n,Oz)dS =

∫∫
G

f(x, y, z(x, y)) cos(
∧

~n,Oz)
dxdy

cos(
∧

~n,Oz)

=

=

∫∫
G

f(x, y, z(x, y))dxdy

(dxdy åñòü ïðîåêöèÿ dS íà ïëîñêîñòü z = 0, ò.å. dxdy = dS · cos(
∧

~n,Oz)).
Àíàëîãè÷íî áóäåò ñïðàâåäëèâà è ôîðìóëà (11.11).I

Çàìå÷àíèå 11.2. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ, àíàëîãè÷íûõ óñëî-
âèÿì òåîðåìû 11.1, áóäóò ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû (ïî âåðõíåé
ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè)∫∫

S

f(x, y, z)dxdz =

∫∫
G

(x, y(x, z), z)dxdz, (11.13)

∫∫
S

f(x, y, z)dydz =

∫∫
G

f(x(y, z), y, z)dydz (11.14)

(ïî íèæíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè çíàê â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (11.13) è (11.14)
áóäåò ¾ìèíóñ¿).
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Ïðèìåð 11.1. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà∫∫
S

(ax2 + by2 + bz2)dydz, (11.15)

ãäå S � âíóòðåííÿÿ ñòîðîíà (íèæíÿÿ) ÷àñòè ïîëóñôåðû

x =
√
R2 − y2 − z2,

âûðåçàííîé êîíóñîì

x =
√
y2 + z2.

J Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà íàøåé ïîâåðõíîñòè (ðèñóíîê 11.3).

Ðèñóíîê 11.3
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Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé{
x =

√
R2 − y2 − z2,

x =
√
y2 + z2,

íàõîäèì ãðàíèöó ïîâåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü x = 0. Ýòî áóäåò îêðóæ-
íîñòü

y2 + z2 =

(
R√

2

)2

.

Èìååì cos(
∧

~n,Ox) < 0 (óãîë ìåæäó åäèíè÷íûì âåêòîðîì íîðìàëè ~n
è îñüþ Ox � òóïîé). Òîãäà∫∫
S

(ax2 + by2 + bz2)dydz = −
∫∫
G

(a(R2 − y2 − z2) + by2 + bz2)dydz = I.

Â äâîéíîì èíòåãðàëå I ïåðåõîäèì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

I = −
2π∫

0

dϕ

R/
√

2∫
0

r(aR2 + (b− a)r2)dr = −πR
4

8
(b+ 3a).

Îòâåò: I = −πR4

8 (b+ 3a).I



258

11.5. Äâà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà

Ïðèìåð 11.2. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ

~F = (x− 2z)~i+ (x+ 3y + z)~j + (5x+ y)~k

÷åðåç ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà σ, âûðåçàííîãî èç ïëîñêîñòè (P ):

x+ y + z − 1 = 0

êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè, â òîì íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê ïëîñêîñòè,
êîòîðàÿ îáðàçóåò ñ îñüþ Oz îñòðûé óãîë.

J Îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíîãî ñîäåðæàíèÿ çàäà÷è î âû÷èñëåíèè ïî-
òîêà æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, íî èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (11.3), ïî êî-
òîðîé ýòîé ïîòîê âû÷èñëÿåòñÿ (çàìåíÿåì â óêàçàííîé ôîðìóëå âåêòîð-
ôóíêöèþ ~v íà ~F ),

Π =

∫∫
S

(~F , ~n)dS,

ìû ïðèõîäèì ê àáñòðàêòíîìó ïîíÿòèþ ïîòîêà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè. Ïî
ýòîé ôîðìóëå ìû è áóäåì âû÷èñëÿòü èñêîìûé ïîòîê.

1. Âû÷èñëåíèå ïîòîêà ìåòîäîì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îäíó èç
êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé
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Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè S � ýòî P (x, y, z) = 0, êîíêðåòíî:

x+ y + z − 1 = 0.

Ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ P áóäåò âåêòîð:

−−→
gradP = (P ′x, P

′
y, P

′
z) = (1, 1, 1).

Ãðàäèåíò åñòü âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïîâåðõíîñòè u = P (x, y, z).
Çíàÿ ýòî, íàéäåì åäèíè÷íûé âåêòîð ~n íîðìàëè ê íàøåé ïîâåðõíîñòè,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ cos(
∧

~n,Oz) > 0.

~n = ±
P ′x~i+ P ′y~j + P

′

z
~k

|gradP |
= ±

~i+~j + ~k√
3

. (11.16)

Èç ôîðìóëû (11.16) è óñëîâèÿ cos(
∧

~n,Oz) > 0 íàõîäèì, ÷òî

~n =

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
.

Âåêòîð-ôóíêöèÿ

~F = (x− 2z, x+ 3y + z, 5x+ y), cos(
∧

~n,Oz) =
1√
3
.
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Íàõîäèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (~F , ~n) ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîâåðõíîñòü
S = P ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü z = 0. Òîãäà

(~F , ~n) = ((x− 2z) + (x+ 3y + z) + (5x+ y))
1√
3

∣∣∣∣
z=1−x−y

=

=
1√
3

(7x− z + 4y)|z=1−x−y =
1√
3

(8x+ 5y − 1). (11.17)

Êðîìå òîãî, çíàåì, ÷òî dS = dxdy

cos(
∧

~n,Oz)
=
√

3dxdy. Òîãäà

Π =

∫∫
S

(~F , ~n)dS =

∫∫
G

(8x+ 5y − 1)dxdy. (11.18)

Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G (ðèñóíîê 11.4) äëÿ
äâîéíîãî èíòåãðàëà (ïðàâàÿ ÷àñòü (11.18)).

Ðèñóíîê 11.4
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=

1∫
0

dx

1−x∫
0

(8x+ 5y − 1)dy =
5

3
.

Îòâåò: Π = 5
3 .

2. Âû÷èñëåíèå ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ ìåòîäîì ïðîåêòèðî-
âàíèÿ íà òðè êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó. Íàøà ïîâåðõíîñòü îáðàçóåò îñòðûå
óãëû âñåìè êîîðäèíàòíûìè îñÿìè. Òîãäà (òåîðåìà 11.1)

=

∫∫
(S)

(~F , ~n)dS =

∫∫
S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy =

=

∫∫
GyOz

P (x(y, z), y, z)dydz +

∫∫
GxOz

Q(x, y(x, z), z)dxdz+

+

∫∫
GxOy

R(x, y, z(x, y))dxdy =

=

[
x+ y + z − 1 = 0,
x(y, z) = 1− y − z,

∣∣∣∣ y(x, z) = 1− x− z,
z(x, y) = 1− x− y

]
.

Èçîáðàçèì ýñêèçû ðèñóíêîâ îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ äâîéíûõ
èíòåãðàëîâ (ðèñóíêè 11.5 � 11.5).
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Ðèñóíîê 11.5

=

∫∫
GyOz

(1− y − 3z)dydz +

∫∫
GxOz

(3− 2x− 2z)dxdz +

∫∫
GxOy

(5x+ y)dxdy =

=

1∫
0

dy

1−y∫
0

(1−y−3z)dz+

1∫
0

dx

1−x∫
0

(3−2x−2z)dz+

1∫
0

dx

1−x∫
0

(5x+y)dy =
5

3
.

Îòâåò: Π = 5
3 .I

11.6. Î ñóùåñòâîâàíèè è âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñòíîãî
èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà ïî ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé

ïàðàìåòðè÷åñêè

Òåîðåìà 11.2. Ïóñòü ãëàäêàÿ äâóñòîðîííÿÿ ïîâåðõíîñòü S çàäàíà
ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì ~r = ~r(u, v).
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Âåêòîð-ôóíêöèÿ ~F = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) îïðåäåëåíà è
íåïðåðûâíà íà çàìûêàíèè ïîâåðõíîñòè S ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé
δS, òî åñòü S = S

⋃
∂S. Ïóñòü òàêæå G � îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ u è v (ãðàíèöà ∂G � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ), à q11, q22 è q12 � êîýôôè-
öèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè, òî åñòü

q11 =
(
~r′u, ~r′u

)
, q22 =

(
~r′v, ~r′v

)
, q12 =

(
~r′u, ~r′v

)
.

Òîãäà ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

I =

∫∫
S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy

ñóùåñòâóåò è ñïðàâåäëèâàÿ ôîðìóëà∫∫
S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy =

=

∫∫ (
P cos(

∧
~n,Ox) +Q cos(

∧
~n,Oy) +R cos(

∧
~n,Oz)

)√
q11q22 − q2

12dudv.

(11.19)

Çàìå÷àíèå 11.3. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

A =

∣∣∣∣ ∂y
∂u

∂z
∂u

∂y
∂v

∂z
∂v

∣∣∣∣ , B =

∣∣∣∣ ∂z
∂u

∂x
∂u

∂z
∂v

∂x
∂v

∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∣∣∣∣ , (11.20)
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òî √
q11q22 − q2

12 =
√
A2 +B2 + C2 (11.21)

è

cos(
∧

~n,Ox) =
A√

A2 +B2 + C2
; cos(

∧
~n,Oy) =

B√
A2 +B2 + C2

;

cos(
∧

~n,Oz) =
C√

A2 +B2 + C2
. (11.22)

Òîãäà ôîðìóëà (11.19) ïðèìåò âèä∫∫
S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dxdz +R(x, y, z)dxdy =

=

∫∫
G

(PA+QB +RC)dudv, (11.23)

ãäå
P = P (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) (11.24)

è àíàëîãè÷íî Q è R.

Ïðèìåð 11.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫∫
S

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy, (11.25)
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ãäå S � íèæíÿÿ ñòîðîíà ÷àñòè êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2 + y2 = z2,
0 < z ≤ H.

J Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà íàøåé ïîâåðõíîñòè S (÷åòâåðòü ïîâåðõ-
íîñòè, ðèñóíîê 11.6).

Ðèñóíîê 11.6

Çàäàäèì íàøó ïîâåðõíîñòü ïàðàìåòðè÷åñêè:

~r (u, v) = (v cosu, v sinu, v) ,

ãäå 0 ≤ u ≤ 2π, 0 < v ≤ H. Ïî ôîðìóëàì (11.20) íàõîäèì

A =

∣∣∣∣ v cosu 0
sinu 1

∣∣∣∣ = v cosu; B =

∣∣∣∣ 0 −v sinu
1 cosu

∣∣∣∣ = v sinu;

C =

∣∣∣∣ −v sinu v cosu
cosu sinu

∣∣∣∣ = −v. (11.26)
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Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà (ðèñóíîê 11.7) îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ G
äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ôîðìóëû (ïðàâîé åå ÷àñòè) (11.23)

Ðèñóíîê 11.7

Áóäåì èìåòü:

I =

∫∫
S

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy =

=

∫∫
G

(v2 cos2 u · v cosu+ v2 sin2 u · v sinu− v3)dudv =

=

2π∫
0

(cos3 u+ sin3 u− 1)du =

H∫
0

v3dv =
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=
H4

4

 2π∫
0

(1− sin2 u)d (sinu)−
2π∫

0

(1− cos2 u)d (cosu)− 2π

 =

=
H4

4
(−2π) = −πH

4

2
.

Îòâåò: I = −πH4

2 .I

11.7. Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà

Â ïóíêòå 9.6 ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñâåäåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðà-
ëà âòîðîãî ðîäà ê äâîéíîìó. Ïîëó÷åíà òàê íàçûâàåìàÿ ôîðìóëà Ãðèíà.
Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü òàê íàçûâàåìîé ôîðìóëû Îñòðî-
ãðàäñêîãî � Ãàóññà, êîòîðàÿ çàìåíÿåò ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî
ðîäà òðîéíûì èíòåãðàëîì.

Îïðåäåëåíèå 11.4. Îáëàñòü Ω ⊂ R3 íàçûâàåì ¾z-öèëèíäðè÷åñ-
êîé¿, åñëè îíà ñâåðõó è ñíèçó îãðàíè÷åíà êóñî÷íî-ãëàäêèìè ïîâåðõíî-
ñòÿìè S2 (ãðàôèêîì ôóíêöèè z = z2(x, y)) è S1 (ãðàôèêîì ôóíêöèè
z = z1(x, y)) ñîîòâåòñòâåííî ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè ∂S2 è ∂S1,
è áîêîâîé ïîâåðõíîñòè îáëàñòè Ω åñòü öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ
îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oz. Ïðîåêöèÿ Ω íà ïëîñêîñòü z = 0
åñòü ïëîñêàÿ îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G.
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Ðèñóíîê 11.8

Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà îáëàñòè Ω (ðèñóíîê 11.8).

Òåîðåìà 11.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x, y, z) âìåñòå ñî ñâîåé ñó-

ùåñòâóþùåé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂f(x,y,z)
∂z îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà

çàìûêàíèè óêàçàííîé âûøå ¾z-îáëàñòè¿ Ω, òî åñòü íà Ω = Ω
⋃
∂Ω.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫∫
S=∂Ω

f(x, y, z)dxdy =

∫∫∫
Ω

f ′z(x, y, z)dxdydz. (11.27)
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J Òðîéíîé èíòåãðàë (ïðàâàÿ ÷àñòü (11.27)) ñóùåñòâóåò, òàê êàê ôóíê-
öèÿ f ′z(x, y, z) ∈ C

(
Ω
)
(íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå Ω = Ω

⋃
∂Ω). Òàêæå

ñóùåñòâóåò è íåïîëíûé ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë (ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
(11.27)) (ñìîòðè òåîðåìó 10.1). Äîêàæåì ðàâåíñòâî ýòèõ èíòåãðàëîâ. Â
òðîéíîì èíòåãðàëå ïåðåõîäèì ê ïîâòîðíîìó.

∫∫∫
Ω

f ′z(x, y, z)dxdydz =

∫∫
G

dxdy

z2(x,y)∫
z1(x,y)

f ′z(x, y, z)dz =

=

∫∫
G

f(x, y, z)|z2(x,y)
z1(x,y) dxdy =

∫∫
G

(f(x, y, z2(x, y)−f(x, y, z1(x, y))dxdy =

=

∫∫
S2

f(x, y, z)ds+

∫∫
s1

f(x, y, z)ds+

∫∫
s3

f(x, y, z)ds =

=

∫∫
S=∂Ω

f(x, y, z)dS, (11.28)

ãäå S3 � öèëèíäðè÷åñêàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S = ∂Ω îáëàñòè Ω. Ïîâåðõ-
íîñòíûé èíòåãðàë ôóíêöèè f(x, y, z) ïî S3 ðàâåí íóëþ, òàê êàê ïëîñêàÿ

ìåðà Ëåáåãà (ïëîùàäü) ïðîåêöèè S3

(
ÏðS3
z=0

= ∂G

)
ðàâíà íóëþ.I
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Çàìå÷àíèå 11.4. Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû áóäóò ñïðàâåäëèâû, åñëè îá-
ëàñòü Ω áóäåò ¾x-öèëèíäðè÷åñêîé¿ èëè ¾y-öèëèíäðè÷åñêîé¿. Òîãäà ñî-
îòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû òèïà (11.27) äëÿ ýòèõ îáëàñòåé ñîîòâåòñòâåííî
áóäóò ∫∫

S

f(x, y, z)dxdy =

∫∫∫
Ω

f ′x(x, y, z)dxdydz (11.29)

è ∫∫
S

f(x, y, z)dxdy =

∫∫∫
Ω

f ′y(x, y, z)dxdydz. (11.30)

Îïðåäåëåíèå 11.5. Îáëàñòü Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω íà-
çûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êî-
íå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòè÷íûõ îáëàñòåé áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ñ
êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè êàê ¾z-îáëàñòåé¿, òàêæå ¾x-îáëàñòåé¿ è
¾y-îáëàñòåé¿. Ïðîñòåéøåé îáëàñòüþ áóäåò ëþáîé ìíîãîãðàííèê (èìå-
åò êîíå÷íîå ÷èñëî ãðàíåé � ìíîãîóãîëüíèêîâ).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ îáëàñòü Ω ⊂ R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíè-
öåé ∂Ω àïïðîêñèìèðóåòñÿ (ïðèáëèæàåòñÿ) ìíîãîãðàííûìè îáëàñòÿìè ñî
ñêîëü óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Òîãäà áóäåò ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.
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Òåîðåìà 11.4. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ

~F = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))

è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂P
∂x ,

∂Q
∂y è ∂R

∂z îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà

çàìûêàíèè îáëàñòè Ω = R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω = S. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà ïîëíàÿ ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà∫∫

S

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy =

=

∫∫∫
Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz (11.31)

11.8. Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà â âåêòîðíîé ôîðìå

Îïðåäåëåíèå 11.6. Äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ

~F = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) ,

îïðåäåë¼ííîãî íà çàìûêàíèå îáëàñòè Ω = R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíè-
öåé ∂Ω = S, ãäå ôóíêöèè P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) è ñóùåñòâó-
þùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû íà Ω, íàçûâàåòñÿ ñêàëÿð,
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îáîçíà÷àåìûé div ~F è îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

div ~F = lim
µVΩ→∞

∫∫
S

(
~F , ~n

)
ds

µVΩ
, (11.32)

ãäå VΩ � îáú¼ì îáëàñòè Ω;
∫∫
S

(
~F , ~n

)
ds � ïîòîê âåêòîð-ôóíêöèè ~F

÷åðåç êóñî÷íî-ãëàäêóþ ãðàíèöó ∂Ω = S;

~n =

(
cos(

∧
~n,Ox), cos(

∧
~n,Oy), cos(

∧
~n,Oz)

)
−

åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê âíåøíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè S.

Çàìå÷àíèå 11.5. Ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ

div ~F =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
. (11.33)

Óêàæåì ôèçè÷åñêèé ñìûñë äèâåðãåíöèè äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé.

1. Ïóñòü ~F � ïîëå ñêîðîñòåé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé â
íåêîòîðîé îáëàñòè èç R3. Òîãäà òðîéíîé èíòåãðàë

∫∫∫
Ω

div ~Fdxdydz åñòü

ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü èñòî÷íèêîâ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â îáëàñòè Ω, à
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div ~F åñòü ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ (ìîùíîñòü íà åäèíèöó îáú¼ìà). Åñëè
â ýòîì ñëó÷àå íåò íè ñòîêîâ, íè èñòîêîâ, òî div ~F = 0, à âåêòîðíîå ïîëå
íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì (òðóá÷àòûì).

2. Äèâåðãåíöèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â îáëàñòè Ω ðàñïðåäåë¼ííûõ
ìàññ ðàâíà îáú¼ìíîé ïëîòíîñòè ρ(x, y, z), óìíîæåííîé íà 4π, ýòîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

3. Ïóñòü â îáëàñòè Ω çàäàíî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ~F = (P,Q,R),
òîãäà div ~F åñòü ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ïîëÿ, óìíîæåííàÿ íà 4π (òåîðåìà
Ãàóññà).

Çàïèøåì ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà â âåêòîðíîé ôîðìå (óñëî-
âèÿ òåîðåìû 11.4 äîëæíû ñîáëþäàòüñÿ)∫∫

S=∂Ω

(
~F , ~n

)
ds =

∫∫∫
Ω

div ~Fdxdydz. (11.34)

Ïðèìåð 11.4. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà âû÷èñ-
ëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë I =

∫∫
S

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy, ãäå S �

âíåøíÿÿ ñòîðîíà ãðàíèöû êóáà Ω = [0, a]× [0, a]× [0, a], a > 0.

J Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà èñïîëüçóåì ôîðìóëó
(11.31). Ó íàñ P (x, y, z) = x2; Q(x, y, z) = y2; R(x, y, z) = z2. Òîãäà
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∂P
∂x = 2x; ∂Q∂y = 2y;∂R∂z = 2z.

I =

∫∫∫
Ω

(2x+ 2y + 2z)dxdydz =

a∫
0

dz

a∫
0

dy

a∫
0

(2x+ 2y + 2z)dx = 3a4.

Îòâåò: I = 3a4.I

Ïðèìåð 11.5. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a = x~i + 2y~j − z~k

÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S :

{
z2 = x2 + y2

z = x2 + y2 íåïîñðåäñòâåííî è ïî

ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà.

J Èçîáðàæàåì ýñêèç ðèñóíêà (÷åòâåðòü ÷àñòè) ïîâåðõíîñòè S â ïåð-
âîì îêòàíòå (ðèñóíîê 11.9) è îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ (ðèñóíîê 11.9).
1. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå.
1. Ïîòîê ÷åðåç S1 âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü êîíóñà z2 = x2 + y2.
Ïîòîê áóäåì âû÷èñëÿòü ìåòîäîì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îäíó ïëîñêîñòü

z = 0 (çàäà÷à 11.2) F (x, y, z) = 0, ãäå F (x, y, z) = z2−x2−y2 � ñêàëÿðíîå
ïîëå. Íàõîäèì grad ~F = (−2x,−2y + 2z). Î÷åâèäíî, ÷òî åäèíè÷íûé
âåêòîð ~n íîðìàëè îáðàçóåò ñ îñüþ Oz îñòðûé óãîë. Âåêòîð ~n îïðåäåëÿåì
èç ðàâåíñòâà:

~n = ± grad ~F∣∣∣grad ~F
∣∣∣ = ±−2x~i− 2y~j + 2z~k

2
√
x2 + y2 + z2

= ±−x
~i− y~j + z~k√
x2 + y2 + z2

. (11.35)
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Ðèñóíîê 11.9

Èç (11.35) è cos(
∧

~n,Oz) ïîëó÷àåì:

~n =

(
−x√

x2 + y2 + z2
,

−y√
x2 + y2 + z2

,
z√

x2 + y2 + z2

)
. (11.36)

Òîãäà

(~a, ~n) =
−x2 − 2y2 − z2√
x2 + y2 + z2

è dS =
dxdy

cos(
∧

~n,Oz)

=

√
x2 + y2 + z2dxdy

z
.

(11.37)
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Âû÷èñëèì èñêîìóþ ÷àñòü ïîòîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S1

(
Ïð S1
z=0

= G

)
.

Π1 =

∫∫
S1

(~a, ~n)dS =

∫∫
G

(
−2x2 − 4y2 − 2(x2 + y2)

) dxdy√
x2 + y2

=

=

∫∫
G

−2x2 − 3y2√
x2 + y2

dxdy. (11.38)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (11.38) (ïðàâàÿ ÷àñòü) ïåðåõîäèì ê ïî-
ëÿðíûì êîîðäèíàòàì.

Π1 = −
∫∫
D

2r2 cos2 ϕ+ 3r2 sin2 ϕ

r
rdrdϕ =

= −
∫∫
D

(
2 +

1− cos 2ϕ

2

)
r2drdϕ =

= −
2π∫

0

(
5

2
− cos 2ϕ

2

)
dϕ

1∫
0

r2dr = −1

3
· 5

2
· 2π = −5

3
π.

2. Ïîòîê ÷åðåç S2 � âíåøíþþ ïîâåðõíîñòü ïàðàáîëà z = x2 + y2.
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó èìååì:

F (x, y, z) = z − x2 − y2, F ′x(x, y, z) = −2x,

F ′y(x, y, z) = −2y, F ′z(x, y, z) = 1,

cos(
∧

~n,Oz) < 0, ~n = ±2x~i+ 2y~j − 1 · ~k√
1 + 4x2 + 4y2

; ~n = (2x, 2y,−1)· 1√
1 + 4x2 + 4y2

;

dS =
dxdy

cos(
∧

~n,Oz)

= −
√

1 + 4x2 + 4y2dxdy.

Π2 = −
∫∫
G

−
(
2x2 + 4y2 + x2 + y2

)
dxdy =

∫∫
G

(
3x2 + 5y2

)
dxdy =

=

∫∫
D

(
3r2 cos2 ϕ+ 5r2 sin2 ϕ

)
rdϕdr =

=

2π∫
0

(4− cos 2ϕ) dϕ

1∫
0

r3dr = 4 · 2π · 1
4

= 2π.

Òîãäà âåñü ïîòîê Π = Π1 + Π2 = −5
3π + 2π = π

3 .
2. Âû÷èñëèì ïîòîê ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî �

Ãàóññà
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Èìååì âåêòîðíîå ïîëå

~a = (P (x, y, z) , Q (x, y, z) , R (x, y, z)) ,

ãäå P = x, Q = 2y, R = −z.
Òîãäà

∂P

∂x
= 1,

∂Q

∂y
= 2,

∂R

∂z
= −1,

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= 2.

Π =

∫∫∫
Ω

2dxdydz = 8

π
2∫

0

dy

1∫
0

rdr

r∫
r2

dz =

= 4π

1∫
0

(
r2 − r3

)
dr = 4π

(
1

3
− 1

4

)
=
π

3
.

Îòâåò: Π = π
3 .I

Ïðèìåð 11.6. Âû÷èñëèòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ

~a = r~er − cosϕ~eϕ + z~ez,

çàäàííîãî â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S,
îáðàçîâàííûé öèëèíäðîì r = 2 è ïëîñêîñòÿìè z = 2 è z = 0.
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J Âû÷èñëåíèå ïîòîêà ïðîâåäåì ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà.

Π =

∫∫
S=∂Ω

(~a, ~n) dS =

∫∫∫
Ω

div~a (x, y, z) dxdydz. (11.39)

Âûðàçèì äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäè-
íàòàõ. Â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ u, v, t

div~a (u, v, t) =
1

LuLvLt

(
∂

∂u
(PLvLt) +

∂

∂v
(QLuLt) +

∂

∂t
(RLuLv)

)
;

LuLvLt − ïàðàìåòðû (êîýôôèöèåíòû) Ëàìý, (11.40)

ïðè÷¼ì

Lu =
√
x′2u + y′2u + z′2u , Lv =

√
x′2v + y′2v + z′2v , Lt =

√
x
′2
t + y

′2
t + z

′2
t ,

(11.41)
ãäå

x = x (u, v, t) = x (r, ϕ, z) = r cosϕ; y = y (u, v, t) = y (r, ϕ, z) = r sinϕ,

z = z (u, v, t) = z (r, ϕ, z) = z.

Òîãäà Lu = Lr = 1, Lv = Lϕ = r, Lt = Lz = 1.

div~a (r, ϕ, z) =
1

r

(
∂

∂r
(r · r · 1) +

∂

∂ϕ
(− cosϕ · 1 · 1) +

∂

∂z
(z · 1 · r)

)
=
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=
1

r
(3r + sinϕ) = 3 +

sinϕ

r
.

Π =

∫∫∫
Ω

(3r + sinϕ) drdϕdz =

2∫
0

dz

2π∫
0

dϕ

2∫
0

(3r + sinϕ) dr =

= 2

2π∫
0

(
3

2
r2 + r sinϕ

)∣∣∣∣2
0

dϕ = 2

2π∫
0

(6 + 2 sinϕ) dϕ = 24π.

Îòâåò: Π = 24π.I

Ïðèìåð 11.7. Íàéòè ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ, çàäàííîãî â ñôåðè÷å-
ñêèõ êîîðäèíàòàõ,

~a = ρ2~eρ +R2ρ sin θ · cosϕ~eϕ,

÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ ñôåðîé ρ = R è êîîðäè-
íàòíûìè ïëîñêîñòÿìè ϕ = 0, ϕ = π

2 , θ = π
2 , èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Îñòðî-

ãðàäñêîãî � Ãàóññà.

J Π =

∫∫∫
Ω

div~a (x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
G

ρ2 sin θdiv~a (ρ, ϕ, θ) dρdϕdθ =
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= [div~a (ρ, ϕ, θ) =

=
1

LρLϕLθ

(
∂

∂ρ
(PLϕLθ) +

∂

∂ϕ
(QLρLθ) +

∂

∂θ
(RLρLϕ)

)
=

=
1

1 · ρ sin θ · ρ

(
∂

∂ρ

(
ρ2 · ρ sin θ · ρ

)
+

∂

∂ϕ

(
R2ρ sin θ · cosϕ · ρ

))
=

=
1

ρ2 sin θ

(
4ρ3 sin θ +R2ρ2 sin θ (− sinϕ)

)
= 4ρ−R2 sinϕ

]
=

=

∫∫∫
G

ρ2 sin θ
(
4ρ−R2 sinϕ

)
dρdϕdθ =

=

π
2∫

0

sin θdθ

π
2∫

0

dϕ

R∫
0

(
4ρ3 − ρ2R2 sinϕ

)
dρ =

=

π
2∫

0

(
ρ4 −R2ρ

3

3
sinϕ

)∣∣∣∣R
0

dϕ =

π
2∫

0

(
R4 − R5

3
sinϕ

)
dϕ =

= R4 · π
2

+
R5

3
cosϕ|

π
2
0 =

πR4

2
− R5

3
.

Îòâåò: Π = πR4

2 −
R5

3 .I
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11.9. Âû÷èñëåíèå îáúåìîâ òåë ñ ïîìîùüþ ïîâåðõíîñòíûõ
èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà

Óêàçàííàÿ ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ñ ïîìîùüþ êðè-
âîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïðîâîäèëîñü âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôè-
ãóð. Çíàåì, ÷òî îáúåì òåëà Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

VΩ =

∫∫
Ω

dxdydz. (11.42)

Â ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà∫∫
S=∂Ω

(
~F , ~n

)
ds =

∫∫
S=∂Ω

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, z)dxdy =

=

∫∫∫
Ω

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz (11.43)

ïîäáåðåì ôóíêöèè P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) òàê, ÷òîáû

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= 1. (11.44)

Ýòî, íàïðèìåð, áóäåò, åñëè

P (x, y, z) =
1

3
x, Q(x, y, z) =

1

3
y, R(x, y, z) =

1

3
z.
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Òîãäà îáúåì òåëà Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω áóäåò

VΩ =
1

3

∣∣∣∣∣∣
∫∫
S=∂Ω

xdydz + ydxdz + zdxdy

∣∣∣∣∣∣ =
1

3

∣∣∣∣∣∣
∫∫
S

(
~F , ~n

)
ds

∣∣∣∣∣∣ . (11.45)

Ïðèìåð 11.8. Íàéòè îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè
z = 0 è z = 1− x2 − y2.

J Íàðèñóåì ýñêèç ðèñóíêà (ðèñóíîê 11.10) òåëà â ïåðâîì îêòàíòå
(÷åòâåðòàÿ ÷àñòü òåëà, ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé x = 0
è y = 0). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà òåëà Ω âîñïîëüçóåìñÿ íåïîëíûì ïî-
âåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà

VΩ =

∫∫
S

zdxdy. (11.46)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî S1 :

{
z = 0,
x2 + y2 ≤ 1

ðàâåí

íóëþ. Íàõîäèì ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë (11.46) ïî ïîâåðõíîñòè ïàðàáî-
ëîèäà

S1 :

{
z ≥ 0,
z = 1− x2 − y2.

VΩ =

∫∫
S2

zdxdy = 4

∫∫
G

(1− x2 − y2)dxdy, (11.47)
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Ðèñóíîê 11.10

ãäå G � ÷åòâåðòü êðóãà

{
z = 0,
x2 + y2 ≤ 1

â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè xOy.

Ïðè âû÷èñëåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà (ïðàâàÿ ÷àñòü (11.47)) ïåðåõî-
äèì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì.

VΩ = 4

∫∫
D

(1− r2)rdrdϕ = 4

π
2∫

0

dϕ

1∫
0

(r − r3)dr =
π

2
(êóá. åä).

Îòâåò: VΩ = π
2 . I

11.10. Ôîðìóëà Ñòîêñà

Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ïîëå ~a = (P (x, y, z) , Q (x, y, z) , R (x, y, z)) â
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G (îáëàñòü Ω
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íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé
ïîâåðõíîñòè S ⊂ Ω âíóòðåííîñòü ýòîé ïîâåðõíîñòè åñòü ïîäìíîæåñòâî
Ω). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèè P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) è ñóùå-
ñòâóþùèå èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áûëè íåïðåðûâíû íà Ω= Ω

⋃
∂Ω (íà

çàìûêàíèè Ω).
Ïóñòü äàíà ëþáàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ L ⊂ Ω, ïîëîæè-

òåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ (ïðè îáõîäå êðèâîé L ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).

Îïðåäåëåíèå 11.7. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà∮
L

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz (11.48)

íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ

~a = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)dz)

âäîëü êðèâîé L, òî åñòü

Ö =

∮
L

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz (11.49)

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

Ö =

∮
L

(~a, d~r) , (11.50)
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ãäå

d~r = (dx, dy, dz) . (11.51)

Ïðèìåð 11.9. Íàéòè öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a = y~i− x~j + z~k

ïî êîíòóðó

L :

{
x2 + y2 + z2 = 4,
x2 + y2 = z2, z ≥ 0.

J Âûïîëíèì ýñêèç ðèñóíêà ê çàäà÷å (÷åòâåðòàÿ ÷àñòü â ïåðâîì îê-
òàíòå ðèñóíîê 11.11).

Ðèñóíîê 11.11
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Ïî ôîðìóëå (11.49) íàõîäèì èñêîìóþ öèðêóëÿöèþ

Ö =

∮
L

ydx− xdy + zdz =


x =
√

2 cosϕ,

y =
√

2 sinϕ,

z =
√

2

∣∣∣∣∣∣
dx = −

√
2 sinϕdϕ,

dy =
√

2 cosϕdϕ,
dz = 0

 =

=

2π∫
0

(√
2 sinϕ ·

(
−
√

2
)

sinϕ−
√

2 cosϕ ·
√

2 cosϕ
)
dϕ = −4π.

Îòâåò: Ö = −4π.I

Çàìå÷àíèå 11.6. Åñëè ~a = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)dz) � ñè-
ëîâîå âåêòîðíîå ïîëå, òî åãî öèðêóëÿöèÿ âäîëü óêàçàííîé êðèâîé L åñòü
ðàáîòà âäîëü êðèâîé óêàçàííîãî ñèëîâîãî ïîëÿ. Êðèâàÿ L â ôîðìóëå
(11.49) ìîæåò áûòü è íå çàìêíóòîé.

Äàëüøå ðàññìîòðèì ïîíÿòèå ðîòîðà. Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ïîëå

~a = (P (x, yz), Q(x, yz), R(x, yz)). (11.52)

Îïðåäåëåíèå 11.8. Ðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a íàçûâàåòñÿ
âåêòîð, îáîçíà÷åííûé ÷åðåç rot~a è îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

rot−→a =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
~i+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
~j +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
~k (11.53)



288

èëè (â óäîáíîé äëÿ çàïîìèíàíèÿ ôîðìå)

rot~a =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣ . (11.54)

Çàìå÷àíèå 11.7. Îïðåäåëèòåëü (ïðàâàÿ ÷àñòü (11.54)) ðàñêðûâàåòñÿ
ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè, à óìíîæåíèå çíàêà ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ îçíà÷àåò âçÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé îò
ýòîé ôóíêöèè, íàïðèìåð: ∂

∂x ·Q = ∂Q
∂x .

Ïðèìåð 11.10. Íàéòè ðîòîð âåêòîðà ~a = z3~i+ y3~j + x3~k.

J Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðîòîðà âåêòîðà ~a èñïîëüçóåì ôîðìóëó (11.54)

rot~a =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

z3 y3 x3

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+1~i

(
∂

∂y
x3 − ∂

∂z
y3

)
+

+(−1)1+2~j

(
∂

∂x
x3 − ∂

∂z
z3

)
+

+ (−1)1+3 ~k

(
∂

∂x
y3 − ∂

∂y
z3

)
= 3(z2 − x2)~j.



289

Îòâåò: rot~a = 3(z2 − x2)~j.I
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðîòîðà

Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè

~v(P (x, yz), Q(x, yz), R(x, yz)).

Â ýòîì ñëó÷àå rot~v õàðàêòåðèçóåò ¾âðàùàòåëüíóþ êîìïîíåíòó¿ ïîëÿ
ñêîðîñòåé, îí ðàâåí óäâîåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîé ÷àñòèöû æèäêîñòè.

Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

Ïóñòü äàíî âåêòîðíîå ïîëå ~a(u, v, t) ñ ðåïåðîì (~eu, ~ev, ~et) èëè
~a = (P (u, v, t), Q(u, v, t), R(u, v, t)). Òîãäà

rot−→a =

∣∣∣∣∣∣
~eu
LvLt

~ev
LuLt

~et
LuLv

∂
∂u

∂
∂v

∂
∂t

PLu QLv RLt

∣∣∣∣∣∣ , (11.55)

ãäå Lu, Lv, Lt � ïàðàìåòðû (êîýôôèöèåíòû) Ëàìý â ÷àñòíîñòè:

1. Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ρ, ϕ, z ïàðàìåòðû Ëàìý
áóäóò: Lρ = 1, Lϕ = r, Lz = 1;

2. Äëÿ ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ρ, ϕ, θ ïàðàìåòðû Ëàìý áóäóò:
Lρ = 1, Lϕ = ρ sin θ, Lθ = ρ.

Ïîòåíöèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå
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Îïðåäåëåíèå 11.9. Âåêòîðíîå ïîëå

~a = (P (u, v, t), Q(u, v, t), R(u, v, t))

çàäàííîå íà çàìûêàíèè îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω íàçûâàåòñÿ ïîòåíöè-
àëüíûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãðàäèåíò íåêîòîðîãî ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñàìî ñêàëÿðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîòåí-
öèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ~a = (P (u, v, t), Q(u, v, t), R(u, v, t)).

Óêàçàííîå îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî rot−→a = 0.

Ïðèìåð 11.11. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå

~a =
2 cos θ

ρ3
~eρ +

sin θ

ρ3
~eθ

â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.

J Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è ïîêàæåì,
÷òî rot−→a = 0

rot−→a =

∣∣∣∣∣∣∣
~eρ

LθLϕ
~eθ

LρLϕ

~eϕ
LρLθ

∂
∂ρ

∂
∂θ

∂
∂ϕ

2 cos θ
ρ3 Lρ

sin θ
ρ3 Lθ 0 · Lϕ

∣∣∣∣∣∣∣ =

 0 ≤ ρ ≤ +∞,
0 ≤ ϕ < 2π,
0 ≤ θ ≤ π

 =

=

∣∣∣∣∣∣∣
~eρ

ρ2 sin θ
~eθ

ρ sin θ
~eϕ
ρ

∂
∂ρ

∂
∂θ

∂
∂ϕ

2 cos θ
ρ3

sin θ
ρ3 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

ρ2 sin θ
· 0 · ~eρ −

1

ρ sin θ
· 0 · ~eθ+
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+
1

ρ

(
−2 sin θ

ρ3
+

2 sin θ

ρ3

)
~eϕ = ~0.

Îòâåò: Âåêòîðíîå ïîëå ~a â Ω = R3\(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.
I

Òåîðåìà 11.5. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ

~a = (P (u, v, t), Q(u, v, t), R(u, v, t))

îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ñóùåñòâóþùèìè ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè ôóíêöèé P (u, v, t), Q(u, v, t) è R(u, v, t) â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè
Ω ⊂ R3. Ïîâåðõíîñòü S èç Ω äâóñòîðîííÿÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ îãðàíè-
÷åííàÿ áåç îñîáûõ òî÷åê ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂S, ïðè÷åì ïî-
âåðõíîñòü S òàêàÿ, ÷òî îäíîçíà÷íî îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà
ëþáóþ èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé. Îðèåíòàöèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà
íîðìàëè ~n ê ïîâåðõíîñòè S ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé êîíòóðà L = ∂S
òàê, ÷òîáû èç êîíöà íîðìàëè ~n îáõîä êîíòóðà â âûáðàííîì íàïðàâëå-
íèè áûë âèäåí ñîâåðøàþùèìñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà Ñòîêñà∮

L=∂S

(~a, d~r) =

∫∫
S

(rot~a, ~n)dS. (11.56)
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Çàìå÷àíèå 11.8. Ïðè óêàçàííûõ â òåîðåìå óñëîâèÿõ åå çàêëþ÷åíèå
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: öèðêóëÿöèÿ âåêòîðà ~a ïî
çàìêíóòîìó êîíòóðó L = ∂S ðàâíà ïîòîêó ðîòîðà ýòîãî âåêòîðà ÷åðåç
ëþáóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ äâóñòîðîííþþ áåç îñîáûõ òî÷åê ïîâåðõíîñòü
S ⊂ Ω, íàòÿíóòóþ íà êîíòóð L = ∂S.

J Âíà÷àëå ðàññìîòðèì íåïîëíûé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

I1 =

∮
L

ρ(x, y, z)dx, (11.57)

ãäå ïîâåðõíîñòü S åñòü ãðàôèê ôóíêöèè z = z(x, y). Âíà÷àëå èíòåãðàë I1

çàìåíèì êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïî êîíòóðó ∂G, ãäå ∂G � êóñî÷íî-
ãëàäêàÿ ãðàíèöà îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G � îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ïî-
âåðõíîñòè S íà ïëîñêîñòü z = 0. Çàòåì ïîëó÷åííûé êðèâîëèíåéíûé
èíòåãðàë ïî êîíòóðó ∂G çàìåíÿåì äâîéíûì èíòåãðàëîì ïî îáëàñòè G,
ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãðèíà. Äàëåå äâîéíîé èíòåãðàë ïåðåâîäèì â ïîâåðõ-
íîñòíûé ïî ïîâåðõíîñòè S. Ïîêàæåì âñå óêàçàííûå âûøå ïåðåõîäû àíà-
ëèòè÷åñêè.

I1 =

∮
L=∂S

P (x, y, z)dx =

∮
∂G

P (x, y, z(x, y))dx. (11.58)

Ê èíòåãðàëó (ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (11.58)) ïðèìåíèì ôîðìóëó
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Ãðèíà∮
∂G

P (x, y, z(x, y))dx = −
∫∫
G

(
∂P

∂y
+
∂P

∂Z
+
∂z

∂y

)
dxdy. (11.59)

Çíàåì, ÷òî åñëè F (x, y, z) = z − z(x, y) = 0 � óðàâíåíèå, çàäàþùåå
íàøó ïîâåðõíîñòü, òî íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~n
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S : z = z(x, y) íàõîäèì èç ôîðìóëû.

~n = ±
−−−−→
gradF∣∣∣−−−−→gradF

∣∣∣ = ± Fx~i+ Fy~j + Fz~k√
F_x′2 + F ′2y + F ′2z

= ±
−z′x~i− z′y~j + ~k√
z′2x + z′2y + 1

. (11.60)

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~n è îñüþ Oz îñòðûé, òî

åñòü cos(
∧

~n,Oz) > 0, ïîëó÷èì, ÷òî

∂z

∂y
= −cos(

∧
~n,Oy)

cos(
∧

~n,Oz)

. (11.61)

Ïîäñòàâëÿåì (11.61) â (11.59), Ïîëó÷èì:

I1 = −
∫∫
G

∂P
∂y
− ∂P

∂z
· cos(

∧
~n,Oy)

cos(
∧

~n,Oz)

 dxdy. (11.62)
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Èíòåãðàë (11.62) çàìåíÿåì ïîâåðõíîñòíûì, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

dxdy = cos(
∧

~n,Oz)dS.

I1 = −
∫∫
S

∂P
∂y
− ∂P

∂z
· cos(

∧
~n,Oy)

cos(
∧

~n,Oz)

 cos(
∧

~n,Oz)dS =

=

∫∫
S

(
∂P

∂Z
cos(

∧
~n,Oy)− ∂P

∂y
cos(

∧
~n,Oz)

)
dS =

∮
L=∂S

Pdx. (11.63)

Çàìå÷àíèå 11.9. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî∮
L=∂S

Qdy =

∫∫
S

(
∂Q

∂x
cos(

∧
~n,Oz)− ∂Q

∂z
cos(

∧
~n,Ox)

)
dS (11.64)

è ∮
L=dS

Rdz =

∫∫
S

(
∂R

∂y
cos(

∧
~n,Ox)− ∂R

∂x
cos(

∧
~n,Oy)

)
dS. (11.65)

Ñêëàäûâàåì ðàâåíñòâà (11.63)�(11.65), ïîëó÷èì:∮
L=∂S

Pdx+Qdy +Rdz =

∮
L=∂S

(~a, d~r) =

∫∫
S

((
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
cos(

∧
~n,Oz)+
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+

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
cos(

∧
~n,Ox) +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
cos(

∧
~n,Oy)

)
dS =

=

∫∫
S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx =

=

∫∫
S

(rot−→a ,−→n )dS. I (11.66)

Ïðèìåð 11.12. Íàéòè öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ

~a = ρ~eρ + ρ(R + ρ) sin2 θ~eϕ (11.67)

ïî êîíòóðó L, ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà R â ïëîñêî-
ñòè z = 0 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

J Íà êîíòóð L íàòÿíåì ïîëóñôåðó ïðè z ≥ 0 ðàäèóñà R (ρ = R,

0 ≤ θ ≤ π
2 , 0 ≤ ϕ < 2π). Çà åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ñôåðè÷å-

ñêîé ïîâåðõíîñòè S âåäåì ~n = ~eρ, ãäå ~eρ � îðò â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óêàçàííîé â çàäà÷å öèðêóëÿöèè âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-
ìóëîé Ñòîêñà.

Ö =

∮
L

(~a, d~r) =

∫∫
S

(rot~a, ~n)dS, (11.68)
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ãäå d~r = (dx, dy, dz).
Âíà÷àëå íàéä¼ì rot~a â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

rot−→a =

∣∣∣∣∣∣∣
~eρ

ρ2 sin θ
~eθ

ρ sin θ
~eϕ
ρ

∂
∂ρ

∂
∂θ

∂
∂ϕ

ρ 0 ρ(R + ρ) sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣ =

=
2(R + ρ) cos θ

ρ
~eρ −

1

ρ
(R + 2ρ) sin θ~eθ.

Äàëåå íàõîäèì (rot~a, ~n) = (rot~a,~eρ), ãäå ~eρ = (1, 0, 0). Òîãäà

(rot~a, ~n) =
2(R + ρ)

ρ
cos θ.

Ïî ôîðìóëå (11.68) íàõîäèì

Ö =

∫∫
S

2(R + ρ)

ρ
cos θds = [ρ = R] = 4

∫∫
S

cos θds =

=
[
ds = LθLϕdθdϕ = R2 sin θdθdy

]
ϕ = 4R2

π
2∫

0

cos θ·sin θdθ
2π∫

0

dϕ = 4πR2.

Îòâåò: Ö = 4πR2.I
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Ïðèìåð 11.13. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå

~a = (y + z)~i+ (x+ z)~j + (y + x)~k (11.69)

ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Íàéòè åãî ïîòåíöèàë.

J rot−→a =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y + z x+ z y + x

∣∣∣∣∣∣∣ =~i(1− 1)−~j(1− 1) + ~k(1− 1) = ~0.

Ïîòåíöèàëüíîñòü ïîëÿ äîêàçàíà. Íàéäåì ïîòåíöèàë ïîëÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî êîíñòàíòû. Ýòî áóäåò òàêîå ñêàëÿðíîå ïîëå u = u(x, y, z), ÷òî
−−−→
gradu = ~a. Ïîòåíöèàë u = u(x, y, z) íàõîäèì ïî ôîðìóëå

u(x, y, z) =

∫
L

(y + x)dx+ (x+ z)dy + (y + x)dz. (11.70)

Ôóíêöèè P (x, y, z) = (y + x), Q(x, y, z) = (x+ z), R(x, y, z) = (y + x)
îïðåäåëåíû è íå íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G = R3. Äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî
ðîäà â ïðîñòðàíñòâå òàê æå, êàê è íà ïëîñêîñòè, ïî ëþáîé êóñî÷íî-
ãëàäêîé êðèâîé L îò ôèêñèðîâàííîé ëþáîé òî÷êè M0(x0, y0, z0) ∈ G äî
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òåêóùåé òî÷êè M(x, y, z) çíà÷åíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà íå áóäåò
çàâèñåòü îò L. Â íàøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâåM0(x0, y0, z0) áåðåì íà÷àëî êî-
îðäèíàò, òî åñòüM0(0, 0, 0). Â êà÷åñòâå L áåðåì ëîìàíóþM0(x0, y0, z0) äî
òî÷êèM(x, y, z) ñ ïåðâûì çâåíîì íà îñèOx (äî òî÷êè x), âòîðûì çâåíîì,
ïàðàëëåëüíûì îñè Oy (îò òî÷êè (x, 0, 0) äî òî÷êè (x, y, 0)), è òðåòüèì
çâåíîì, ïàðàëëåëüíûì îñè Oz (îò òî÷êè (x, y, 0) äî òî÷êè M(x, y, z)).

Èçîáðàçèì ýñêèç ðèñóíêà (ðèñóíîê 11.12) L = L1

⋃
L2

⋃
L3.

Ðèñóíîê 11.12
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u(x, y, z) =

∫
L

(y + z)dx+ (x+ z)dy + (y + z)dz =

∫
L1

+

∫
L2

+

∫
L3

=

=

x∫
0

(0+0)dx+

y∫
0

xdy+

z∫
0

(y+x)dz = xy+(y+x)z+c � èñêîìûé ïîòåíöèàë.

Îòâåò: u(x, y, z) = xy + (y + x)z + C.I
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Ïðèëîæåíèå

Ïî ïðèâîäèìûì íèæå ññûëêàì ðàñïîëîæåíû ãðàôèêè îñíîâíûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

1. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íàòóðàëüíûì ÷åòíûì ïîêàçàòåëåì

y = x2m, m ∈ N.

2. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íàòóðàëüíûì íå÷åòíûì ïîêàçàòåëåì

y = x2m−1, m ∈ N.

3. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ öåëûì îòðèöàòåëüíûì ÷åòíûì ïîêàçàòåëåì

y = x−2m,m ∈ N.

4. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ öåëûì îòðèöàòåëüíûì íå÷åòíûì ïîêàçàòåëåì

y = x−(2m−1),m ∈ N.

5. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ðàöèîíàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

y = x
m
n ,m ∈ N, n ∈ N.

6. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ðàöèîíàëüíûì îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

y = x−
m
n ,m ∈ N, n ∈ N.
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7. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

y = xα, α > 0.

8. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ äåéñòâèòåëüíûì îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

y = xα, α < 0.

9. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

y = ax, 0 < a 6= 1.

10. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = loga x, 0 < a 6= 1.

11. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = sinx.

12. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = cosx.

13. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = tg x.
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14. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = ctg x.

15. Îáðàòíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = arcsinx.

16. Îáðàòíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = arccosx.

17. Îáðàòíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = arctg x.

18. Îáðàòíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

y = arcctg x.
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