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Тема: КВАНТОВЫЕ СВОЙСТВА СВЕТА

Формулы Релея–Джинса и Вина: 
[image: image518.jpg]
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 где 
[image: image3.wmf]w

 – частота равновесного электромагнитного излучения абсолютно черного тела, 
[image: image4.wmf]T

 – абсолютная температура; 
[image: image5.wmf]k

 – постоянная Больцмана, 
[image: image6.wmf]c

 – скорость света в вакууме; 
[image: image7.wmf]12

,
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 – эмпирические константы.

Закон Стефана–Больцмана: 
[image: image8.wmf](
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Формула Планка: 
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Энергия и импульс фотона: 
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Закон сохранения энергии при фотоэффекте: 
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EA

w

=+

h

, где 
[image: image13.wmf]k
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 – кинетическая энергия фотоэлектрона, 
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 – работа выхода 
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Формула Комптон-эффекта: 
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 , где 
[image: image17.wmf]w

 и 
[image: image18.wmf]w

¢

 – соответственно частоты падающего и рассеянного излучения, 
[image: image19.wmf]q

 – угол рассеяния, 
[image: image20.wmf]m

 – масса частицы, на которой происходит рассеяние.

Комптоновское смещение длины волны рассеянного фотона 
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 где 
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 – комптоновская длина частицы с массой 
[image: image24.wmf]m
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Формулы, связывающие полную энергию 
[image: image25.wmf]E

, кинетическую энергию 
[image: image26.wmf]T

 и импульс 
[image: image27.wmf]p

 релятивистской частицы с массой 
[image: image28.wmf]m

: 
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Значения некоторых определенных интегралов: 
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Задачи

1 Показать, что формулы Вина и Рэлея–Джинса являются предельными случаями формулы Планка.

2 С помощью формулы Планка получить значение постоянной 
[image: image33.wmf]s

 в законе Стефана–Больцмана.

3 Найти с помощью формулы Планка: а) число фотонов в 1 см3 равновесного теплового излучения при Т = 300 К в спектральных интервалах 
[image: image34.wmf](,)
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 и 
[image: image35.wmf](,)
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; б) полное число фотонов в 1 см3.

4 Вычислить с помощью формулы Планка при Т = 1000 К: а) наиболее вероятную энергию фотонов; б) среднюю энергию фотонов.

5 Найти длину волны коротковолновой границы сплошного рентгеновского спектра, если известно, что после увеличения напряжения на рентгеновской трубке в 2 раза она изменилась на 0,5 Å.

6 Показать с помощью законов сохранения, что свободный электрон  не может излучить и поглотить фотон.

7 Фотон с частотой 
[image: image36.wmf]w

 вырывает из покоившегося атома электрон, энергия связи которого 
[image: image37.wmf]E

D

. Найти импульс, переданный атому в результате этого процесса, если электрон вылетел под прямым углом к направлению падающего фотона.

8 Найти максимальный заряд, который можно сообщить металлическому шару радиуса 1 см, облучая его светом с длиной волны 
[image: image38.wmf]8
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 см. Работа выхода электронов из данного металла 4,25 эВ.

9 Фотон с энергией 0,75 МэВ рассеялся свободном покоящемся электроне под углом 60º. Определить кинетическую энергию, которую приобрел электрон.

10 При облучении вещества монохроматическим рентгеновским излучением обнаружено, что максимальная кинетическая энергия комптоновских электронов равна 0,44 МэВ. Определить длину волны падающего излучения.

11 На какой угол рассеялся фотон с энергией 0,5 МэВ в результате столкновения с покоящимся свободным электроном, если скорость отдачи электрона оказалась равной 
[image: image39.wmf]0,6c

?

Тема: КОРПУСКУЛЯРНО-ВОЛНОВОЙ ДУАЛИЗМ МИКРОЧАСТИЦ

Выражение для плоской монохроматической волны де-Бройля, распространяющейся вдоль оси 
[image: image40.wmf]x
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 – амплитуда волны, 
[image: image43.wmf]w

 – частота, 
[image: image44.wmf]k

 – волновое число.

Связь между корпускулярными и волновыми характеристиками микрочастицы: 
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 где 
[image: image46.wmf]E

 – полная энергия микрочастицы (включая энергию покоя), 
[image: image47.wmf]p

 – ее импульс; 
[image: image48.wmf]ô
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 и 
[image: image49.wmf]l

 – фазовая скорость и длина волны де-Бройля, сопоставляемой микрочастице.

Групповая скорость волнового пакета из волн де-Бройля: 
[image: image50.wmf].
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Задачи

12 Вычислить фазовую скорость плоской монохроматической волны де-Бройля, соответствующей микрочастице, движущейся со скоростью 
[image: image51.wmf]n

. Рассмотреть предельные случаи 
[image: image52.wmf]0,
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13 Какова скорость микрочастицы, если длина сопоставляемой ей волны де-Бройля равна 
[image: image53.wmf]l

? Рассмотреть нерелятивистский и релятивистский случаи.

14 Вычислить дебройлевскую длину волны электрона и протона, движущихся с кинетической энергией 511 КэВ.

15 Найти длину волны де-Бройля микрочастицы массой 
[image: image54.wmf]m

 и зарядом q как функцию пройденной ей ускоряющей разности потенциалов 
[image: image55.wmf]U

.

16 Найти кинетическую энергию, при которой дебройлевская длина волны электрона и протона равна их комптоновской длине волны.

17 Вычислить дебройлевскую длину волны 
[image: image56.wmf]l

 релятивистских электронов, подлетающих к антикатоду рентгеновской трубки, если длина волны 
[image: image57.wmf]0
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 коротковолновой границы сплошного рентгеновского спектра равна 
[image: image58.wmf]9
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 см.

18 Найти закон дисперсии волн де-Бройля 
[image: image59.wmf]()
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19 Показать, что групповая скорость волнового пакета 
[image: image60.wmf]g
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, составленного из волн де-Бройля, равна скорости 
[image: image61.wmf]n

 частицы. Рассмотреть нерелятивистский и релятивистский случаи.

Тема: ТЕОРИЯ БОРА

Условия квантования Бора–Зоммерфельда: 
[image: image62.wmf](1,2,3,...),
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 где 
[image: image63.wmf],
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 – обобщенные координаты и импульсы.

Допустимые значения энергии боровского атома, радиусы стационарных орбит и скорости электрона на них: 
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Частоты, излучаемые или поглощаемые атомом при переходе электрона с одной орбиты на другую (обобщенная формула Бальмера): 
[image: image67.wmf]4

2

223

11

;

2

nn

nn

EEme

RzR

nn

w

¢

¢

-

æö

==-=

ç÷

¢

èø

hh

.

Задачи
20 Интерпретировать условие квантования Бора–Зоммерфельда на основе волновых представлений, а именно: показать, что на стационарных боровских орбитах в водородоподобном атоме укладывается целое число длин волн де-Бройля.

21 Вычислить для атома водорода кинетическую энергию электрона    и его энергию связи в основном состоянии. 

22 Фотон, испущенный ионом Не+ при переходе гелия из первого возбужденного состояния в основное, ионизирует атом водорода, находящийся в основном состоянии. Найти скорость фотоэлектрона.

23 Определить скорость, которую приобретет покоящийся атом водорода в результате излучения фотона при переходе атома из первого возбужденного состояния в основное. Рассчитать, насколько отличается частота излученного фотона от соответствующей частоты, вычисленной без учета отдачи атома.

24 Показать, что частота фотона 
[image: image68.wmf]w

, соответствующая переходу электрона между соседними орбитами водородоподобного атома, удовлетворяет неравенству 
[image: image69.wmf]1
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 – частоты обращения электрона на этих орбитах. Убедиться, что 
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25 Частица массы 
[image: image74.wmf]m

 движется свободно в одномерной бесконечно глубокой потенциальной яме с прямоугольными стенками шириной 
[image: image75.wmf]l

. Определить уровни энергии такой частицы, пользуясь условием Бора–Зом-мерфельда.

26 Пользуясь условием Бора–Зоммерфельда, проквантовать энергию линейного гармонического осциллятора.

27 Частица массы 
[image: image76.wmf]m

 движется по круговой орбите в центрально-симме-тричном поле 
[image: image77.wmf]2
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. Найти разрешенные уровни энергии такой частицы.

28 Найти уровни энергии электрона, движущегося по круговой орбите в атоме водорода, пользуясь условием Бора–Зоммерфельда.

Тема: МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ

Определение оператора: 
[image: image78.wmf]$
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Сумма операторов: 
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 для произвольной функции 
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Произведение операторов: 
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Коммутант операторов: 
[image: image85.wmf]$
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Условие коммутации операторов 
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Оператор 
[image: image88.wmf]$
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 называется линейным, если тождественно выполняется равенство 
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Скалярное произведение функций: 
[image: image90.wmf]((),())()()
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Оператор 
[image: image91.wmf]$
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 называется эрмитовски сопряженным оператору 
[image: image92.wmf]$
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, если тождественно выполняется равенство  
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В случае, когда 
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 называется эрмитовским, или самосопряженным.

Если выполняется равенство 
[image: image96.wmf]$
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[image: image97.wmf]l

 называется собственным значением, а 
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 – собственной функцией оператора 
[image: image99.wmf]$

L

.          В случае дискретного или непрерывного спектра собственных функций         и собственных значений оператора соответственно имеем: 
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 выступает в роли собственного значения и непрерывного параметра.

Ортонормировка собственных функций дискретного и непрерывного спектра: 
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Определение 
[image: image105.wmf]d
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Аналитическое выражение для 
[image: image108.wmf]d

-функции: 
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Разложение произвольной функции в ряд или интеграл по собственным функциям эрмитовского оператора: 
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Задачи

29 Найти результат действия операторов 
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30 Проверить следующие операторные равенства:

a) 
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31 Проверить следующие равенства для коммутантов: 
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32 Доказать, что если операторы 
[image: image128.wmf]µ

A

 и 
[image: image129.wmf]µ

B

 коммутируют, то:
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33 Доказать, что если 
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34 Оператор 
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 коммутирует с операторами 
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 и 
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. Можно ли отсюда заключить, что операторы 
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 и 
[image: image139.wmf]µ
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 также коммутируют?

35 Являются ли операторы пространственного отражения 
[image: image140.wmf]$
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  и комплексного сопряжения 
[image: image141.wmf]¶
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линейными?
36 Показать, что если операторы 
[image: image142.wmf]µ
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 и 
[image: image143.wmf]µ
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 линейные, то операторы 
[image: image144.wmf]µ
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 и 
[image: image145.wmf]µ

µ

AB

 также линейные.

37 Показать, что эрмитово-сопряженным оператору 
[image: image146.wmf]x
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 является оператор 
[image: image147.wmf]x

¶

-

¶

.

38 Найти оператор, эрмитово-сопряженный произведению операторов 
[image: image148.wmf]µ
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 и 
[image: image149.wmf]µ

B

.

39 Доказать, что оператор умножения на вещественную функцию является эрмитовским.

40 Доказать эрмитовость операторов координаты, импульса и гамильтониана. Указание: учесть, что на бесконечности волновые функции (и их производные) обращаются в нуль.

41 Доказать, что если операторы 
[image: image150.wmf]µ
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 и 
[image: image151.wmf]µ
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 эрмитовские и коммутируют, то оператор 
[image: image152.wmf]µ
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 также эрмитовский.

42 Доказать, что если операторы 
[image: image153.wmf]µ
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 и 
[image: image154.wmf]µ
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 эрмитовские, то и операторы 
[image: image155.wmf]µ
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 также эрмитовские.

43 Доказать, что если операторы 
[image: image157.wmf]µ
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 и 
[image: image158.wmf]µ
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 эрмитовские и некоммутирующие, то оператор: а) 
[image: image159.wmf]µ
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44 Доказать вещественность собственных значений и ортогональность собственных функций эрмитовского оператора (для случая, когда отсутствует вырождение).

45 Найти собственное значение оператора 
[image: image161.wmf]$
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, принадлежащее его собственной функции 
[image: image162.wmf]y

, если: а) 
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46 Найти собственные функции и собственные значения операторов 
[image: image167.wmf],,
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 при выполнении условия конечности собственных функций во всей области определения.

47 Найти собственные функции и собственные значения оператора проекции импульса 
[image: image168.wmf]µ
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48 Найти собственные функции и собственные значения следующих операторов: а) 
[image: image169.wmf]d
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 – постоянная; б) 
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[image: image173.wmf](0)()0
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[image: image174.wmf]l

 – постоянная.

Тема: ВОЛНОВАЯ ФУНКЦИЯ. УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА

Вероятностный смысл волновой функции: 
[image: image175.wmf]2
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 где 
[image: image176.wmf]dW
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 – плотность вероятности обнаружения микрочастицы в данной точке пространства.

Условия нормировки квадратично интегрируемой волновой функции: 
[image: image177.wmf]2
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 где интегрирование ведется по всей области определения функции 
[image: image178.wmf](,)
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. В случае квадратично неинтегрируемой волновой функции используются другие нормировки, например, нормировка на 
[image: image179.wmf]d

-функцию.

На волновую функцию накладываются требования непрерывности, однозначности и конечности во всей области определения.

Вид волновой функции находится из уравнения Шредингера: 
[image: image180.wmf]2
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 В случае потенциального силового поля оператор 
[image: image181.wmf]µ
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 фигурирующий в уравнении Шредингера, называется оператором полной механической энергии.

Волновая функция стационарных состояний имеет вид 
[image: image182.wmf](,)()exp,
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 где 
[image: image183.wmf]()
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 удовлетворяет стационарному уравнению Шредингера 
[image: image184.wmf]µ

()().

HrEr

yy

=

rr


Задачи

49 Может ли функция 
[image: image185.wmf]()exp()/r
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 быть волновой функцией во всем пространстве? При каких значениях 
[image: image187.wmf]m

 функция 
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 может быть волновой функцией?

50 Определить допустимые значения вещественного параметра 
[image: image190.wmf]k

, при которых функция 
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 может быть волновой функцией, если выполняется условие 
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51 Найти из условия нормировки постоянный множитель для следующих волновых функций: а) 
[image: image193.wmf]()sin
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52 Найти из условия нормировки на 
[image: image203.wmf]d

-функцию постоянный множитель для волновой функции 
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53 Микрочастица находится в состоянии, описываемом волновой функцией 
[image: image206.wmf]()sin
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. Найти зависимость плотности вероятности пространственного положения частицы от 
[image: image208.wmf]x

, построить график. Вычислить вероятность обнаружения частицы в области 
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54 Решить задачу 53 для случаев, когда: а) 
[image: image210.wmf]22
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55 Показать, что первая производная по координате от волновой функции непрерывна, если потенциальная энергия 
[image: image212.wmf]()
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 частицы не терпит бесконечных скачков.

56 Непосредственной проверкой убедиться, что если каждая из функций 
[image: image213.wmf]1
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, …  является решением уравнения Шредингера, то их произвольная линейная комбинация также является решением этого уравнения.

57 Считая, что потенциальная функция явно не зависит от времени, произвести разделение переменных в уравнении Шредингера.

58 Решить уравнение Шредингера для случая свободной частицы, движущейся с импульсом 
[image: image215.wmf]p

 в положительном направлении оси 
[image: image216.wmf]x

.

59 Показать, что волновая функция 
[image: image217.wmf](,)()exp
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, представляющая суперпозицию стационарных состояний, является решением уравнения Шредингера.

60 Показать, что стационарные состояния обладают следующими свойствами: а) плотность вероятности пространственного положения и плотность потока вероятности не зависят от времени; б) для оператора
[image: image218.wmf]F

)

, явно не зависящего от времени, среднее значение
[image: image219.wmf]F

и вероятности допустимых значений наблюдаемой 
[image: image220.wmf]F

 не зависят от времени.

61 Выполняется ли принцип суперпозиции для пространственных частей 
[image: image221.wmf]12
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волновых функций стационарных состояний. Рассмотреть два случая: а) функции 
[image: image222.wmf]12
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принадлежат состояниям с одинаковой энергией; б) состояния имеют разную энергию.

Тема: СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ И ВЕРОЯТНОСТИ ДОПУСТИМЫХ ЗНАЧЕНИЙ ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН

Среднее значение оператора
[image: image223.wmf]$
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 (физической величины 
[image: image224.wmf]L

) в состоянии, описываемом волновой функцией 
[image: image225.wmf]y

: 
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, где интегрирование ведется по всей области определения 
[image: image227.wmf]y

.

Вероятность обнаружения на опыте численного значения 
[image: image228.wmf]n
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 физической величины 
[image: image229.wmf]L

 в случае, когда микрочастица находится в состоянии 
[image: image230.wmf]y
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[image: image232.wmf]n
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 собственная функция оператора 
[image: image233.wmf]$
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, соответствующая его собственному значению 
[image: image234.wmf]n
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Плотность вероятности результатов измерения физической величины, имеющей непрерывный спектр значений 
[image: image236.wmf]l
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Задачи

62 Найти среднюю кинетическую энергию микрочастицы, которая находится в состоянии: а) 
[image: image239.wmf]2
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63 Вычислить среднее значение импульса для частицы в состоянии 
[image: image242.wmf]2
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64 Доказать, что в одномерном случае в любом состоянии микрочастицы, описываемом вещественной волновой функцией, среднее значение ее импульса 
[image: image245.wmf]x
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 равно нулю.

65 Найти средние значения координаты и импульса для частицы, состояние которой описывается волновой функцией 
[image: image246.wmf]2
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66 Для частицы, состояние которой описывается функцией 
[image: image247.wmf](

)

2

0

2

()exp

x

xAikxx

a

y

æö

=-+-¥££¥

ç÷

èø

 найти средние значения координаты      и импульса. 

67 В одномерной бесконечно глубокой потенциальной яме шириной 
[image: image248.wmf]l

 находится микрочастица, состояние которой описывается волновой функцией 
[image: image249.wmf]2
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. Определить вероятность пребывания частицы на первом энергетическом уровне.

68 Состояние частицы в яме описывается волновой функцией 
[image: image250.wmf]5
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 Найти вероятность обнаружения частицы на n–ом энергетическом уровне.

69 Микрочастица находится в состоянии, описываемом волновой функцией 
[image: image251.wmf]2
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. Вычислить распределение вероятности результатов измерения импульса в этом состоянии.

Тема: СООТНОШЕНИЯ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ

Общее соотношение неопределенностей: 
[image: image252.wmf]$
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Соотношения неопределенностей для координат и импульсов (Гейзенберга): 
[image: image253.wmf]/2
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Соотношение неопределенности для энергии: 
[image: image256.wmf]/2.
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Задачи

70 Эрмитовские операторы 
[image: image257.wmf]µ
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 удовлетворяют следующим коммутационным соотношениям: 
[image: image260.wmf]µ
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[image: image262.wmf]µ
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 Показать, что среди собственных значений оператора 
[image: image263.wmf]µ
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 обязательно есть вырожденные.

71 Коммутант операторов 
[image: image264.wmf]µ
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 и 
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 двух физических величин имеет вид 
[image: image266.wmf]µ
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[image: image267.wmf]µ
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 – эрмитовский оператор). Доказать справедливость соотношения неопределенностей 
[image: image268.wmf]µ
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72 Оценить неопределенность скорости электрона в атоме водорода, полагая его радиус порядка 10-8 см. Сравнить полученную величину со скоростью электрона на первой боровской орбите.

73 С помощью соотношения неопределенностей Гейзенберга оценить минимальную энергию микрочастицы в одномерной потенциальной яме шириной 
[image: image269.wmf]l

.

74 Оценить наименьшее значение средней энергии линейного гармонического осциллятора, которой он может обладать вследствие соотношения неопределенностей.

75 С помощью соотношения неопределенностей Гейзенберга оценить энергию основного состояния атомов водорода и гелия и соответствующее расстояние от электронов до ядра.

76 Показать, что при прохождении микрочастицы через щель соотношение неопределенностей имеет вид 
[image: image270.wmf]2
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77 Атом находился в возбужденном состоянии в течение времени 
[image: image271.wmf]8
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 с, а затем перешел в основное состояние, излучив при этом фотон с длиной волны 
[image: image272.wmf]8
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 см. Оценить неопределенность длины волны излученного фотона.

78 Атом находился в возбужденном состоянии в течение времени 
[image: image273.wmf]9
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 с, а затем перешел в основное состояние. Оценить неопределенность импульса излученного при этом фотона, а также неопределенность его координаты в направлении движения.

Тема: ДВИЖЕНИЕ В ОДНОМЕРНЫХ ПОЛЯХ

Собственные функции и собственные значения оператора энергии микрочастицы, находящейся в одномерной бесконечно глубокой потенциальной яме с прямоугольными стенками: 
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где 
[image: image276.wmf]1,2,3,...
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[image: image277.wmf]m

 – масса частицы, 
[image: image278.wmf]l

 – ширина ямы.

Собственные функции и собственные значения оператора энергии линейного гармонического осциллятора с массой 
[image: image279.wmf]m

 и частотой 
[image: image280.wmf]w

: 
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 где 
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– нормировочный множитель.

Коэффициент прохождения микрочастицы через потенциальный барьер прямоугольной формы: 
[image: image286.wmf]0
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, где 
[image: image287.wmf]l

– ширина барьера, 
[image: image288.wmf]0

U

 – высота барьера, 
[image: image289.wmf]0
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Коэффициент прохождения (прозрачности) барьера 
[image: image290.wmf]()
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[image: image291.wmf]2
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, где 
[image: image292.wmf]1
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 и 
[image: image293.wmf]2

x

 – координаты точек, между которыми 
[image: image294.wmf]EU
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Задачи

79 Непосредственным вычислением убедиться в ортогональности собственных функций оператора энергии для микрочастицы в одномерной бесконечно глубокой потенциальной яме с прямоугольными стенками.

80 Микрочастица находится в одномерной бесконечно глубокой потенциальной яме с прямоугольными стенками. Построить графики зависимости от 
[image: image295.wmf]x

 плотности вероятности местоположения частицы для состояний с 
[image: image296.wmf]1,2,3

n

=

. Рассмотреть случай 
[image: image297.wmf]n

®¥

 и показать, что выполняется принцип соответствия.

81 Рассчитать энергетические уровни микрочастицы в потенциальном силовом поле вида 
[image: image298.wmf]0
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в случае, когда 
[image: image299.wmf]0
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82 Частица с массой 
[image: image300.wmf]m

 находится в потенциальном силовом поле 
[image: image301.wmf]0
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. Получить уравнение, определяющее спектр возможных значений энергии такой частицы в области 
[image: image302.wmf]0
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83 Найти явный вид собственных функций оператора энергии для первых трех уровней линейного гармонического осциллятора с массой 
[image: image303.wmf]m

       и частотой 
[image: image304.wmf]w

. Изобразить примерные графики распределения плотности вероятности различных значений 
[image: image305.wmf]x

 в этих состояниях.

84 Найти коэффициенты прохождения частицы с массой 
[image: image306.wmf]m

 и энергией 
[image: image307.wmf]0
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[image: image310.wmf]
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Тема: ДВИЖЕНИЕ В ЦЕНТРАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОМ ПОЛЕ

Операторы проекций момента импульса в декартовых координатах:


[image: image312.wmf]$
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[image: image313.wmf]$
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Операторы 
[image: image315.wmf]$
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 и 
[image: image316.wmf]$
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 в сферических координатах: 
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Коммутационные соотношения для операторов 
[image: image320.wmf]$
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[image: image321.wmf]$

y

L

, 
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Собственные значения и собственные функции оператора 
[image: image328.wmf]ˆ
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[image: image329.wmf]()
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[image: image330.wmf]()exp()/2
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[image: image331.wmf]0,1,2,...,
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 – магнитное квантовое число. Собственные значения и собственные функции оператора 
[image: image332.wmf]$
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[image: image335.wmf]0,1,2,...,1
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 – орбитальное квантовое число, 
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Оператор кинетической энергии в сферических координатах: 
[image: image337.wmf]µ
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Радиальное уравнение Шредингера: 
[image: image338.wmf]µ
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Радиальные волновые функции стационарных состояний водородоподобного атома: 
[image: image339.wmf]221
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[image: image341.wmf]nl
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[image: image342.wmf]2
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[image: image344.wmf]1,2,3,...
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– главное квантовое число.

Задачи

85 Доказать эрмитовость операторов 
[image: image345.wmf]$
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 и 
[image: image346.wmf]$
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86 Проверить следующие правила коммутации: 
[image: image347.wmf]$
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87 Убедиться в справедливости коммутационных соотношений: 
[image: image350.wmf]$
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88 Показать, что оператор 
[image: image356.wmf]$
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 коммутирует с оператором кинетической энергии 
[image: image357.wmf]µ
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89 Показать, что 
[image: image358.wmf]$
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90 Доказать, что в состоянии 
[image: image361.wmf]y

, в котором 
[image: image362.wmf]z
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 имеет определенное значение, средние значения 
[image: image363.wmf],
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[image: image364.wmf]y
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 равны нулю. Указание: воспользоваться коммутационными соотношениями для операторов 
[image: image365.wmf]$
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91 Вычислить среднее значение квадрата момента импульса в состоянии 
[image: image368.wmf](,)sin2cos
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92 Частица находится в состоянии, описываемом волновой функцией 
[image: image369.wmf]2
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. Найти вероятность измерения на опыте численного значения проекции момента импульса 
[image: image370.wmf]2
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 для такой частицы.

93 Исследовать распределение плотности вероятности местоположения электрона в атоме водорода, находящемся в основном состоянии.

94 Пространственный жесткий ротатор – это частица с массой 
[image: image371.wmf]m

, движущаяся на фиксированном расстоянии 
[image: image372.wmf]r

 от силового центра. Найти допустимые значения энергии такого ротатора, считая известными собственные значения 
[image: image373.wmf]2
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 оператора 
[image: image374.wmf]$
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95 Частица с массой 
[image: image375.wmf]m

 находится в сферически-симметричной бесконечно глубокой потенциальной яме 
[image: image376.wmf]0
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 Найти допустимые значения энергии такой частицы в 
[image: image377.wmf]s

-состояниях 
[image: image378.wmf](0)
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96 Частица с массой 
[image: image379.wmf]m

 находится в сферической потенциальной яме 
[image: image380.wmf]0
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 С помощью подстановки 
[image: image381.wmf]()()
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 показать, что уравнение, определяющее возможные значения энергии такой частицы в 
[image: image382.wmf]s

-состояниях (при 
[image: image383.wmf]0
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[image: image384.wmf]00
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[image: image385.wmf]2/
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. Каков энергетический спектр частицы в этом случае?

97 Показать, что кратность вырождения энергетического уровня 
[image: image386.wmf]n
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 водородоподобного атома равна 
[image: image387.wmf]2
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.

98 У микрочастицы, находящейся в центрально-симметричном поле: а) могут ли быть двукратно вырожденные энергетические уровни? б) какую кратность вырождения может иметь первый возбужденный уровень? в) что можно сказать о квантовых числах уровня, если его кратность вырождения  равна 7; 9?

Тема: ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ

Поправки первого и второго приближений к невырожденным энергетическим уровням квантовой системы при наличии возмущения: 
[image: image388.wmf](
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[image: image391.wmf]¶
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– оператор возмущения.

Вероятность квантового перехода под влиянием возмущения, зависящего от времени 
[image: image392.wmf]()
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, в первом приближении теории возмущений:
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Вероятность спонтанного квантового перехода в дипольном приближении и среднее время жизни в возбужденном состоянии:


[image: image395.wmf]3
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[image: image397.wmf]D
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 – дипольный момент квантовой системы. Для атома принимается 
[image: image398.wmf]Der

=

r

r

.

Правила отбора для линейного гармонического осциллятора: 
[image: image399.wmf]1
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. Правила отбора для валентного электрона в атоме: 
[image: image400.wmf]0,1
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[image: image401.wmf]1
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Задачи

99 На частицу с массой 
[image: image402.wmf]m

, находящуюся в одномерной бесконечно глубокой потенциальной яме шириной 
[image: image403.wmf]l

, наложено малое возмущение 
[image: image404.wmf]0

2

()cos

UxUx

l

p

=

. Определить поправки первого приближения к энергии стационарных состояний.

100 Линейный гармонический осциллятор с зарядом 
[image: image405.wmf]e

 помещен в однородное электрическое поле с напряженностью 
[image: image406.wmf]e

r

. Найти первую отличную от нуля поправку к энергии осциллятора.

101 Найти поправку первого порядка к энергии основного состояния линейного гармонического осциллятора с учетом малой ангармоничности 
[image: image407.wmf]4
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102 Атом водорода находится в однородном электрическом поле напряженностью 
[image: image408.wmf]e

r

, направленной вдоль оси 
[image: image409.wmf]z

. Найти расщепление уровня энергии, характеризующегося главным квантовым числом 
[image: image410.wmf]2
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103 Показать, что для атомов щелочных металлов эффект Штарка         в первом приближении теории возмущений отсутствует.

104 Частица находится в центрально-симметричном поле и уровни ее энергии равны 
[image: image411.wmf]nl

E

. Применяя теорию возмущений, найти энергию частицы при ее помещении в однородное магнитное поле, направленное вдоль оси 
[image: image412.wmf]z

.

105 Найти первую релятивистскую поправку к энергии основного состояния атома водорода.

106 Оценить среднее время жизни атома в возмущенном состоянии для разрешенных дипольных электрических переходов.

107 В дипольном приближении получить правила отбора для: а) линейного гармонического осциллятора; б) пространственного ротатора.

Тема: СПИН ЭЛЕКТРОНА

Операторы проекций спина электрона: 
[image: image413.wmf]$
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 – матрицы Паули, имеющие в 
[image: image417.wmf]z
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-представлении вид: 
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Собственные значения операторов 
[image: image421.wmf]$
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[image: image424.wmf]222
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Полный механический момент электрона в атоме: 
[image: image425.wmf];
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[image: image427.wmf]j
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 могут принимать значения 
[image: image429.wmf]11
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[image: image430.wmf],1,...,1,.
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Задачи

108 Проверить, что спиновые матрицы Паули удовлетворяют соотношениям: 
[image: image431.wmf]2
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109 Показать, что коммутационные соотношения для матриц Паули могут быть записаны в виде 
[image: image432.wmf][,]2
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 – полностью антисимметричный тензор 3-го ранга, 
[image: image434.wmf]123
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110 Убедиться в справедливости соотношения 
[image: image435.wmf]ijijijkk
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111 Убедиться в полноте системы из четырех двухрядных матриц 
[image: image436.wmf]2
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. Показать, что коэффициенты в разложении произвольной матрицы 
[image: image437.wmf]A

 размерности 
[image: image438.wmf]22
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 по этим матрицам 
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 могут быть вычислены по формулам 
[image: image440.wmf]0

11

,()

22

pipi

aSAaSA

s

==

.

112 Произвольный линейный оператор 
[image: image441.wmf]$

L

, действующий в пространстве  спиновых переменных, является матрицей размерности 
[image: image442.wmf]22
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. Какие ограничения накладывает эрмитовость оператора 
[image: image443.wmf]$
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 на элементы этой матрицы?

113 Указать возможный способ задания операторов проекций спина электрона в представлении, в котором оператор 
[image: image444.wmf]$
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 имеет диагональный вид.

114 Найти собственные функции операторов 
[image: image445.wmf]$
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, 
[image: image446.wmf]$
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, 
[image: image447.wmf]$
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115 Найти общие собственные функции операторов 
[image: image448.wmf]$
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 и 
[image: image449.wmf]$
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116 Могут ли квадраты проекций спина на оси 
[image: image450.wmf],,
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 иметь одновременно определенные значения?

117 Для частицы со спином 
[image: image451.wmf]1/2
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 найти собственные значения операторов полного механического момента 
[image: image452.wmf]µ
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118 Рассмотреть действие операторов 
[image: image454.wmf]$
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 на собственные функции оператора 
[image: image455.wmf]$
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Тема: ДВИЖЕНИЕ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Гамильтониан бесспиновой заряженной частицы во внешнем магнитном поле: 
[image: image456.wmf]µ
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Гамильтониан электрона во внешнем магнитном поле: 
[image: image457.wmf]µ
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Уравнение Паули:  
[image: image458.wmf]µ
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Расщепление энергетических уровней атома из первой группы в «сильном» однородном магнитном поле («нормальный» эффект Зеемана): 
[image: image459.wmf]0
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, где 
[image: image460.wmf]W

 – ларморовская частота прецессии. Расщепление в «слабом» магнитном поле («аномальный» эффект Зеемана): 
[image: image461.wmf]0
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[image: image462.wmf](1)(1)(1)
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Задачи

119 Показать, что гамильтониан заряженной частицы, находящейся  в однородном магнитном поле, можно представить в виде 
[image: image463.wmf]µ
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, где 
[image: image464.wmf]A
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 – векторный потенциал магнитного поля.
120 Определить уровни энергии заряженной частицы в однородном магнитном поле с индукцией 
[image: image465.wmf]B
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, направленной вдоль оси 0z.

121 Сделать то же самое для частицы, обладающей собственным магнитным моментом 
[image: image466.wmf]s
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122 Показать, что оператор Гамильтона для атома из первой группы, находящегося во внешнем однородном слабом магнитном поле с индукцией 
[image: image467.wmf]B
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, можно представить в виде 
[image: image468.wmf]µ
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[image: image469.wmf]µ
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 – оператор энергии спин-орбитального взаимодействия, 
[image: image470.wmf]2
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 – ларморовская частота прецессии.

123 Рассчитать поправки первого приближения к энергетическим уровням 
[image: image471.wmf]1/23/2
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атома из первой группы, помещенного в слабое однородное магнитное поле с индукцией 
[image: image472.wmf]B
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.

124 Составить вектор плотности тока для заряженной частицы, находящейся в магнитном поле с векторным потенциалом 
[image: image473.wmf]A

r

.

Тема: КВАНТОВАЯ МЕХАНИКА СИСТЕМ ОДИНАКОВЫХ МИКРОЧАСТИЦ

Задачи

125 Составить симметричные и антисимметричные спиновые функции  системы двух слабовзаимодействующих фермионов.

126 Найти собственные значения операторов 
[image: image474.wmf]$

z
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 и 
[image: image475.wmf]$
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 в состояниях, описываемых спиновыми  функциями из предыдущей задачи.

127 Показать, что система из двух фермионов будет описываться          в синглетном состоянии симметричными, а в триплетном – антисимметричными по пространственным координатам функциями. Считая частицы слабо взаимодействующими, выразить эти функции через известные функции одночастичных состояний 
[image: image476.wmf]1
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[image: image477.wmf]2
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128 Показать, что основное состояние атома гелия должно быть состоянием парагелия. Указание: воспользоваться свойством пространственной волновой функции основного состояния не иметь узлов.

129 Пусть 
[image: image478.wmf]1
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[image: image479.wmf]2
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 – пространственные части волновых функций стационарных состояний двух тождественных частиц, имеющих спин 
[image: image480.wmf]s

. Найти общее число состояний системы этих частиц с учетом спиновых степеней свободы, считая, что частицы являются: а) бозонами;       б) фермионами. Рассмотреть случаи, когда 
[image: image481.wmf]12
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130 Три тождественных бозона со спином 
[image: image483.wmf]1
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 находятся в одинаковых пространственных состояниях, описываемых волновыми функциями 
[image: image484.wmf]()
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. Составить нормированные волновые функции возможных независимых состояний указанной системы с учетом спиновых степеней свободы. Каково число таких состояний?

Тема: УРАВНЕНИЕ ДИРАКА

Уравнение Клейна–Фока–Гордона: 
[image: image485.wmf]2
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 – оператор Даламбера, 
[image: image487.wmf]()
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Уравнение Дирака 
[image: image488.wmf]()0
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[image: image489.wmf]mc
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 – четырехкомпонентный биспинор, 
[image: image491.wmf]m
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 – матрицы Дирака
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[image: image493.wmf]2
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Релятивистский оператор Гамильтона 
[image: image495.wmf]µ
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, где 
[image: image496.wmf]4
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[image: image497.wmf]44
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Задачи

131 Проверить, что волна де-Бройля удовлетворяет уравнению Клейна–Фока–Гордона.

132 Получить выражение для плотности тока из уравнения Клейна–Фока–Гордона.

133 Показать, что матрицы Дирака удовлетворяют алгебре 
[image: image498.wmf]2
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134 Убедиться, что матрицы 
[image: image499.wmf]444
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 удовлетворяют алгебре матриц Дирака.

135 Проверить эрмитовость матриц Дирака.

136 Расписать по компонентам уравнение Дирака.

137 Получить уравнение непрерывности в теории Дирака.

138 Показать, что при однопараметрическом преобразовании Лоренца дираковский биспинор преобразуется с помощью матрицы 
[image: image500.wmf]4
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139 Показать, что функция 
[image: image501.wmf]()
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Тема: ЭЛЕМЕНТЫ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ

Релятивистский оператор гамильтониана электрона, находящегося в центрально-симметричном электрическом поле: 
[image: image503.wmf]µ
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Уравнение Дирака для электрона в электромагнитном поле:


[image: image504.wmf]µ
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, где 
[image: image505.wmf]p
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 – четырехмерный импульс электрона, 
[image: image506.wmf]A
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 – четырехмерный потенциал электромагнитного поля.

Релятивистская формула тонкой структуры энергетических уровней водородоподобного атома: 
[image: image507.wmf]242
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[image: image508.wmf]2

1

137

e

c

a

=»

h

 – постоянная тонкой структуры.

Задачи

140 Показать, что операторы 
[image: image509.wmf]$
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 и 
[image: image510.wmf]$
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 не коммутируют с релятивистским оператором Гамильтона в поле центральных сил.

141 Показать, что гиромагнитное отношение для спиновых механического и магнитного моментов электрона равно 
[image: image511.wmf]/()
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142 Найти решения уравнения Дирака для свободного электрона. Интерпретировать их физический смысл.

143 Рассчитать энергетические уровни водородоподобного атома с уче-том релятивистских эффектов.

144 Показать, что в квазирелятивистском приближении гамильтониан электрона, находящегося во внешнем электромагнитном поле, имеет вид 
[image: image512.wmf]µ
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, где 
[image: image513.wmf]v
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 – тензор электромагнитного поля; 
[image: image514.wmf]A
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[image: image515.wmf]j

 – потенциалы поля; 
[image: image516.wmf]µ
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 – оператор, содержащий члены порядка 
[image: image517.wmf]22
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145 В задаче 144 рассмотреть случай центрально-симметричного электрического и однородного магнитного поля.
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