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	В основу программы-минимум кандидатского экзамена по специальности 01.01.07 - вычислительная математика положены курсы по численным методам, дифференциального и интегрального исчисления, теории функций, дифференциальных и интегральных уравнений. Перечисленные курсы читаются на математических факультетах белорусских университетов. Необходимый для подготовки к экзамену материал изложен в учебных пособиях и общедоступных монографиях известных специалистов. Предлагаемая программа-минимум для аспирантского экзамена охватывает все основные методы вычислительной математики и необходимые дополнительные сведения для их получения и исследования.

Цели и задачи программы-минимума состоят в том, чтобы специалист высшей квалификации изучил классические и современные приближенные методы исследования математических объектов, структур, процессов и смог применить их для решения практических задач.

Уровень полученных знаний должен быть достаточным для самостоятельной научной работы в области вычислительной математики.

1. Функциональный анализ
Метрические пространства. Полнота. Непрерывные отображения. Компактные множества.

Принцип сжатых отображений, метод последовательных приближений и их приложения.

Линейные, нормированные, банаховы и гильбертовы пространства. Сильная и слабая сходимость.

Задача о наилучшем приближении. Наилучшее равномерное приближение. Минимальное свойство коэффициентов Фурье.

Непрерывные линейные операторы. Норма и спектральный радиус оператора. Сходимость последовательности операторов. Обратимость операторов. Ряд Неймана Ак и условия его сходимости. Теорема о существовании обратного оператора.

Мера обусловленности линейного оператора и ее приложение при замене точного уравнения (решения) приближенным.

Линейные функционалы. Сопряженное пространство. Принцип равномерной ограниченности, теорема Банаха-Штейнгауза и ее приложения. Теорема Рисса об общем виде линейного функционала (для гильбертова пространства).

Спектр оператора. Сопряженные, самосопряженные, симметричные, положительно пределенные, вполне непрерывные операторы и их свойства. Вариационные методы минимизации квадратичных функционалов, решения уравнений и нахождения собственных значений (метод Ритца, Бубнова- Галеркина, наименьших квадратов).

Дифференцирование нелинейных операторов, производные Фреше и Гато. 

Метод Ньютона, его сходимость и приложения. Теорема Фредгольма для

уравнений с вполне непрерывным оператором. Теорема Гильберта-Шмидта. 

Линейные интегральные уравнения. Типы интегральных уравнений.

Интегральный оператор Фредгольма. Уравнения с симметричным ядром. Теоремы Фредгольма. 

Пространства функций. Пространства С, Ск, L2,Lr, W(k)2. Обобщенная производная. Понятие о теоремах вложения. Пространства обобщенных функций D', S'.
2. Задачи математической физики
Математические модели физических задач, приводящие к уравнениям математической физики. Основные уравнения математической физики. Корректно и некорректно поставленные задачи.

Обобщенное решение краевых задач и задач на собственные значения в самосопряженной форме. Основные свойства гармонических функций (формулы Грина, теорема о среднем, принцип максимума). Фундаментальное решение и функция Грина для уравнения Лапласа.

Вариационнные методы решения краевых задач (Ритца, Галеркина, наименьших квадратов).

Задача Коши для уравнения теплопроводности и уравнения колебаний. Фундаментальное решение. Характеристики.

Понятие об обобщенных решениях. Обобщенные решения смешанных задач с однородными краевыми условиями для уравнений параболического и гиперболического типов.

3. Параллельные вычисления
Классификация Флинна параллельных архитектур. Общая и распределенная память. Основные классы современных параллельных компьютеров: массивно-параллельные, кластерные, векторно-конвейерные, метакомпьютеры, спецпроцессоры (систолические массивы).

Параллельная обработка, конвейерная обработка. Ускорение и эффективность реализации алгоритма. Законы Адамала. Производительность параллельных компьютеров. Пиковая производительность. Список Тор500.

Параллельная форма алгоритма. Ярусы, высота, ширина параллельной формы. Концепция неограниченного параллелизма. Принцип сдваивания.

Граф алгоритма, заданного последовательной программой (минимальный информационный граф зависимостей). Типы зависимостей. Покрывающие функции (функции зависимостей). Развертки графов (таймирующие функции). Обобщенные, строгие и расщепляющие развертки. Использование разверток для распараллеливания алгоритмов.

4. Численные методы
Прямые методы решения систем линейных алгебраических уравнений. Метод исключения Гаусса. Метод прогонки решения систем с трехдиагональной матрицей. Вычисление определителей и обращение матриц с помощью метода Гаусса.

Итерационные методы решения систем линейных алгебраических уравнений. Метод простой итерации, метод Якоби, Зейделя, релаксации.

Задача интерполирования по значениям функции. Интерполяционные формулы Лагранжа Ньютона. Остаток интерполирования. Применение интерполирования при численном дифференцировании. Интерполяция сплайнами.

Общие свойства ортогональных систем многочленов. Многочлены Чебышева и минимизация остатка интерполирования. Методы итераций и Ньютона решения нелинейных уравнений.

Интерполяционные квадратурные формулы. Квадратурные формулы с равноотстоящими узлами. Формулы средних, трапеций, Симпсона.

Квадратурные формулы наивысшей алгебраической степени точности: построение правила и его единственность, остаток квадратурного правила^ сходимость квадратурного процесса, основные частные случаи.

Многомерные квадратурные формулы. Метод Монте-Карло.

Численные методы решения дифференциальных уравнений. Решение задачи Коши и краевых задач. Оценка погрешности, сходимость и устойчивость.

Основные понятия теории разностных схем (аппроксимация, устойчивость, сходимость). Методы построения разностных схем: интегро-интерполяционный метод, вариационно-разностный метод, проекционный метод.

Разностные методы решения краевых задач для эллиптических уравнений. 

Разностные методы решения уравнений параболического типа. 

Разностные методы решения уравнений гиперболического типа. 

Разностные схемы, как операторные уравнения. Разностные схемы, как операторно-разностные уравнения в функциональном пространстве. Двухслойные схемы. Трехслойные схемы. Классы устойчивых схем. Схемы с весами.

Экономные методы численного решения многомерных задач. Метод расщепления и метод переменных направлений. 

Попеременно-треугольный метод, метод сопряженных градиентов. 

Регуляризация некорректно поставленной задачи. Построение регулирующего оператора с помощью минимизации сглаживающего функционала.

Применение метода регуляризации к решению плохо обусловленных систем линейных алгебраических уравнений. Применение метода регуляризации к решению интегральных уравнений первого рода.
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